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А. И. КОСТРИКИН 


О ПРОБЛЕМЕ БЕРНСАЙДА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе решается в утвердительном смысле ослабленная проблема 
Бернсайда для любого простого показателя р. 


Введение 


С тех пор как Магнусом в 30-х годах была выдвинута идея пред- 
ставления групп в кольце формальных степенных рядов, интерес к раз- 
витому впоследствии на этой основе новому аппарату в теории групп 
постоянно возрастал, главным образом благодаря открывшейся возмож- 
ности использовать его для доказательства гипотезы  Бернсай- 
да (в ослабленной форме). Напомним ее утверждение (для простого по- 
казателя р). Класс Х конечных групи с заданным числом Ё образую- 
щих и тождественным соотношением дР = 1 содержит, с точностью до 
изоморфизма, только конечное число групп. Иначе говоря, любая группа 


из класса Х является фактор-группой некоторой группы ВиьЕХ. 
Неизвестно, следует ли из этого утверждения конечность фактор- 
группы Вхкр свободной группы РЁ с # образующими по нормальному де- 
лителю Ё?, порожденному р-ми степенями элементов из Ё (проблема 
Бернсайда для показателя р в неослабленной форме). Вообще говоря, 
утверждение ослабленной гипотезы Бернсайда означает только, что чис- 
ло конечных фактор-групи группы Вх» ограничено сверху. Но для мно- 
гих целей, например в теории конечных р-групи, важна именно ослаб- 
ленная проблема Бернсайда. А так как к решению проблемы Бернсайда 
в целом почти никаких подходов нет, то и не удивительно, что основ- 
ной поток исследований был направлен либо на доказательство сущест- 
вования группы Вьр (это удалось сделать только для р<7), либо 
на изучение свойств конечных фактор-групи группы Вкьр. Все ра- 
боты последних двух десятилетий связывали ослабленную проблему 


Бернсайда с теорией колец Ли. 


Проблемы бернсайдовского типа получили широкое распространение 
во всей современной алгебре. Для различных классов ассоциативных и ‚ 


неассоциативных колец были поставлены вопросы об их локальной ниль- 
потентности (или локальной конечности) при условии выполнения опре- 
деленных тождественных соотношений, играющих роль уравнения 1”-== 1 
в группах. На некоторые из этих вопросов получены ответы. В кольцах 
Ли, которые, собственно, и составят предмет нашего исследования, 
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«проблема Бернсайда» формулируется так: будет ли нильпотентным 
кольцо Ли с # образующими и п-м условием Энгеля 
... Гия]. = Во 0% 

Ближайшее рассмотрение показывает, что выбор средств для решения 
данного вопроса существенно зависит от структуры аддитивной группы 
кольца. Чтобы учесть это обстоятельство, кольцо Ли предполагается 
операторным, причем наиболее важным является тот случай, когда об- 
ласть операторов есть простое поле некоторой характеристики р > 0. 
Мы не будем, однако, говорить об алгебре, предпочитая употреблять тер- 
мин «кольцо Ли характеристики р». 

Из связи, установленной между группами и кольцами, вытекает сле- 
дующий вывод. Для положительного решения ослабленной проблемы 
Бернсайда в случае простого показателя р достаточно доказать локаль- 
ную нильпотентность кольца Ли характеристики р, удовлетворяющего 
(р—1)-му условию Энгеля. Вопрос об эквивалентности этих двух задач 
является трудным и до конца он еще не решен [см. (')]. Ранее нам уже 
представлялась возможность делать ссылки на соответствующую лите- 
ратуру [см. (1) и (2) ], и мы сочтем себя свободными от обязанности 
составления новой библиографии, тем более что в данный момент спе- 
цифика вышеупомянутой редукции групповой задачи к теоретико-кольце- 
вой нас совершенно не интересует. 

Сформулируем окончательный результат, путь доказательства которого 
намечен в наших кратких публикациях (3) и (*), а полное изложение 
этого доказательства является главной целью настоящей работы. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Произвольное кольцо Ли Г,, удовлетворяющее 
п-му условию Энгеля и имеющее характеристику р>п (или р=0), 
локально нильпотентно. 

Следствие. Среди конечных групп с данным числом Ё образующих 
и тождественным соотношением 1Р =1 (р — простое) существует груп- 
па некоторого максимального порядка, зависящего только от Ё и р. 

Отметим, что всюду речь будет идти исключительно о кольцах Ли 
с характеристикой р”>п, но равенство р=п в основной теореме мож- 
но добавить (для полноты), исходя из следующих простых соображений 
Пусть Г — кольцо Ли характеристики р с р-м условием Энгеля и ко- 
нечным числом образующих. Если для п = р—1 теорема верна, то РР ©. 


где о — некоторое число, а Г — идеал в Г,, порожденный всеми элемен- 


тами вида [22-1], х, уЕГ.. Но 


[5уР-12] = — [4[2уР—{]] =— У [иижуР--] = № ГРИ} 


0<1<р—1 


| 


0, 
поэтому [2 = 0. 

Между прочим, этим же замечанием, но отнесенным к кольцу Г, с 
бесковечным числом образующих, снимается поставленный Коном воп.. 
рос о существовании разрешимого, но ненильпотентного кольца Ли ха- 
рактеристики р, удовлетворяющего р-му условию Энгеля (см. Корп Р. М., 
Ргос. СашЬ“4зе РЬ. 90с., 54. ч. 3 (1955), 401; там же есть ссылка на 
результат Хиггинса о нильпотевтности разрешимых колеп Ли с рп). 

С точки зрения общей теории колец Ли было бы интересно рассмот- 
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реть вопрос об их локальной нильпотентности в случае рп. Если 
кольцо Ли Г, характеристики р=2 имеет две образующие и удовлетво- 
ряет 3-му условию Энгеля, то нетрудно проверить, что [,‘=0. По-ви- 
димому, утверждение теоремы можно обобщить в этом направлении. С 
другой стороны, неизвестно, является ли основная теорема локальной 
по существу (особенно для п = р— 1). 

Остановимся на некоторых соображениях, положенных в основу до- 
казательства теоремы. Как доказано в работе (?), радикал М (Г) энге- 
лева (п<_р) кольца Ли Г, (сумма локально нильпотентных идеалов из 
Г) является локально нильпотентным идеалом и М (Г/М (Г,)) =0. Рас- 
суждая далее по индукции относительно и, будем на протяжении всей 
работы считать установленной локальную нильпотентность колец Ли с 
(п — 1)-м условием Энгеля и заданной характеристикой р. Предположим, 
что найдется локально регулярное (т. е. не локально нильпотентное) коль- 
цо Ли Г, характеристики р, удовлетворяющее п-му условию Энгеля, 
п«р. Так как всегда можно перейти к фактор-кольцу по радикалу, то 
удобно с самого начала понимать под Г, ненулевое кольцо без радикала: 

9 М0. 

В частности, Г, будет кольцом без центра и, следовательно, изоморф- 
ным с кольцом ВОт, внутренних дифференцирований р,: 

х—15у], х, УГ, ` р, ЕЛь. 

Нам придется доказывать много тождеств, которым удовлетворяют 
элементы из Ог. Чтобы избавиться от излишне громоздких обозначений 
и большого числа однообразных переходов от ик ри и обратно, мы 
отождествим кольца Г и Оу, условившись под кольцом Ли нонимать 
всюду множество элементов (обозначаемых малыми латинскими буквами 
а, Ь,...), замкнутое относительно операции сложения и «скобочного» 
умножения 

[#2] = и? — 0. 


Элементы обертывающего кольца У, обозначим большими латинскими 
буквами А, В,.... Если 
Ааа. а 0 
то это означает, что 
[#4] = [...[ [вал] а5]...ат] = [иа1а>...@т] = 0 
при любом и Г. Обратно, из соотношения 
па: а2...а] =, 
тождественного относительно и, следует равенство 
Аа, ..@ —0. 
В дальнейшем мы будем постоянно пользоваться тем обстоятельством 
[см., например, (?)], что при р> п любое произведение 115....7., 22. 6 Г, 
можно записать в виде: 
$. р к 3. 
тра... = У ит ну аа м, (*) 


где из, Ъ;,... к @Г (если $5“п—1, то справа встретятся лишь степени 


и", “< 8). 
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Е Е ЕЕ 


Для достижения стоящей перед нами цели нужно найти в Г, отлич- 
ный от нуля локально нильпотентный идеал, исключив тем самым пред- 
посылки, из которых мы исходили. Реализация этого плана заклюяает- 
ся в том, что доказывается существование в кольце Г, главного идеала 
= {с} = 0, который является даже коммутативным: 552 -= 0. Пользуясь 
тождеством (*), мы можем любой элемент № 6% записать в виде: 

в= Уч], О<В<пт—1. 

Поэтому требование коммутативности идеала % в точности означает, 
что имеют место соотношения: 

сис =0 0<«<п—1, иЕГ. (1) 
Доказательство существования в Г, элемента с Е 0 с такими свойствами 
распадается на ряд этапов, каждому из которых соответствует констру- 
ирование отдельного члена в последовательности элементов си) ©, ха- 
‘рактеризуемых условиями: 

С) Е 0, сиибету=0, я=0, 1,...2т—1, т>1, авЕГ, (2) 
Идея строить цепочку сц), С), С(з),... рекуррентно, исходя из ее первого 
члена с(1) (существование которого устанавливается 0с0бо), является ос- 
новной и определяет собой структуру всей работы. Доказывается, что 
переход от с(т) К Сил) возможен, когда 2т -5<р. Так как п<р, 


п—1 
и, следовательно, 2 =] + 3 < р, то в конечном счете получится элемент 
< 
р —_ [1—4 
с =С(т.)› То Е; 2 , 


удовлетворяющий всем тождествам (1). Чтобы убедиться в этом, доста» 
точно воспользоваться тождествами 


и е р У ит =0, 


{ п 1 0<1<п—1 
и Ф 9) 
— ит и -- р мии —0, 
2 п 2 0<1--1<п—2,])<п—2 


которые являются результатом линеаризации соотношения и” = 0, экви- 
валентного п-му условию Энгеля. 

Предварительные указания на то, что намеченный нами путь построе- 
ния Цепочки С(1), с(2),... отвечает существу дела, можно получить из 


следующих простых соображений. Как легко видеть, условия (2) равно- 
сильны следующим: 


С(т) Е 0, С(туй?“ С(т) — 0, & —= 0, ф бор. МО © (2’) 
Это прямо вытекает из того, что 
[иеи?Ке] = — 2еи^ Не = 0, 


если 
еисе’— На Е 


Обозначив с(и) =с и предположив, что [си?”"+1с] -= 0 при всех иЕеГ, мы 
придем к тождеству 


[9си?тс] == — [сои?тс] = У [сит с] =10, 
или 
О 5 ©). 


О ПРОБЛЕМЕ БЕРНСАЙДА 7 
авс Ета ОВНА Е Ее 


Но, согласно сделанному замечанию, это означает, что с можно взять 
в качестве одного из элементов с(ш-\1). Если же су = [са?"-+1с] - 0 для 
некоторого а из Г, то во всяком случае такой одночлен удовлетворя- 
ет всем требованиям (2’), предъявляемым к элементу с. Действительно, 
тождества 
66° =0, Ох 2т—3, 
очевидны. Далее, 
сои?" 6, = (2т + 1)? са?тсаи?т—2аса?тс = (2т - 1) са?тса?и2т-—2саатс, 
но 
Ам са?тса?и?т—2с — с [са] игт-2с — ра си с = 0, 
К; т 
т. е. и 
АЖ 0). 
’ Можно надеяться, что элемент со приобретает некоторые дополнитель- 
ные свойства. Из крайне простых по идее (но довольно громоздких) вы- 
числений $ 1 следует (лемма 1. 2), что это действительно так, если 
т_>.2. Как оказывается (доказательство теоремы 1), еще одно комму- 
тирование того же рода 


ст = [со 62" 1 с] 


является здесь последним: элемент с, уже удовлетворяет тождеству 
си?те, = 0, 
т. е. [см. (2’)] совцадает с элементом С(т+1). 
Таким образом, использование своеобразного итерационного процес- 


са без особых затруднений позволяет перейти от с(›) к искомому эле- 


менту С(т,), То = =]. Более широкое применение метода итерирова- 


ния, заключающегося в разнообразных способах конструирования эле- 
ментов, сохраняющих некоторое фиксированное свойство (с постепенным 
улучшением его в нужную сторону), лежит в основе всех последующих 
рассуждений ($ 2 и 3). 

Заметим, что хотя по своему смыслу $ 1 должен занимать обособленное по- 
ложение, результаты, в нем содержащиеся, частично используются в 
конце $ 3. Там же (доказательство леммы 3.5) находит применение тео- 
рема 3, не имеющая, на первый взгляд, прямого отношения к нашей 
конструкции. Впрочем, если ставить перед собой более узкую (и совер- 
шенно не интересную с точки зрения теории групп) задачу — доказатель- 
ство основной теоремы при дополнительном ограничении на характери- 


п 
стику р>пт- [> то излишними оказываются и теорема 2 и весь $ 3. 


Для решения этой задачи достаточны результаты остальной части рабо- 
ты (более легкой и формальной) в соединении с леммой 3 работы (з). 


$ 1. Получение элементов С(ш\1) ИЗ С(») при т>.2 


Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 1. Если в энгелевом (п< р) кольце Ли Г. существует. эле- 
мент ст) 1<2т- 3 «р, то в нем найдется и элемент Стул). 

Имея в виду понятия и соображения, высказанные во введении, ут- 


8 А. И. КОСТРИКИН 


верждение теоремы 1 можно сформулировать так: в энгелевом (п «р) 
кольце Ли Г. -Е 0 без радикала (М (Г) = 0) существование элемента (‹») 
исключено. 

Обозначим для удобства с = С), т. е. 


с+0, си%е=0, Ох 2т—1. 


Очевидно, определение элемента с эквивалентно (см. тождество (*) вве- 
дения) следующему: с-0, сили....иа с = 0, 0<«<2т — 1, и; — произ- 
вольные элементы из Г. Так как 

СИл...40;...Изтб = СИ... ИЛИ. .ИзтС -Е СИл.. [4 ;].--И эт С 


сил... ]...Итс = 0 
по условию, то 
СИ1И2...Иэтб = С, 14, ИА , 
где: 1, 8...., п — любая перестановка индексов 1,..., 2т. В дальней- 
шем будут применяться также соотношения 


сри?т—1%е = у сит ис, (4) 
«< 

си?т—19с = р Висит — Че, у>0, (5) 
0<#<у 


способ получения которых столь же прост, как ивтолько что рассмот- 
ренном частном случае у = 0. Точные значения коэффициентов о; и В 
нам не понадобятся. 

Доказательство теоремы 1 носит совершенно элементарный характер. 
Простота его существенно связана с ограничением т >. 2 и обусловлена, 
в частности, тождествами: 

А = сатсат-—це = 0), (6) 
В: = са?тса?тис = 0, В» = са"юа?т-ше = 0. *, 


которые при т = 1 уже не имеют места. 
Будем обозначать 


$ == ак@ак—1. . .а2ат, а: ЕЕ, 
если 


5 — @1а5...ак—л@к-. 
Очевидно, наряду с (6), выполнены также соотношения 
А — 0, В, — 0, В» — С. (7 
ЛЕММА 1.1. 
[(Са?т+1с] и?тса?тс — са?тси?т [сазт-Нс] = 0 
при любых а, иЕГ. 


* Первое из тождеств (6) справедливо в силу того, что 


с [са] ат ис — Ее А =0, 


а последние два — в силу того, что 


2 2т 
(— 1)8са8 са*-+3] а?" —3—8 5 нк, ( ыы к К. 7:2 — 0% $ = О.Е. 
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Доказательство. Мы имеем: 
[са] ит сазте = К, —К., 
где 
К: = [са?" НЦ си2тсатте, — К», = с [са?т Ц и?т са?тс. 
В соответствии с тождеством (4) можно выполнить следующее преобра- 
зование: 


Ку = [са?" +1] с[си?т ] а?т с = [сайт] сайт [си?т ] с о [са?т+] сат-Цси?т ас = 
= о [са?" +1] са?тси?те — Эта [са?т-1 |] сат-—щшеи?т—1ас, 
Но [са?"+ | са?тс и [са?т 1] сат—1щ1с записываются в виде суммы произве- 
дений А и В., которые равны нулю [тождества (6)]. Поэтому К, =0. 
Аналогично, 
К» = воси?т [са?т-1] сате - сит са?т-+ | иса?те = 0, 


так как са?”щса?тс = 0 и са?” иса?тс = 0 [тождества (7)]. 
Проверку второго соотношения са?" си?т [са?т+щ] = 0, симметричного: 
с первым, можно опустить. 
ЛЕММА 1.2. Если со = [са?"+16] и и, о— любые элементы из [, то 
имеет место тождество 
Г. == с ит от с, = 0. (8) 
Доказательство. Очевидно, 
Т = 2си?т сатАасут с, 
так как 
со = 2са?т1е — (2т -{ 1) са?тса — (2т -+ 1) аса?тс, 
а произведения 
(со и?"е а?" с) а5?}е,, — сои?та (са? стс.) 
содержат (заключенные в круглые скобки) одночлены, ‘по лемме 1.4 


равные нулю. 


Далее, 
5 = со и? са?т+1е = — (2т -- 1) а5. {92 — 53, 


где 


2т эт, эт-1 с 2т-1 
) 


5: = са*"си*"са бе [са и тса Не. 


5 = са" си?"са 
Пользуясь тождествами (5) и (7), находим: 


5: = са" [си?"] са" Е с = Вос [си*"] а*"са*" Те-- Вуса [си?"] ата" Не — 
— Во си?" (са’" са?" те) — 2тВлси?" а (сиа”" са" Не) = 0. 
5. и %:, вообще говоря, отличны от нуля; преобразуем их с помощью 
тождеств (4) — (7): 

] 5 = са?" [си?"] са?" Не а Во с [си?"] аа ет Васа [си?"] а?"са?" Не Е 
+ В» са? [си?"] а?" пса" с — В сай? "са?"са”" Те -|- В» сази"" спа?" пса" с +- 
В си?" са" Неа" -|- Васи" Пасиа"са"" НЕ -|- 

- В си?" аси?" ат, 
Обозначив одночлен с коэффициентом В, через А;, мы видим, что 


В, = А, = 0 (см. (7): В, =0). Кроме того, А; выражается через Аз, Ва и 
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так как 
са?" [сиза" НИ са" Не — 0. 
Очевидно, 
В = аси" аЗси?а"" са?Тс, 
поскольку 


си?" азсиза?"Ц—4 [си?т 48] с —= 0, 
а из системы соотношений 
с... сва?" 8-8 [са?"4] с =0, 8=0,1 (х-=а или и) 


< определителем Д==0(2т -+- 5) получаем, что Аз и В. при р>2т +{ 5 
также записы ваются через элементы вида с...с... са*"с. 

Совершенно аналогичные рассуждения применимы и к одночлену 93 
{53 = жоси?" [са?" | сазтае + алси?т-1 [са?"-Н\] иса"Нс и т. д.). 

Снова обращаясь к тождествам леммы 1.1, находим, что 

5172т [са?тенас] = 0, 

т.е. Т=0, если р>2т |5. 

В случае р=2т - 5 произведений Аз и В. мы не будем менять, но, 
проделав с одночленом 

5 (2) = сателт [сазт] 
такие же преобразования, как и с 5, выразим Т в виде линейной ком- 
бинации элементов. 
И = с. слатса"® Неа "ус, с, 

где + =а или и, у=а или у. 

Так как п<р, то условие 2т | 5 = р означает, что 2щ-+{4А>п 

п—3 

(точнее, п =2т-- 4—8, 5 =0,1, поскольку т< ]. 


2 
Используя тождества (3), (6) и (7), получаем соотношение 


со а 


Вт спа" ей пвич-мус ...@= 


—=с... стат [сат-Не] аатус...с = И =0, 
которое завершает доказательство леммы 1.2. 
Перейдем к решению основной задачи этого параграфа. 
Пусть дан элемент с = сш), 1<2т-+ 3 р. Предполагая, что си?тс 
не для всех и из Г. равно нулю (ибо иначе было бы с = с(и41)}, мы (при 
некотором а6 Г) получим новый элемент 


бо = [са?" с] + 0, 


обладающий всеми свойствами элемента с. Но, помимо этого, для со 
выполняется тождество (8). 

Если еще со + с(шу1), то элемент [Соб2т-+1 с] + 0, во всяком случае, 
является искомым, т. е. 


Н = [Со ве] ит [о ие == (0). 
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В самом деле, имея в виду лемму 1.1, получим: 
Н = 2 [сое] ить "Не, — (т - 1) (6 "Не ] ить". 
Но из тождества (8) следует: 
В С] = об и ес" НО: 
Поэтому 
[Со фату рт 


2т эт-Е1 
с" о = ав Бе 


[см. (6) и (8)]. Из системы соотношений: 


Со = Ч, 01 


эт 
Со] й о = бой [Со 


во В еб" 


< определителем 


нее 


сои" е о" ть, ет ртс, = 0. (9) 


Таким образом, 


находим: 


о и о с =. 


Далее, тождество [см. (6), (8) и (9)] 
(т + 1) {2 6" Нери тео "с, — (2т -{ 1) со 6?" ео Бис, 6?"е} = 
= обр” 6" еь = — ое” ев" с. бт, == 0 
показывает, что элемент 
[Со бт] те те, = [со 6” Не] Бить 62" с, = 
= 2. "Норы" 62", — (2т + 1) соб" соби "с, 62", 


также равен нулю. 
Теорема 1 доказана. 


8$ 2. Элементы второго порядка в энгелевых кольцах Ли 


Будем говорить, что а6 Г, имеет порядок # > 1, если а®-1 Е 0, а^ = 0. 

В соответствии с принятой ранее терминологией любой элемент вто- 
`рого порядка может быть взят в качестве элемента с). 

ТЕОРЕМА 2. В произвольном кольце Ли Г, с п-м условием Энгеля и 
характеристикой рп (или р = 0) существует элемент второго порядка. 

Доказательство. По определению, и” =0 для всех и Г. Пусть 
5" = 0, 4< т.п. Докажем, что [из"-Цт-1 = 0. 

Действительно, 

Гота Ув... ичиимил». ‚т, 
Если бы какое-то и, 2<&<т— 1, было равно нулю, то, очевидно, 


в произведение 
Т=еи... и... от 


этой суммы входила бы комбинация вида 


ТАИТЬ! или от ЦутЩШф1, 
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Но 


= й [т 
[932т] = У {—1) .) от = 0, (10) 
1 ь 
так как 9" =0. В частности, 

ут? [иот] = — тот—1щатб-1 = 0, 


откуда следует, что Т = 0. 

Далее, с помощью тождества (10) все встречающиеся произведения 
лт-— выражаются через одночлены 9*и5т—, &_>.2. Начиная подобные 
преобразования с индекса и, затем с &и„_: ит. д., мы придем, в конце 
концов, к единственно возможному элементу 

[пот—1 а — аот-1 (пот) т Е (14) 


Рассмотрим тождества: 


т 
эт-3 [ит] = | эт—цут— — тот ат = 0, 


— т 
{— о 1 [99т] ут3 — тт—иит-2 рек ( ри реа 0. 


Определитель системы 


[а 
а } ЕЕ 
и (7) 


если т<«п или т=п<«рр—1. Поэтому эт-нит- —=0, чтотв силу 
равенства (11), приводит к нужному соотношению. 
Пусть т=п=р— 1. Используя тождество (40): 
т [ит ит] = () 
и то обстоятельство, что р нечетно, получаем: 
от [Дот] эт — ттт 0 
Следовательно, 


тит иут—2 — — от—щпот—Зиут1 == 0, 
т.е. и в этом случае 
[пот ЕР. = 0. 


Начиная с т=п и применяя описанный метод спуска, мы после 
конечного числа шагов придем к элементу 6 третьего порядка. Переход 
от В к са) уже не так прост и требует привлечения дополнительных 
соображений. 

Найдем сначала соотношения, вытекающие непосредственно из опре- 
деления элемента 6: 62-0, 63 =0. 

Прежле всего : 


[163] = 3626 — ЗьиБ? = 0, 
т: 


ви? — Би (12) 


62? — 0. (1 3) 
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Заменяя в (13) и на [52], получаем: 


} Би? — ви??? —= 0. (14) 

С помощью тождеств (12) — (14) легко проверить, что 
[#262]? = 5226, (15) 
[и [6%] 62]? = 62 [6би?]? 62 = 62и?6?и?6?. (16) 


Рассмотрим вспомогательный элемент 
8т = 8 (#) = Ш [6и]"б*], т>0, 
и некоторые тождества, связанные с ним. Прежде всего докажем, что 
(ви (и))* = 6? (и2б?)т-. (17) 
Действительно, для т = 0,1 тождество (17) совпадает с (15) и (16). 
Используем индукцию относительно т. Очевидно, 
[6%] 6? = — 6? [би] 
{см. (12)], так что 
ви = (— 1)” [ибифи 6? [ви] 2] = (— 1)" [иф2и26? [би] 
{тождество Якоби!). Но из тождества (14) следует: 
62и26? [Би] = — [Би] 6?и?6>, 
поэтому 
Вт = Вии] = [и би" би] = [и [фи [96°] 
{см. (15)]. Так как [и6?]3 =0 [см. (13) и (15)], то, заменяя в (15) и на 
[и [Би|" ?] ир—на [и6?], получаем: 
В = [об] (и бт [ив = 
= 6226? [и [би] и? = Зи? [и [Би] 6]? = 
= 62282 и? = 67? (и262)" 1126 = 2 (и?) т, 
Тождество (17) доказано. 
Очевидно, 
виа (и) = (—1)"_* [62 фи" 1] = (— 1)" [6 би] = 0. 
Таким образом, из тождества (17) следует, что 
6? (25?) =0, 1<Е<п, иЕГ, (18) 


для любого элемента 6 третьего порядка. Если & =1, то нашу задачу 
решают тождества (15) и (18), так какв этом случае [а6?]? = 0. При > 1 
имеет место, конечно, равенство &2, = 0 (т> 1 — 1), но может случиться, что 
также р„ = 0, и прямого следствия, нам необходимого, не получается. Ока- 
зывается, однако, что существует элемент 6, третьего порядка (очень 
просто связанный с 6), для которого тождество (18) выполнено с пока- 
р 

зателем $ = |5. | 

2 2\3 

9, (и %)-=0. 


Так как у нас элемент 6 произвольный, то, применяя к 6% те же самые 
‚ рассуждения, мы придем к элементу третьего порядка с соответствую- 
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щим показателем [= в тождестве (18) и т. д., пока, наконец, не по- 
лучится элемент с { = 1. Доказательство теоремы тем самым будет завершено. 
Итак, пусть для некоторого {61 2„ (1) +0, но 8„..()) =0. 
Положим а = [/[5/|"]. Нетрудно проверить, что [4646] = 0. В самом. 
деле, 


рав] = [ви (ав = У БУ" = 
= ИЛ”? [76] .. 1 + УЛ" 692 ...] = 
м 


Здесь мы использовали соотношения между и, бт: И т.» ОДНО Из 
которых ([3„ [10] = 8„..) является простым следствием тождества (12), 
а второе (8„/?6?] = 3„..) получено в ходе доказательства тождества (17). 
Таким образом, 
и = [а6?аб] = 6?а?6 -- 6а?6? -- 2абаб? -- 26?афа — 4Бафаб = 0. 
Отсюда при помощи равенств (12) — (14) последовательно получаем: 
ть = 6?а26? — 26?абаб = 0, 
раб? = 62а??аб -|- 26а6?а?6? — Афафааб? = Б?а?6?аь = 0, 
ойб? —= БЗа?бзиь -- 26аб?ай5? — Аб?афабиь = 2аб?ай? — Б?а?б?АЬ = 0. 
Наконец, 
Башйб? = 62а? раб? = 0. (19) 
Аналогично, 
Бай 62а? Ь? = 0. (20) 
Положив 65, = [а6?] = $„ (7) == 0, рассмотрим одночлен И: 
Н=В (1262)* = Баз? (1230262), 5 = [>] 
(показатель & взят из тождества (18)). 
Обозначим 
и=й а, Х-0, 6=2$541—. 
По условию, 
(баз) < (в | а)6 = Ньь + ХНуьа Е МНЕ ИНЬ... =0. 


Здесь Нь — однородная составляющая степени К относительно а и сте- 
пени 45 --2— относительно й. Очевидно, Н» =0 [тождество (18)] и 
Н»з-+› = Н. В самом деле любое расположение 25 элементов Ав Н ово, ОТЛИЧ- 
ное от их расположения в Н, приведет к тому, что обязательно встре- 
тится произведение 624262146? (или 6?ай6?а??), равное, в соответствии с 
(19) [и (20)], нулю. По той же причине все однородные составляющие 
Нь, >25 |2, суть тождественные нули. 
Таким образом, имеем соотношение: 


На зы ХИ а 28—58) И 1. ^2(8—8)1 о 
при любом = 0. 

Очевидно, всегда выполнено неравенство 2 ($—5) +1<р— 2, так как 
1<п<рр—1. Придавая Х значения 1,2,...,2 (5+1 — 5), мы получим 
линеиную систему с определителем Вандермонда, из которой следует, 
что Н =0, или 
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Теорема 2 доказана. 

Таким образом, множество $ элементов второго порядка в энгелевом 
(п<р) кольце Ли Г непусто. Следующий факт, который мы хотим уста- 
новить (и который нам пригодится в дальнейшем), заключается в утверж- 
дении, что кольцо Ли с образующими из $ локально нильпотентно. 
То обстоятельство, что это кольцо вложено в Г,, является несущест- 
венным и при доказательстве не используется. 

ТЕОРЕМА 3. Энгелево (п< р) кольцо „Ли 9% = {2 21,..., %а} с обра- 
зующими второго порядка (12 = 0, г=0,1,..., 4) нильпотентно. 

Доказательство. Рассуждая по индукции относительно числа 
образующих, будем считать, что нильпотентвость кольца 9% = {21,...2а} 
уже доказана. В качестве базисных коммутаторов кольца 5 выберем 
правонормированные произведения ]1, }»,..., о, где р — некоторое зави- 
сящее от @ число. Если а? =0, 6? == 0, то и [а6]? =0. Поэтому выпол- 
нены соотношения 


Ё=0, ны: 


Предположим, что 9% — регулярное (т. е. ненильпотентное) кольцо Ли и 
М (3% =0. Ход доказательства теоремы подсказывается результатами $ 1: 
нам достаточно найти в 9% элемент со), т. е. такой элемент второго. 
порядка, который удовлетворяет еще дополнительному тождеству 


С(оуи с») = 0. 
Это просто сделать, если установить существование в 9 произведений 
с = [@.а1а›аза] 0 (46%; @=0,#=1,2, 3,4), (21) 
инвариантных относительно любой перестановки элементов а, #0: 
с = [4044,@4, 1,44]. 

Чтобы убедиться в этом, воспользуемся некоторыми вспомогатель- 
выми соотношениями. 

Так как а? = а,иа, =0, то [сиа:] = [ааа а, иа:] = 0, т. е. 

сад = спа: -- ис = 0. 

Поэтому 

си?аназак = с [ази?] зак + 2виалиазак = — а; [али*] сак 2аниаисак = 0. 


Аналогично, 
аазаки?с = 0. 


Точно так же проверяются тождества: 
си?ааазака =0, акиваалс = ею 20). 
Рассмотрим одночлен си?су?с. Запишем его в виде суммы 
си?с9?с = р Е си?ааацацаи “с. 
Легко видеть, что каждое слагаемое содержит произведение одного 
из рассмотренных выше типов. Поэтому си?су?с = 0. Кроме того, 


с? = с [а а1аз] @з аз = — аз [ао @12] С@4 = 0. 
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Отсюда и из леммы 3.2 следует, что в 9% существует элемент с). Для 
того чтобы проведенное здесь доказательство не зависело от результа» 
тов $ 3, нужно ссылку на лемму 3.2 заменить следующим дополнитель- 
ным рассуждением. Пусть си?с + 0 (т. е. с с(2));. тогда для некоторого 
БЕЗ [с6зс] = 0, причем можно считать, что 
= р в 9: 
Последнее замечание вытекает из того факта, что любой элемент и 
допускает представление 
и=и, Ри... и, Ш=О. 

Далее, не составляет большого труда проверить справедливость со- 

отношения 
[сз] а” [се] = 0 

Мы на этом останавливаться не будем. Таким образом, оставляя в силе 
предположение о регулярности кольца 7%, нужно считать одновременно, 
‘что в 9} нет элементов вида (21). 

Пусть теперь со 69% есть произвольный элемент второго порядка, 
перестановочный со всеми базисными коммутаторами /: из №: 

[со = 0 

{в качестве со можно, например, взять центральный элемент кольца №). 

Главный идеал % = {со} = 0 будет регулярным, так как М (9%) = 0. 
В частности, [с.2] = 0. Множество элементов вида 


[соо]. .. Ра] =Е 0 
является конечным, так как вместе с 9% нильпотентным является и 


обертывающее кольцо % 5, [см. теорему 2 работы (?)]. 
Рассмотрим произведение 


й = [ото - Л, 
с максимальным индексом $ (их может быть несколько, но мы берем 
одно). Из этого условия, в частности, следует, что 


[#2] =0, #>0. 
Если й не инвариантно относительно каких-либо перестановок.элементов 
/„....) ТО отличными от нуля будут произведения типа 


[со 2о а. ыы Л, . .]. 
'К этим произведениям применяем аналогичные рассуждения до тех пор, 
пока не получится элемент 


С1 = [Со Хо а14>. . .@т] = 0, 
допускающий любую перестановку а; между собой (очевидно, т < $). 
Все а, суть произведения типа }, [4/; [/«/И], | и т. д., поэтому 
а —=0, у 
Кроме того, имеет место условие 
ЕТО а 


так как всегда можно вернуться к первоначальной записи, представив 
1 В виде суммы 


63 —= и [соо]. . - Гм, 
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Е Е 


‘где каждое слагаемое получено перестановкой ]; в Ё и поэтому обладает 
исходным свойством максимальности индекса 5. Далее, [с1хо] = 0, в силу 


регулярности идеала $, — = {с1}. Отсюда следует, что т>.2. Отсутствие 


‚ же в 9% элементов вида (21) приводит к точному равенству т=2, по- 


скольку 
с1 = — [40 Со @1...@т] и [сай =0, 
в соответствии с выбором су. 
Итак, 


с1 = [со Фо а1а>] + 0. 
Из с, точно таким же образом получим элемент 
с» = [Со2о@1а» 76163] = 0, [с] =0, #>0. 
Разумеется, этот процесс можно продолжить неограниченно. Заменяя 
каждый из элементов аз, 6:,...Е69., суммой базисных коммутаторов }, 
мы найдем в результате произведение 
И То]... 1.20] о 
с произвольно большим индексом т. Так как 
[5061652] = [а [2о616.] хо], 
то 
Из = [Со 12... Ут], 
где У; = [520] и.|. Число различных у;, очевидно, не превосходит р (р — 1). 
По предположению, кольцо Ли характеристики р, удовлетворяющее 
{п —1)-му условию Энгеля, локально нильпотентно. В частности, 


К: ЗЕ 
У1У2- .-Ут = Хит ы 
1 


где 2; и ш; — элементы кольца Ли с образующими 
[Фо] ов], %, В и -- В. 


Здесь мы использовали то обстоятельство, что 


ип-ю = У шир ит | рипШ— = 
0<1<п—2 
и [#5] 
= о о нии + 1 
п — 


[см. тождество (3)]. ра у: обладают тем свойством, что 
[25] = 0, поэтому также [12:2] = 0. 
Следовательно, 


прутья Зе Змеи, 0 


1=0 


или и. = 0. Полученное противоречие доказывает теорему. 


$ 3. Доказательство существования элемента Со) 


В предыдущем параграфе был найден элемент с) =с в любом энге- 
левом (п < р) кольше Ли Г. Переход от с(1) к с»), к осуществлению ко- 
торого мы сейчас приступаем, содержит в себе основную трудность ра- 
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боты. Идея конструирования элементов методом итераций, высказанная 
во введении, реализуется здесь далеко не в столь формальном плане, 
как это было в $ 1. 

ТЕОРЕМА 4. В кольце Ли Г характеристики р)>5, Удовлетворяю- 
щем п-му условию Энгеля, где п< р (п — любое, если р = 0), существует 
элемент, С(о). 

Доказательство теоремы 4 распадается естественным образом на ряд 
самостоятельных предложений, высказанных в виде лемм. В некоторых 
случаях оказывается полезным применение оператора линеаризации (или 
некоммутативного дифференцирования) ©. По определению [см., напри- 


мер, ({)], если ](2, у, 2,...) — элемент из Г или Э, степени т<р 
относительно 1, то 
® В 
1 (али: +... Е ии, У, 2,...) = р ит... бу," о ли 
|... .,=т Е 
$,Х—>и,. 
© 1(2, у, 2,...) =0, если { (5, У, 2,...) = 0, тождественно относитель- 
5—5 


но х. Заимствуем из$ 1 способ обозначений симметричных элементов: 


) == ах @к—1. .. @5 ат, 
если 
ь) — а1а>. .. @ак—1@к, 24 Е И 


Допустим, что сис =0 для всех и@Г. Тогда с = с.) и доказывать 
нечего. Мы увидим, что элемент со) существует и в том случае, если 
выполнено более слабое соотношение: 


2^772 2 мя 
сийси?с. .. си? с = 0, 


где т — некоторое конечное число, а и; — произвольные элементы из /[.. 
Этому вопросу посвящены первые две леммы. 

ЛЕММА 3.4. Пусть С = С° == Сб% = сс =0. Тогда сё =0, гбе с: = 
= [соа?с], ав Г. Если, кроме того, [сои?съ?с] = 0 при любых и, Е Г, то 


Г == 6186109, = 0. 
Доказательство. Мы имеем: 
сисо-Ё соис = 0, (22) 
так как [исс] = 0. Поэтому 


сасо [со@3] с — (сас) [соа3] со = 0, 


сасо [соа?] с = Зсасоа?сьас = 0. 
Отсюда сразу вытекает нужное нам тождество: 
С = [6,426] = — с [соа?]? с = — 4сасоасоас = 0. 
Пусть теперь [со и?со?с] = 0. Тогда [исоисо?с] = 0 и [10 [с,?с] ис] = 0, т. е. 


И (23) 
и, соответственно, 


ЯН 0). (24) | 


О ПРОБЛЕМЕ БЕРНСАЙДА 19 


Воспользуемся тождеством: 
[С1и2С] = с1и?е — си?с: = 0. (25) 
Очевидно, 
Т = с1и? [соа?] со?с, — сли?с [съа?] 9?су. 


Оба слагаемых в правой части равны нулю. Докажем это, например, для 
первого из них. 
Принимая во внимание тождества (22) — (25), получаем: 
5 = с1и? [са?] су?с: = сли? [съа?] с1?с = 5. + 25. — 93 - 284, 

где 

$51 = с1и2са?со@? сос, ° 5. = сли? са сасае?с, 

9: —= оса са? ее 5, = ооасаса со". 
Обозначим 

5 = (ис, [соа4] сое? с, 5% = си?с1асоасоа0%, 5, = си?сасоасе?с. 
'`Заменяя в тождестве (22) и на [с,а“], ваходим: 
с [соа^] с, — Асъа3сьас -- бсъа?с,ас = 0, 
‘что вместе с (23) и (25) приводит к соотношению 
6.5, == — т: 

Далее, 5, = — 65, и 54 = сли?асоасасьо?с = 0 [см. (23)], так как 


с, 12а] со = Зс,а?сасу — Зсаса?с, = 0. 


‘Аналогично, используя (22), (23), (25) и тождество 


су [са*] со = бсоаса?сь -- Асасьа3с, -- Асоазсьас = 0, 


‚получим: 
35; = —25.. 
„Легко проверить, что 5. =5,=5,=0 
Лемма доказана. 
ЛЕММА 3.2. Пусть 
си?си?с. . си? с = 0 (26) 


при любых щЕГ и некотором конечном т_> 2. Тогда в [. существует эле- 


‚мент С(). 
Доказательство. Если индекс т в тождестве (26) является 


‘минимальным и 
—ы 2 
с: = [саЗса?с. .. са? _ с] ==! 0 
при некоторых элементах а1, а2,...,@т—1 из Г, то 
с? = те ег= 0. 
Первое из этих соотношений легко доказывается индукциеи по т. Для 
т = 2, когда с! = [са3с], оно уже было проверено ранее (см. введение). 
Пусть установлено, что с = 0, где 
_ 362 2 
со = [сазса,с. . . са с]. 
Тогда мы будем находиться в условиях леммы 9.1 
—— 2 
с1 = [в 96] 


и, очевидно, 
СЕ @бь == 0. 
9 
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В Е ЕЕ 


Поэтому 
с? = 0. 


При т>2 из этой же леммы следует и второе соотношение, потому что 
2.752 = 
[С0и2с9?с] = 0 


{тождество (26)]. Случай т =2, к которому вышеизложенное рассужде- 
ние позволяет всегда свести дело, рассмотрим особо. 
Итак, пусть 


се 0, с =сиеле-=0, и, о @2^ 
В соответствии с определением элемента с, 


Я ==, 


си?сл8 [с1б] хг8е =0, 6 = 0,1; 
следовательно, имеют место тождества: 
с2слЗс — с23612с — =0, 
сизсаЗсжае = си?слАсйе == © 
(созслзсияе == саежеийе == 0), 
которыми мы будем пользоваться в дальнейшем. 
Г. Обозначим Е 
А; = са?сизаса*, Аз = саисоа*са?с, 
В; = саи?са3са*, В. = са?иса?иса?с, Вз = саисаЗиса“с. 
В. ==сазсаи?вайе, и Вы ей‘са?о са", `В. = се. 
Из тождеств 
с [са3е] оса?о= ЗА = ЗА, = 0,  сацсо[са с = 6. —=0 
следует, что А, = А. =0. Поэтому а ии в одночленах В; и В, 
считать коммутирующими между собой. Например, 


можно 


В. = саиса?иаса?с = саиспайса?с 
В боь 


Найдем соотношения между В;, используя свойства элемента с: 


© сие =Ву 5 9В ЗВ 0, 
2х=>и 
4х>4а 


Юге са еалскы 8 Ву чы6В, -=0' 
2х—>и 
4х>а 


си [са^и] са?с = 4В, - 6В, —4В, = 0, 
[саси?с] азс = ЗВ, — ЗВ. -- 2В: =0. 


Очевидно, к этим четырем соотношениям вида 


и и — 
Ув: Е УВВ, = 0 
можно добавить еще четыре, симметричных к ним: 


УВ; аЕ УВВ; ==. 


В результате получаем: 


28: = 28, + ЗВ, В. =— В, —ЗВ,, 
Е ЗВь = — АВ: == 6В., АВ — — 68, —ЭВ,, 


В: = 5, 1, и. 5, 6, [саЗе] и? [саЗс] = Яо Ва. 
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П. Если с? = си?се = 0, то элемент с; = [са] удовлетворяет тожде- 
ствам 
С° = Саи? с10?С, = сли?слоЗсли?с, = 0. 


`Действительно, 
2 2 1 
слил? с: = — 12В102с, = — 12с. . . са?са?сь? [сазс] = 36-с.. . сазА; = 0. 
Далее, 
си соси? с: = «В, (и) 9зВ (1) = с...с... са?су3сае...с...с=0, 


ак как 
[с93са?с] = [с03с] а?с — са? [су3зс] = 0 
и, следовательно, 
Аса?соЗса?с = 2са? [съ3с] ас = 2са?са? [с3с] = 
— — бса?са?0сь?с = — с [са] осё?с = 0. 
Ш. Пусть 
СССР" — си?саен?е = © с: = [6436, 
Тогда 
©2103, = 0 
(а, и, 9, #1 — любые элементы из [.). В самом деле, рассмотрим одночлены: 
Е: = са?са3сь3ЗсаЗс, Е, = саса3сЗаса?с, 
ЕР. = са?са3су?аста*е, — Е = са?саЗса?а?съас, 
ЕР = са?сазсоа?са?ас, Е’ = са?сазста3 сос. 
Очевидно, сиав Ё; коммутируют между собой, так как 
са?сазс = саЗса?с, 


С» 


сн?сисос =, 
По той же причине элементы вида са?са*си*су« будут равны нулю 
(саз [саг] а\—8сиЗсу?е = 0, 5 = 0,1). 
Используя это замечание, из тождеств 
са?саЗс [сз3а?] ас = — Е; {+ 2Е, — 6Ез + ЗЕ — ЗЕь = 0, 
5 са?сазсл3са3с = Е: - 9Е. + ЭЕ, = 0, 


3х—>5 
з3х>а 
Ю са?саЗсайсл?е = АЕ. | 12Е4. + 4Ё, = 0, 
0 
са?с [саб] о?сгас = — 10Ё = 0, 
са?с [са] осё?ас = — 10ЁР, = 0, 
са?с [саб] аосэ?с = —10Ё, =0 


находим, что Ё, = Ё. = 0. Следовательно, 
с1и?с103с, = — 12ВиЗе, = — 12 (2си?аЁ; — Зси?аЁ») =0. 


Исходя из всего предшествующего, можно легко получить элемент с‹>.. 


Действительно, в самом начале доказательства леммы был указан ме- 


тод построения элемента, для которого тождество (26) выполнялось бы 


при т = 2 (обозначим его снова через 2): 


6? = си?с9%е = 0. 


22 А. И. КОСТРИКИН 


При помощи пп. [—П1 можно установить, что 


ео = Со и°с0всо —= 0, % —- В< 3), 


где со = [[са3с ]63 [са3с]], а, 6, и, › — любые элементы из Г. Применяя К с 
соотношения (27), находим, что 

[со&Зсо] а? [совсо] = 0, 
так как В, =0. 

Лемма доказана. 

В дальнейшем найдут широкое применение различные частные ре-_ 
зультаты, не стоящие, однако, в непосредственной связи с основными 
пунктами конструкции элемента с2). Все они, объединенные сходством 
доказательств, содержатся в нижеследующем предложении. 

ЛЕММА 3. 3. Пусть су = [йс1] = 0, где с? = 5, а для й выполнено одно 
из следующих условий: 

В: = 0, 

2) й = [с1а?], 

3) № = [ас], © = [ес] =0, ЕЁ. 

Если [сои?слитс:| =0 для всех а, и; ® из Г, то элемент с) в Г су- 
ществует. 

Доказательство. Как легко видеть, во всех трех случаях (раз- 
личающихся формой элемента й) имеют место соотношения: 
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0 — Сост = С1Со = со ис -|- сли Со == 0. 


Предположим сначала, что [с,и?с.] = 0 (усилив тем самым условие лем-_ 
мы). В качестве следствия получаются тождества 
СойСт = С1И65 = С0И26С1 — с1ис5 = 0. 
2 = 0. Так мак 26-60 0 
Со Ибо 9265 — со И? С: 926, — Со И? Су = Со? (йо) 51 — сли? (сой) 92, = 0 


и, следовательно, применима лемма 3.2. 
2’) 1 = [с1а3]. Здесь никакого нового высказывания нё содержится, 
потому что тождества [со и?с:|] =0 и с1и2с10%с, =0 эквивалентны, в силу 
произвольности элемента а. 
3°) # = [ас3]. Из условия [йс1и?с:| = 0 получаем тождество с1сои?с: = 0 


ых 


а так как соис: = 0, то с1ос»ис, =0. В частности, слисьис, = 0, поэтому 
О = © 
Используя соотношения 
Сой?с1сз = сли? (собз) =`0, 


2со и?слас» = 2ели?сьас» = — сли? с»аслас» = — сли? сза?сс», 
находим: 
2с0и2со = 2 (сои?ас1с» — сои?сас: - сои?с1соа — 
— сои? с1ас›) = 2сои?асле» -- сли?соа? сс — 2сои?соаст. 


Таким образом, 


2сои?со?сь = Зезиаслсоо? со -- сли? са? сео, — 
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— 2сои?сьас10?со = 2сои?а (сосо) с, -- 


+ сли?соа? (сосо) 521 — 2сои?сьасоу? с, = 2съи?сьаслась? с, = 0. 


Пуществование с(2) вытекает из леммы 3.2. 
Пусть теперь с = [соб?с:] + 0, но [сои?слиос:] = 0. Согласно первому 
утверждению леммы 3.1, с? =0. Чтобы можно было воспользоваться 


второй частью леммы 3.1, а затем — леммой 3.2, достаточно доказать 
тождество 


[сои?слизс ... сли? с] = 0 
пля некоторого т _>.2. Очевидно, 
[сои? сс] = [соФ?сли?с:], 
так как 
© [сои?слиос! | = [Исли?с?с,] + 2 [йслиоелиос,] = 0, 


и\—9 
с [С1и29?] с1 == с1и2с102с: -Е с1о?сли?с, + Аслиослиос, = 0. 


Пусть уже известно, что элемент 
= [Исли2с1. . + С1и2 с] 
симметричен относительно и, из,...,Ит при некотором т > 2, т. е. 
= 2 2 
О == [Истио ст. В си Си. 
Докажем это и для т 1. 
Обозначив для удобства 
7 — [Ясти?с1. .. ва, Ит-—14 =4, Ит=уУ, Ит = 
и используя равенства 
ке 2 
слу с122с1 = с12261 ус: -- 21 [с1У?2] 21, [Дела с1у?с1] = [7с1У?с12 1], 
последовательно получим: 
[1с127с1у?с12?с1 | — [7122 с12с1 ус] = 
= 2 [161221 [с1у?22] 2с1] = 2 [Дс1 [172] 26122с1] = 
2 рае 
= [1с1с122с127с,] — [[с122с1 Уса? са] = 0. 
Но это и означает, что все одночлены и? в элементе 
[йЯслилсл. ь 12 си] 


при любом конечном т перестановочны» 


Далее, 
[Ясли?с1. . . с1и2 ст] = [Йй [с1и?] [сли] ... [с1и2,] с], 
а та“ как 
бели? сли? са = с [сли] с1 = 0, 
то 
а — 
[Исти? сли? с1. а сли} с1] — 


Е 
п! [Исли?слиз са... слил] = > 
ПИ 


= У иен сы] . ей ей] = [8 бы + ей 4 +, Е енто =0. 
Е 


21,. 
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Следовательно, существует т < п такое, что 
[Ясли сист. . . сли. си] = 0. 
Лемма доказана. 
Согласно теореме 3, сиси... с: = О (о— некоторое число), если с: 
взяты из произвольного конечного множества элементов второго поряд- 


ка в /.. 
Не менее важной для нас стороной связи между всеми элементами 
кольца Г, и содержащимися в нем элементами второго порядка является 


следующий факт. 
ЛЕММА 3.4. "сли с = са) и при любых и, ® из Г. выполнено соот- 


ношение 


[сиЗс] - [соЗс] = 0, (28) 
то элемент с) в Ё, существует. 


Доказательство. В самом деле, если с = со), то со =[йс] +0, где 
№ = [са3], а — некоторый элемент из Г. Но, по условию, 


[2 [са3с] [сис] = 0 
для всех а, и, 6 Г. Следовательно, 
[сои?сиос] = 0. 


Используя предыдущую лемму, получаем нужное утверждение. 

Далее все рассуждение ведется от противного. Допустим, что в Ё, 
нет элемента с). Тогда, очевидно, тождество (28) неверно и имеет 
место альтернативное утверждение, суть которого сводится к тому, 
что в кольце Ли Г существуют два элемента с;, с», удовлетворяющих 
условиям: 


16а 0, се = [сле] = 0. (29) 


То обстоятельство, что с: и с» можно взять в форме [сазс] соответственно 
[сазс], является пока несущественным, но в конце доказательства мы 


им еще воспользуемся. Поставим задачей улучшить свойства элементов 
с1 И с в такой мере, чтобы к условиям (29) добавились тождества 


Са етеа — ЕО 


Нижеследующая лемма делает в этом направлении первый и, как 
станет ясно, самый важный шаг. 

ЛЕММА 3.5. Если в энгелевом (п< р) кольце Ли Г, отсутствует 
элемент с(2), то в этом кольце можно найти пару элементов су, сз, 
удовлетворяющих условиям: 


С165 Е 0, с = = Е [162] == НС — 622 Ст6а == 0. (30) 


Доказательство. Т. Пусть су, с», .. . , Ст (т >. 3) — любая конеч- 
ная последовательность элементов второго порядка, возможно, с повто- 
рениями. Если элемент с = [с1с2...сиш| таков, что [сс;] = 0, 1 < <т, и 
ссь = сс: = 0, где Ки [ — два фиксированных индекса (Е -Е 1), меньших, 
чем т, то с =0. 

В самом деле, элемент су = [с1с2-..Ст—1] записывается в виде суммы 
произведений А = с;.. - Са .бЕбу- - -@рбь -. Ш ВЕ... -бь..:. 
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Очевидно, 
ссо = Сос — 0. 
Далее, так как 
СС... СС = Сл... Сусс = 0 


и 
сись - скис = 0, 
то 
с [ис . с] Сис... сис = 0, 
или 
И я У: 2 - СЫ а бу бЕСие 62: == 0, 
где г«$. Замечая, что сисис;:. Сис = 0, индукцией по $ получаем 
тождество * 
СИСн ..- Са,бкСу . › Суб == 0. 


В силу равноправия индексов А и [, можно утверждать, что сиА =0 и 
‘сиВ = 0. Следовательно, сису = соис = 0, т. е. 


Герсон? ср ——= 6 Н?6%] = ©. 


Лемма 3.3, в формулировке которой следует положить й = сш, обес- 
печивает существование элемента с(2), если [стбо] += 0. Принимая во вни- 
‘мание условие доказываемой леммы, остается принять единственно воз- 
можный вариант с = 0. 

П. Если ссо = 0, где с = [сос1с2] и с? = с2 = [с165] = 0, то с = 0. 

Действительно, [сис:] = [сосослис:| = 0, т. е. сс, =0, поэтому непо- 
‘средственно применимо утверждение п. 1. 

Ш. Пусть со, с1, с› — произвольные элементы второго порядка. Если 
с И Сс = [с0с1с›] удовлетворяют условиям (29) (т. е. сос = 0), но не удов- 
‚летворяют условиям (30), то [сослс» [соа3со]] = 0 для некоторого а6 Г. 

В самом деле, предположив обратное, получаем тождество 


[сови?сь [сослс»] | = 0, 
или 
Сой?СослСасо = 0. 


Но в таком случае, очевидно, 
сони ем веса = 0, в=1,2. 
Кроме того, из соотношений: 
Соб И? сос Саво — СослисойсоС1С2бо = Соб1 [28] исослС2бо = Со [с2и] иСлСос1сэбо = 0, 
СосИсзисСоС1СоСо == Собли?саСосаСасо - Собаи [с2и] соб1С2Со = Сой [62и] слСоСаеаСо = 0 


вытекает, что 
Соб1е5 26 СаваСо == 0. 

Следовательно, 
[СоблС»] И?соссасо = 0, 


\ это есть противоречие, так как одновременное выполнение тождеств 
1002.6 = 0 и си?с,с =0 по условию исключено. 
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ТУ. Если утверждение леммы неверно, то всегда можно найти три 
элемента второго порядка со, с1, с» таких, что 


[Сос1с2] += 0,  [с1с»] = 0. 
Будем исходить из пары с1, с»› © условиями (29). Рассмотрим отдель- 
но два случая. 
а) В Г нет элементов с условиями (29), для которых выполнялось 
бы также хотя бы одно из дополнительных тождеств (30). 
В частности, [с2а3сос 0, а отсюда, согласно лемме 3.3 (роль Ё 
1 
играет [с›а3с»]), вытекает, что 
[с»аЗсос1} [с163с1]] = — 3 [сза3сэс: Фс16?с1] + 0 
для некоторых а, 6, ДЕ Г. 
Следовательно, 
сл [сос [с163с1]] = 0.. 
По условию, это означает, что также 
[сли?с; [сз аЗсз] [с16Зс1]] = 0, 
О: 


[соаЗса [с163с1] [с183с1] = 0. 
6) Пусть | 


[С1С2] == с2 = сё = сли?сас, = 0,  [с» а3 с» с1] + 0. 
Как и в предшествующем случае, 
сл [сэаЗс» [с163с1]] == са [сза?сз] [с163с1] = Зслсь [сза3] 616: = 0. 
Но 


сти?са [сэа3с» [с163с1]] = 3 (сли? слез) [сза3] бс162е, = 0. 
Поэтому 


[с16Зс1] и?с, [сзаЗс» [с103с1]] = 0, 
так как иначе было бы также 
[(с›а3сз] [с163с1]] ис: [сзаЗс» [с163с:]] = [с16Зс1] и? [сэаЗсь] су [сза3с» [с163с1]] = 0, 
что противоречит принятому допущению. 
В результате получаем: 
[сэаЗсасл [с16Зс1 83 [с16Зс1]]] + 0. 
После соответствующих изменений в обозначениях приходим к сформу- 
лированному в п. ТУ утверждению. 
У. Если лемма неверна, то найдутся элементы со, сл, с», сз, удовле- 
творяющие соотношениям 
= = = © = [162] = [с1с3] = 0 (31) 
и такие, что [сослСоСзсо] Е 0. 


Допустим, что это не так, т. е. что [сос1С»сзсо] =0, если выполнены 
соотношения (31). 


Возьмем элемент [сос1с»] = 0 ([с1с>] =0), существование которого до- 
казано в п. ТУ. Из пи. Пи Ш следует, что для некоторого а в Ё 


[Со Слбз [Со 9со +0. 
В дальнейшем будем обозначать с= (1, если сс = [сс] =0, и с= С1,2, 
если [сс1] = [сс›] =0. Когда возникнет необходимость рассматривать не- 
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м 


сколько элементов типа с;, снабдим их дополнительными значками в 


п 0 
<, 12 И 51 


Итак, имеем 
ет = [СоС16о] = 0, [с1с›] = 0. 
Очевидно, е!со =0, поэтому, согласно п. Т, е,с, -- 0. Так как 
е1 = — [с1бо [сс] |, 
то из п. Ш следует, что 
[е1 [с1а8с1]] 0. 
Таким образом, 
ез — [СоС1СэСоса] + 0. 
Исходя из соотношения е›с: = 0, можно считать, что е›со +0, ибо иначе 
действует утверждение п. Г. Поскольку 


ез = — [С2 [Собл] [Сос1]], 
то, снова применяя утверждение п. Ш, приходим к неравенству 
[ез [сза3с»]] Е 0, 
или 
ез = [СоС1СэСоС1С2] =- 0. 


Заметим, что ез допускает также следующую запись: 


ез = [Соблс [Соб1б»]] = — [оСаб» [Соб162] |, 
причем 
[251] == [сэ [Сос1с2]] = [сз [собл С] ] = 0. 
Поэтому, в соответствии с предположением, должно быть 
[езСо] == [зСо] = 0. 
Если 
[сослсэбо [С1С2]] = 0, 
то 
@зс1 = @зС2 = 0, 
и мы снова получили бы противоречие с утверждением п. Г. Следова- 
тельно, | 
еа = [СослСаСоСа,з] = 0, 
ГДе с1,2 = [6165]. Очевидно, с1соСл 2 =0, так что ел = [Соб16о [Соб] и 
ес; + 0, где {=1 или 2. Пусть, например, еаС1 == 0. Поскольку 
ед = — [си [сос»] [Соб], 
то 
[е4 [с1@4с1]] о 
(см. п. Ш). Таким обра. ом, 
@5 == [СоС1С2СоС1 .2С 1] Е 0. 
Но одновременно 
е5 — [СоС162 [сослс 1] —= — [Соб1с» [Соб1,26]], 
поэтому 
[евсо] = [6560] = 0. 
Так как 65с: =0, то 
[сосасэСо [с1,2с,П + 0, 


ибо иначе. добавится соотношение е5с, ›» = 0, что невозможно (см. п. Г. 
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Итак, 
= [состсэбос, 5] = 0, 
где с’, = [1,2]. Очевидно, 
[с; 261] == ©, „Са = 0 


[Су эСэ] == —- [С1СэСт,2] = — [6148616эс1,5] = 0, 
ПОСКОЛЬКУ С162С1о = 0. Так как 
ОЕ [сосас: эСос1], 

то ес! =0. Поэтому езс» = 0. Но 

ев = — [2 [сос] [ос „П» 
и снова получается, что 

[ев [с›а3с>]] о 

или 

НЕЕ [состсабост, 5651 = 0. 


Как легко видеть, 


[с›с1] = [62 [сосу об с;]] = =: [5 [Сост 5с1] =0 


ез — [Сос1с> [ост 26 с,]| = = — [606165 [сосу 26 с], 
следовательно, 
[езсо] = [езсо] = 0. 
Далее, ес, -Е 0, поскольку езс› =0 (см. п. Г). Отсюда заключаем, что 
= [соблсобос! с ое 561] = Е [ес 10, 
где с! = [с1а3с1]. 


Элемент ез запишем в виде 


ая а 


1;2 1,2 
95 = [6,6], С162е9 , = 0. 
Так как ес, =0 ([езис:] = — [сосас; „босс „ис = — [Собэс; „Сосо „стс =), 


то, повторно используя те же рассуждения, приходим сначала к нера- 
венству ес; - 0, а затем — к элементу 


= 24 = 3 
7) = [соблсасос; „с 53 26 с;] 0, с) = [2436]. 
В соответствии с предположением имеем: 


[е9Со] == [6560] = 0, 
потому что 


еу — [соС1с» [сосу < 565] ] — — [60616> [оса 559 „СП 
и 
[си] = [ез [602% 20 67} = [с [сое” „60 „с"} = 0. 
Далее, ввиду сделанного предположения, 
те [ей [сосасабос: „с 211, СС, 26] = [боб1с2 [сост 21 обл, 2 СЭС, оС, 0] = 0. 


Таким образом, элемент 


@9 — [Сос1с» [сос' вт об с:] 
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уцовлетворяет соотношениям: 
[ес] = [е9 [Сос‚ „]] = [е9с$ ›] — [65с1] э= [69с5] == вс» = 0. 


Из п. 1 следует, что езс® , - 0, т. е 


ео —= [сослеэбос: „Су 5] Е 0, 


| о [0 о. 
где с. „= [© с]. Очевидно, 


[21 са] = [с; 5Сэ] == Ст С =). 


Легко убедиться в том, что 
[е1обо] = [е1обо] = [елос1] = [е1осз] = [елос; „] == [елос' „] = 0. 
Ч(роме того, 
ео, [сосэс' „бобает 5] === [сот „бабост Са] = [сосу эст „СоСиС»]; 
„следовательно, еос1 = 0 и е1ос› =0. А это есть противоречие, так как, 


‚< одной стороны, ел. = 0, а из п. 1 получается, что е, =0. Утвержде- 
‘ние п. У доказано. 


Далее рассуждаем следующим образом. Пусть си, с»,..., ст — произ- 
‘вольная совокупность элементов второго порядка в Г. Элемент а = 
= [464....с:,], где &,...,1з — некоторая фиксированная последователь- 
‘ность индексов 1,...,т, назовем (с1,...,ст)-продолжением элемента 


аеГ (а - 0), если а -Е 0, но [ас;...с;,с;„, | =0 при любом выборе с;, из 
совокупности С1, С2,..., См. 

Согласно теореме 3, кольцо Ли 9 = {с1,с2,...,сп} нильпотентно 
‘(вместе со своим обертывающим кольцом %\у), поэтому существование 
‘4 всегда обеспечено. Не исключено, что а = а. Неоднозначность в вы- 
`боре а не будет играть никакой роли. 

Допустим, что в кольце Г, нет ни с), ни элементов с условиями (30). 
Как следует из п. У, в Г найдется элемент [сос1соСзсо] + 0, где с; под- 
чиняются условиям (31). Имея в виду п. 1, можно утверждать, что 

[СоблбобзСо] сл = 0. 
‚Но 
[соСлСаСзсо] = [Сл [Собэ] [СоСз] |, 
‚ поэтому (см. п. Ш) 
ыы 3 
с = [соб16>6зСос1] = 0, с1= [с1а*с1]. 
‘Очевидно, 


[сс›] = — [собосзСабоС1с»] = — [собзСаСэСосэс1] = 0. 


м9налотично, › [ссз] ==0. Так как сс: =0. и [сс] = Оз то. (см. п. 166 = 0. 
| Но 

| с = — [со [СоС1сэСз] 1]; 

| следовательно, 


й; = [СоСлСэ6зб616 0] = 0, о == [Со63с|. 
Построим (си, с», сз, с@))-продолжение для й:. 
Легко видеть, что 
Ра = [СоС1оСзСо [с1с (0. . 


т.е. А; является на самом деле (сл, с», сз, с, с,)-продолжением. Из п. | 
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следует, что й1су = 0, или 
Е 
№ = [#16] 0, 5) = [собае. 
Строим теперь (сл, С», сз, с, с?))-продолжение элемента [о и т. д. 


При помощи указанного процесса можно получить сколь угодно много 
элементов 


т = [сослсасзСо сс... с. . с] ==^0. 
Заметим, что с® и с? (1, /=1,....т) не могут стоять рядом в Йж, 
поскольку 
с = [собЗс], с № = — со [соб] © 


и в этом случае было бы 
[сослсосзсь [е16...] с@5...] =0. 
Таким образом, все с® разделены элементами с1, с», сз, а так как 
одночлены с;с@с;(7 =1,2,3) равны нулю, то по крайней мере два эле- 
мента ск и с1 (Ё=1) из тройки с1, с», сз должны повториться несколько 


раз (нам нужно > 3). По той же причине можно считать, что йш от- 


лично от [соС1СэсзСо... с] (на этом процесс обрывался бы). Пусть т 
таково, что 


= Аж = [6 бтбобобобне СЫ 
Рассмотрим (съ, сл, с», сз, сл, с@),...,с(” ))- продолжение элемента 1. 


Из п. [ следует, что ЙА, так как /с» =0, а степень А относительно 
ск, по условию, не меньше 3. Утверждение п. [ применимо также в сле- 


дующих случаях: 

1) й = [йс1]. Тогда ве. =0 и йе; = 0 ([арс:] = — [Ислис1] = [йсзис1| = 
—=0, так как [йс,] =0), но с; и с: входят множителями в Й. 

2) й = [йс1...с1]. Выполнение всех условий п. [ очевидно. 


3) А = [йс1...со|. Замечаем, что с, входит дважды вс и су = 0. 


4) # = [йс1...с0]. Здесь со —= 0, так как иначе 
[ис] = — [йшс,] = [йс1.. . сс] = 0, 


т.е. [11...56] 0, и мы возвращаемся к случаю 3). 

5) й = [7с1...с1]. Используем соотношение ст —= 0 (если оно неверно, 
то [ейс:] = — [йшс;] = [йс1...с1ис1] 0, и мы приходим к случаю 2)). 
Очевидно, единственно опасным является такое положение вещей, когда 
К=2 или З, а [=14. Именно, может, например, случиться, что (ск, с1) = 
= (с2, с1), степень элементов йи относительно сз при любом их построе- 
нии и произвольном т остается равной 1, в то время как й имеет вид 
[йс1...с3]. Для этого случая мы не получаем непосредственных след- 
ствий из п. Г. Покажем, что этого на самом деле быть не может. 
Как отмечалось ранее, 

а = [сослсасзСос1с] = 0. 


Мы утверждаем, что при сделанных предположениях й„ (т = 4) совпа- 
дает с элементом 


(1), „(2), „(3) 


й = [Сос162С3Со6166 Со66’с166 сис с 1]. 
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оО 


Действительно, 
[йс»] = [сосзслеэсь [с160. . . с5с(4)] слез] = 0, 
так как [с1с›] =0, и, следовательно, 
СаСаИ? со = с1 [Сои?] с1с› = 0. 
Далее, 
== [Соблсосабоеас се аа) сс 4) сс (94) ], 


где 91,..., аа — переставленные индексы 1, 2, 3, 4. Например, 
[со . Фес сье с] | [6ъ. . . Феле@езе с] = 
= — №... сс [с ®] си] = 0. 


Так же это показывается для с) и с®, а так как 


[СосаСаСзбис1] = — [СобобзСабоса], 


то аналогичные рассуждения применимы и к с), с®. 
Из сказанного следует, что 


и. 3, 4: 
Кроме того, 
[йсо] = [сослсэсзСо [с1с0. . . сс] с.] = 0. 


Нетрудно, наконец, убедиться в том, что А -= 0. Все вместе взятое как 
раз и означает, что #, =й. Но очевидно также, что ао т. 6. 
(со Сл, Са, Сз, С1,С),..., с@)-продолжение элемента йЙ совпадает с ним 
самим, а это невозможно (см. п. Г), так как степень й относительно с: 
равна 3 и йс, = 0. 

Мы приходим к выводу, что ни одна из логически мыслимых форм 
элемента # не может на самом деле встретиться, так как сделанные 
нами предположения и утверждение п. [1 противоречат друг другу. 

Лемма 3.5 доказана. 

Продолжая считать, что в энгелевом (п< р) кольце Ли Ё нет эле- 
мента с(›), без особого труда приходим к результату, о котором упоми- 
налось ранее. 

ЛЕММА 3.6. В Г, существуют два элемента сл, с», подчиняющихся 
требованиям: 


С1сз Е 0, с? = с = [162] = сли®сае» == съибслс» = 0, х2> 0. (32) 


Доказательство. Будем исходить из пары си, с› с условиями (30). 
Как показывает утверждение‘ леммы 3.3 (где следует считать й = [ас2]), 
с1с22?с1] ес, + 0 для некоторых элементов /,8 6 Г. 

Полагая 

@1 = [7165], ез = [с183с1], 
находим: 
[е1ез] = е? = её =0, еле = Зслсь8 са] = 0. 
Кроме того, 
С10С2ИЗС168 = Со0С1ИЗС1С8 == С1бзИА сле = 0, 
так как (в соответствии с определением с1, с› в лемме 3.5) 
сле [с2и3] с1с2 = 0, сэ [с1и?] сле» = 0, си [с»и3] ислс» = 0. 


Поэтому еи“ее» = 0 для а = 0, 1, 2, 3. 
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Пусть у нас уже есть элементы с1,с› такие, что 


с162 = 0, с? = с = [6163] = сли“с1с» = и оо. 


Рассмотрим связанную © ними пару 


ел = [7С162] и ез = [1831], е1ез = Зс1с2 81781 == 0: 


Очевидно, 
елибеле» = — Зс1 [/с2] и“сисав? с] ас: = — Зсли“ [сз] СС18? сл} ва = 0. 
Далее, 
еибелез -= — Зсл [193] ис в? св ]с1 = — Зслия [с183] сео всав]са = 0, 
так как [с16?, с. `. =0. Следовательно, 
сы без = е.Ыбее. =0, О“ 5—3. 
А если 


с1б» + 0, с -= с = [6162] == сличеле» == сзи”сте» = 0, Оая > 


то, пользуясь той же схемой рассуждений, мы найдем пару элементов 
е:, е›, удовлетворяющих аналогичным условиям с добавочным тождеством 
еизН1еле» = 0. 

Так, продвигаясь шаг за шагом, можно прийти к элементам с усло- 
виями (32). 

Лемма доказана. 

У нас есть теперь все необходимое для доказательства теоремы 4. 
Допустим, что ее утверждение неверно. Тогда, как было установлено, 
в кольце Г, существуют два элемента с1, с» с условиями (32). Введем 
в рассмотрение главный идеал % = {с} 0, где с = [ае?], е= с: - с», 
а — некоторый элемент из Г. 

Любой элемент #6» можно записать в виде 


= ХХ а], ще, 
05; <п—1 
поэтому в Ё имеет место тождество 
[#е*] =0, т. е. 22 —2ейе =0, (33) 


так как 1? =0. Используя это тождество, докажем, что св?сй% = 0 пля 
всех в, ВЕ». В самом деле, 


с?сй*с = 4Асв?еаей?еае. 
Но [еай*] @%, поскольку № 6%». Следовательно (см. тождество (33)), 
2 (св?еаей?еае — сз?еаеаей?е | 2св?еаеайейе — Зсв?еаейеайе) = 
= 2с8?еае [еай?] е = се?еае? [еай?] = 0. 
Как легко видеть, 
2св?еаеаей?е = 2сосласьаса йе | 2се?сзасласьй?е = 
— — с8?с1 [сза?] с. йе — се?с» [сза?] сэй?е = 0, 
2св?еаеайейе = се?еаеайе?й = 0, 


2св?еаейеайе = ср?еае?вайе = 0. 
Поэтому 


с8?еаей?еайе = 0, 
- 


ср?ей?с = 0. 
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Отметим, что для любого центрального элемента 5 В % выполнены 
ождества 


О == С а, 
. е., в частности, &, можно взять в качестве с). 
Нов силу сделанного нами предположения, следует считать, что 2, = 0. 


Тоэтому % — кольцо без центра, и к нему может быть отнесено все до 
х пор сказанное о кольце Г.. 


Применяя лемму 3.2 к элементу с второго порядка с условием 
сазейс =0, в, ВЕЗ, 


используя затем теорему 1, можно найти в % элемент си, 


на = Е =. Обозначив его через с, имеем по определению: 
бой =0Ов% (“> 0), 
‚. е. [2сой“с] =0 для всех в, #6». В частности, 
[собибсой “с, ] =0, и, оЕГ, 
соибсой“с, = 0. (34) 


это тождество верно уже в Г. для всех иЕГ,, РЕЖ, «В =0,1,2,.... 

Анализ использованных в ходе построения с, рассуждений показы- 
‚ает, что с? =0Ов Г. Но можно обойтись и без экскурса в прошлое. 
к именно, полагая в (34) « =0 и В = 0,2, приходим к выводу, что 


68 = 0,  сои?с? = 0. 
ели сз -- 0, то [см. тождество (15)] 
[6с2]* — сфаса —70. 
Три этом [6] сохраняет все свойства элемента сх. 
Допустим, что с,й?с, + 0 в Г, для некоторого А Е%, т. е. 
2 — {ее |= 0, бЕР. 
В дальнейшем мы используем только тождество (34), поэтому все 
оотношения будут иметь место в [.. Очевидно, 
е — асобЙ (собйсой со) - Всой? (соб? со? с,) 
НУ (собйсой?с,) Бйсь Е Зевс йо = бое йбсобйс, = 0, 


ак как 
со? сой [с,б?] йсь = 0, 


. е. е является элементом второго порядка. 
Из тождества (34) непосредственно вытекает, что 


[962] сиё? [соб] = Урийсовясо? [[собА?] съ] = 0 
1, 
собйсо В[ [соб] с,] = 0, 


ак как [с,6#?] 6%. Поэтому 
Т = ев?е, = — с [собй?] 2? [со6й?с,] = — сой?собЕ? (соб? со]. 
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Используя то обстоятельство, что [68], [6#], [с,6?] Е, без особого труда 
находим: 


Т = асов с ВИ2сь -- мосой сов? Ис Вйсо -- изсой сов? со бйсой, 
или Т =0, поскольку 
сой?сьЕ?И® [съ6?] Ис, = 0. 


Таким образом, е? = езв?е, = 0 в С для всех 86 %. В частности, имеет место 
тождество 


её [е.и3] [25%] е‹ = 0, 


[еиЗех] [е053е,] = 0 


при любых элементах и, из [.. А это, согласно лемме 3.4, означает, 
что в Г, существует элемент с(›). Полученное противоречие (мы полагали, 
что с.) в Г отсутствует!) завершает доказательство, теоремы 4. 
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{О КРИТЕРИИ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ НЕЗАВИСИМОСТИ ЗНАЧЕНИЙ 
ОДНОГО КЛАССА ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе устанавливаются общие теоремы о трансцендентности и 
алгебраической независимости значений в алгебраических точках одного 
достаточно широкого класса целых функций, являющихся решениями 
линейных дифференциальных уравнений © полиномиальными коэффи- 
диентами. 


$ 1. Е-функции 


В 1929—1930 гг. К. Зигель (1) опубликовал метод, который позволяет 
устанавливать трансцендентность и алгебраическую независимость зна- 
'чений в алгебраических точках одного класса целых функций, назван- 
‘ных им Е-функциями. 

Комплексные числа %1,..., т называются алгебраически независимы- 
ми, если они не связаны никаким алгебраическим уравнением с алгебраи- 
ческими коэффициентами, и алгебраически зависимыми в противном случае. 

Из этого определения следует, что если некоторая совокупность чисел 
алгебраически независима, то каждое из них трансцендентно. 

Пусть число х принадлежит к алгебраическому полю К степени № 


над полем рациональных чисел, а 91,...,@» — числа, сопряженные с & 
‚в этом поле. Условимся в дальнейшем обозначать через || наибольшее 
‚из чисел |%1|,..., | |. 
Целая функция 
ео т 
74 
1 = У мт 
П=0 


называется Е-функцией, если: 

1) все коэффициенты с„ функции / (2) принадлежат алгебраическому 
полю К конечной степени над полем рациональных чисел; 

2) при любом е>0 [с,| = О (пг"); 

3) существует последовательность натуральных чисел {4„} такая, 
что числа 4,Ск, К =0,1,...,п, — целые алгебраические, а при любом 
#0 4, =0О(п”). 

Нетрудно убедиться, что Е-функции образуют кольцо функций, 
замкнутое по отношению к операциям дифференцирования и интегриро- 
вания в пределах от 0 до 2 и замены аргумента 2 на )2, где \Х — алге- 


браическое число [см. (1), (?), (з)]. 
: 3* 
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Любая алгебраическая постоянная, всякий многочлен от 2 с алге- 
браическими коэффициентами, функция ©”, бесселева функция 1ъ(2) 
являются простейшими примерами Ё-функций. 

Метод Зигеля может быть применен к совокупности Е-функций, 
удовлетворяющих линейным дифференциальным уравнениям, коэффициен- 
ты которых являются рациональными функциями от 2. В работах ("), (?) 
Зигель указывает достаточно широкий класс таких функций, названных 
им гипергеометрическими Е-функциями. Этот метод является непосредот- 
венным обобщением известных классических идей и результатов Эрмита (*) 
и Линдемана (5): Существенную роль в нем играет также идея Туэ ($) 
из теории приближения алгебраических чисел рациональными дробями. 

Основной результат Зигеля относится к функциям 

со 


а нс. Об 0: № РИ 
К» (2) = Я пов о -(2\ о (1) 


п=0 


удовлетворяющим линейным однородным дифференциальным уравнениям 


2-го порядка с полиномиальными коэффициентами и отличающимся только 


: Л Ре 
множителем —————— от функций Бесселя с соответствующим ин- 


Г 4) о 
2 
дексом Х. Зигель доказал, что если Х — рациональное число, не равное 
половине нечетного числа, то для любого алгебраического значевия 
« 0 числа К, (*) и у («) алгебраически независимы, а также доказал 
некоторые обобщения этого предложения. 

В 1949 г. Зигель (2) изложил свой метод в форме общей теоремы об 
алгебраической независимости значений в алгебраических точках сово- 
купности Ё-функций, удовлетворяющих системе линейных однородных 
дифференциальных уравнений первого порядка *. Эта теорема сводит 
доказательство арифметической проблемы алгебраической независимости 
значений совокупности Е-функций к доказательству некоторого ана- 
литического условия нормальности произведений степеней этих функций. 
Но последнее условие, являясь достаточным для доказательства теоремы, 
накладывает слишком большие ограничения на исследуемые функции. 
Зигелю удалось проверить выполнение этого условия и, следовательно, 
применить свою теорему лишь к совокупности функций, из которых 
основная удовлетворяет линейному однородному дифференциальному 
уравнению 2-го порядка. При проверке условия нормальности для сово- 
купности функций, удовлетворяющих линейным дифференциальным урав- 
нениям порядка выше 2-го, до сих пор встают непреодолимые трудности. 
Поэтому, несмотря не кажущуюся общность теоремы Зигеля, она могла 
иметь очень мало приложений к конкретным функциям, а применение ее 
к функциям, являющимся решениями линейных дифференциальных урав- 
нений порядка выше 2-го, до сих пор невозможно. 

В 1954 г. теорема Зигеля была доказана автором (`) при менее 
стеснительных предположениях и распространена на случай совокупности 
функций, удовлетворяющих системе линейных неоднородных дифферен- 


Е ы 
Изложение метода Зигеля можно найти в книге (3). 
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иальных уравнений. Это позволило впервые установить трансцендент- 
«ость и алгебраическую независимость значений Е-функций, являющихся 
ешениями линейных дифференциальных уравнений 3-го и 4-го порядков. 

В 1955 г. автору удалось найти [см. (*)] необходимые и достаточные 
’словия, при которых справедлива теорема об алгебраической независи- 
«ости в алгебраических точках совокупности Е-функций, аналогичная 
еореме Зигеля. Подробное доказательство этой теоремы и будет про- 
едено в данной работе. 


$ 2. Формулировки основных результатов 


Функции /, (2),..., У (2) называются алгебраически независимыми 
гад полем рациональных функций, если они не связаны никаким алге- 
ураическим уравнением с коэффициентами — рациональными функциями 
т 2, и алгебраически зависимыми над тем же полем в противном случае. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть совокупность Е-функций } (2),..., 11 (2) 
‘вляется решением системы из т линейных дифференциальных уравнений 
1-го порядка 


О и ЗО (2) 
=1 
оэффициенты которых 9: фут, ЮЛ зт, = раю: 


альные функции от 2, а «— любое алгебраическое число, отличное от 
уля и полюсов всех функций О, ‚(2). Тогда для того чтобы т чисел 


в (®),...,/„(*) были алгеб раически независимы, необходимо и достаточно, 
ттобы функции } (2),..., 7 (2) были алгебраически независимы над полем 
ациональных функций. 

Замечание. При помощи доказанной ниже леммы 10 легко убедиться, 
то если совокупность Е-функций составляет решение системы диффе- 
енциальных уравнений (2), коэффициенты которых — рациональные функ- 
ии, то числовые коэффициенты этих рациональных функций могут 
ыть выбраны целыми алгебраическими числами. 


Следствие. Если Е-функции }л (2),...,/„(2) алгебраически незави- 
имы над полем рациональных функций и удовлетворяют условиям основ- 
ой теоремы, то, в частности, каждое из чисел }: (<),...,/„(х) транс- 


ендентно, трансцендентными числами являются нули и вообще все 
лгебраические А-точки этит функций, отличные от нуля и полюсов 


„стемы дифференциальных уравнений (2). 
Аналогичные следствия ‘вытекают и из формулируемых ниже теорем 


и 2. 
Пусть Е-функция /(2) является решением линейного дифференциаль- 


ого уравнения т-го порядка 
Ри (2) у" + --- + Ри (в) у’ + Рь(в)у =0 (2), (3) 

це Ри (2),...,Рь (2), О (2) — многочлены от 2. Положим 
л()=/2), @=/Л 9, Е=\,...,т. 


огда совокупность т Е-функций /, (2),...,/„(2) составляет решение 
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системы линейных дифференциальных уравнений 1-го порядка с коэффи- 
циентами — рациональными функциями от 2: 


Е Оч 
: Ра (8) Ро (2) О (:) 
Ут — Ра ие Пе Р,„‚ (>). 


Поэтому к этой совокупности функций применима основная теорема и 
имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е-функция }(2) является решением линейного 
дифференциального уравнения т-го порядка (3), коэффициенты кото- 
рого [’ (2),...,Рь(2), О (2) — многочлены от2, а х — любое алгебраическое 
число, отличное от нуля и от нулей многочлена Ри (2). Тогда для того чтобы 
т чисел } (м), Г (*),..., ди («) были алгебраически независимы, необходимо 
и достаточно, чтобы функции } (2), } (2),...,/”" № (2) были алгебраически 
независимы над полем рациональных функций. 

Из теоремы 1 при т = 1 следует 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Е-функция ](2) трансцендентна и является 
решением линейного дифференциального уравнения 1-го порядка 

Р, (2) у’ -- Рь(г)у =© (2), 
где Р: (2), Р.(2), О (2) — многочлены от 1, а«— любое алгебраическае 
число, отличное от нуля и нулей многочлена Р; (2). Тогда число }(%) 
трансцендентно. 

В частности, показательная функция е? удовлетворяет уравнению 
Уу’=у. Поэтому число е“ трансцендентно при любом алгебраическом 
значении & = 0. 

Далее, функция 


со 
2п 


ее ея 


п—=0 
является при рациональном Х Е-функцией и удовлетворяет уравнению 
, А я 
УЕ ( р 1) а 
Значит, число ф, («) трансцендентно при всяком алгебраическом значении 
© -- 0 и любом рациональном ^ м 2 арки 
Если @1,..., и — любые линейно независимые алгебраические числа, 
то легко проверить, что функции е“ч*,... ‚ет? алгебраически независимы 
над полем рациональных функций. Они составляют решение системы 
дифференциальных уравнений 


Ура ВМ 
Поэтому, по теореме 1, числа е“,...,ет алгебраически независимы, а 
это утверждение эквивалентно известной теореме Линдемана. 
Доказательство всех результатов Зигеля (1), (2) об алгебраической 
независимости значений функций К» (2) и К) (2) при помощи наших теорем 
т упрощается. Отпадает необходимость доказательства 'алге- 
браической ‘независимости различных решений уравнения Бесселя и 


установления нормальности произведений степеней этих функций. Анало- 
гично упрощается доказательство теорем 1—7 в работе автора ("). 
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При помощи основной теоремы теперь нетрудно устанавливать транс- 
цендентность и алгебраическую независимость значений в алгебраических 
точках Ё-функций, являющихся решениями линейных дифференциальных 
уравнений любых порядков, так как задача исследования алгебраической 
независимости над полем рациональных функций совокупности целых 
функций, ‚удовлетворяющих линейным дифференциальным уравнениям, 
не представляет уже тех трудностей, как проверка условия нормальности 
Зигеля. Формулировки целого ряда таких теорем опубликованы в рабо- 
те (3), а подробнее доказательство их будет дано в другом месте. 

Аналогично основной теореме доказывается 

ТЕОРЕМА 3. Пусть совокупность Е-функций р (2...) Ца еде 
т >. 1, является решением системы из т линейных однородных дифферен- 
щиальных уравнений 1-го порядка 


т 
УЕ у ©, ; (2) У, Е =1,..., т, (4) 
К=1 


коэффициенты которых О, ; (2), =1,..., т =1,...,т, — рациональ- 
ные функции от 2, а я — любое алгебраическое число, отличное от нуля и по- 
-люсов всех функций О, ; (2). Тогда для того чтобы числа] р}: (а), ...,}„ (а) 
не были связаны однородным алгеб раическим' уравнением с алгеб раическими 
коэффициентами, необходимо и достаточно, чтобы функции } (г),...,{„ (2) 
не были связаны однородным алгебраическим уравнением с коэффициен- 
тами — многочленами от 2. 

Из теоремы 3 при т`>1 непосредственно получается ряд очевидных 
следствий, справедливых для совокупности Е-функций ], (2),...,/„ (2), 
‘удовлетворяющих условиям: этой теоремы, при отсутствии между ними 
однородных алгебраических связей в поле рациональных функций: 

1°. Ни одно из чисел /1 (),...,/, (&) не равно пулю и, следова- 
тельно, все нули каждой из функций ]), (2),...,/„(2) трансцендентны, 
за исключением, быть может, нулей, совпадающих с числом нуль и 
полюсами системы дифференциальных уравнений (4). 


2°. т—1 чисел 


1. (а) 
т (а) рога. СА, 
8 
при $ =1,...,т алгебраически независимы. 
о й я — — 
3°. Среди чисел /, (),...,/„ (а) по крайней мере т —1 число транс 
цендентно. 
4°. Если одно из чисел ], (&),...,/„(%) алгебраическое, то остальные 
т — 1 чисел алгебраически независимы. 
Заметим, что если Ё -функции ]\ (2),...,/„(2) не связаны однородным 


алгебраическим уравнением в поле рациональных функций, то среди 
этих функций не более одной может быть многочленом, а если одна из 
этих функций — многочлен, то, очевидно, нули этого многочлена являют- 
ся особыми точками системы дифференциальных уравнений (4). Это со- 
гласуется со следствием 19. Отсюда следует, что при т=1 теорема 
гривиально справедлива, 
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Простейшим примером применения теоремы являются функции 


Дл =312, У2 == 6052. 

Они являются решением системы 
йе 

трансцендентны и алгебраически зависимы, так как У - Уз = 1. Однород- 
ное алгебраическое уравнение между у: и У. над полем рациональных 
функций невозможно, так как в противном случае функция 
т = $72 
была бы алгебраической. Поэтому, по теореме 3, при любом алгебраи- 
ческом &-=0 число 10 трансцендентно, а из чисел зта и с0з3& хотя 
бы одно трансцендентно. Но тогда из соотношения п? о -|- с05? а = 1 
получаем, что они оба трансцендентны. 

В теореме 3 содержится основная теорема. Действительно, если дано 
т Е-функций }, (2),...,/„ (2), то присоединим к ним функцию /„,,, (2)=1. 
Независимо от того, однородной или неоднородной системе дифферен- 
циальных уравнений удовлетворяла исходная совокупность функций, 
новая совокупность функций будет составлять решение системы одно- 
родных линейных уравнений. Применяя к функциям [1 (2),...,/ и. (2) 
теорему 3, получим основную теорему, так как факт алгебраической 
независимости функций ]\ (2),...,/„(2) над полем рациональных функ- 
ций равносилен отсутствию однородного уравнения в поле рациональ- 
ных функций между функциями /\ (2),...,/„..(2) и, аналогично, факт 
алгебраической независимости чисел }1 (%),...,/„ (а) равносилен отсут- 
ствию однородного уравнения между теми же числами и единицей в 
поле алгебраических чисел. 

Рассмотрим Е-функцию /(2), удовлетворяющую линейному однород- 
ному уравнению вида (3), в котором 0 (2) =0. Нетрудно сформулировать. 
теорему, аналогичную теореме 1, которая следует из теоремы 3 подобно: 
тому, как теорема 1 следовала из основной теоремы. 

Из теоремы 3 можно получить ряд других важных следствий, в 
частности для Е-функций, являющихся решениями дифференциальных 
уравнений 2-го порядка, но это будет сделано в другом месте. 

Метод Зигеля состоит из двух частей: функциональной, где строится; 
совокупность линейных приближающих форм от заданных Е-функций с 
отличным от нуля детерминантом, и арифметической, где осуществляется’ 
переход от функциональных линейных форм к числовым формам с отлич- 
ным от нуля детерминантом и доказывается основная лемма о ранге 
совокупности значений рассматриваемых функций в алгебраических точ- 
ках. При доказательстве нашей теоремы существенной перестройке и 
обобщению подвергнута функциональная часть метода, а его арифмети- 
ческая часть осталась почти без всяких изменений. В этом доказательстве: 
используются почти все рассуждения, на которых основано доказатель- 
ство теоремы Зигеля (2). Те леммы, которые хоть несколько отличаются 
от соответствующих лемм Зигеля, мы доказываем, и.только две леммы 


Зигеля приводятся без доказательства, так как они используются без 
изменений. 


ЗНАЧЕНИЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 41 


ЕАН НИНЕ АНИ СИЕ ЕИНЕНИИ 


Имея в виду возможные дальнейшие обобщения, многие леммы мы. 


показываем при более общих предположениях, чем это необходимо для 
цоказательства основной теоремы. 


$ 3. Функциональные линейные приближающие формы 


При доказательстве основной теоремы большое значение будут иметь. 
линейные приближающие формы от заданной совокупности Е-функций, 
имеющие при 2 =0 нуль достаточно высокого порядка. Эти линейные- 
формы конструируются при помощи формулируемой ниже леммы, дока-. 
зательство которой основано на применении принципа Дирихле. 

ЛЕММА 1 [см. (2), (3)]. Пусть р (2),..., [т (2) — целые функции, 
и п- любое натуральное число. Тогда существует т многочленов: 
(2), Ра (2). 

2—1 


Рег). = у Аа (АЕ сани (5): 
$=0 


коэффициенты которых Фк,; в совокупности отличны от нуля и степени 
которых не превышают 2п — 1, со следующими свойствами: 
1) линейная форма 


Е = У Рь(2) }ь (2) = не (6) 


К=1 У=0 
амеет при 2 =0 нуль по крайней мере порядка (2т —1)п, так что 
и, =0, у=0,1,..., 2тп—п— 14. (7) 


Если же функции }, (2),...,/т(2) являются Е-функциями, коэффи- 
циенты степенных рядов которых принадлежат алгеб раическому полю К, 
то при любом е> 0: 

2) коэффициенты многочленов (5) Ьк, ; — целые числа поля К, удовлет- 
воряющие условию 


| бк, | = О [п@+®) "] (8) 


В Неро ОА Но, КТО. 1, 
3) Коэффициенты а, линейной формы В вида (6) при достаточно боль- 
шом п удовлетворяют условиям: 


| а, | = У°°0 (п2"), у>2тп — п, (9) 
равномерно по у. 


$ 4. Некоторые свойства линейных и дробно-линейных 
форм от заданной совокупности функций 


Рассматривая линейные формы. от нескольких переменных с коэффи- 
циентами, принадлежащими некоторому полю С, мы будем говорить 
о линейной зависимости или независимости таких форм, понимая под 
этим их линейную зависимость или независимость относительно поля (. 

Рангом данной совокупности линейных форм называют максимальное: 
число линейно независимых среди этих форм. Ранг не превосходит числа. 
независимых переменных, от которых зависят эти формы. 
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В настоящей работе нас будут интересовать случаи, когда полем С 
коэффициентов рассматриваемых линейных форм будет либо некоторое 
‚алгебраическое числовое поле, либо поле комплексных чисел, либо поле 
рациональных функций от 2. 

В последующих рассуждениях нам потребуется утверждение, уста- 
навливающее, что при фиксированных степенях многочленов Р:,..., Рю 
в линейной форме вида (6) при изменении коэффициентов этих много- 
членов нельзя получить форму, разложение которой в степенной ряд 
начинается со сколь угодно большой степени 2. 

ЛЕММА 2. Для заданной совокупности целых функций ], (2),..., [т (2) 
и фиксированного натурального числа п существует натуральное число 
№ такое, что, каковы бы ни были многочлены от 2 Р!,..., Рю со сте- 
пенями, не превышающими числа п, линейная форма 


т 
В = № Ру (2) 
= 
„либо тождественно равна нулю, либо ее разложение в степенной ряд по 


‚степеням 5 начинается со степени 2, не превосходящей числа №.. 
Д оказательство. Докажем сначала утверждение леммы для 


случая п = 0, т. е. для случая, когда все Р,,..., Ри — комплексные 
числа. 
Допустим противное, т. е. что существует последовательность систем 
комплексных чисел Рь!,..., Ркт, Ё=1,2,..., такая, что у функций 
т 
Вх = У, Ри, 111 (2) а Е о (10) 


1=1 
разложение в степенной ряд по степеням 2 начинается, соответетвенно 
п 
©.2®, где 
т... . (11) 
Предположим, что ранг совокупности линейных форм А, В.,... вида 


'(10) равен [, где, ввиду нашего предположения, 1 <1< т. Тогда среди 
этих форм можно выбрать ровно [ линейно независимых. Пусть это 


будут формы Вь,...; Ик, где 15 < №<...<...< М. Следовая 
тельно, каждая из линейных форм В1, В.,... будет линейной комбинацией 
‘форм Вь,...,Вк с коэффициентами — комплексными числами. Если 


Вх .-1-— Любая из линейных форм (10) со значением #1, большим, чем 
К, то мы имеем соотношение: 


р т ее с,В», (12) 
У=1 
с комплексными постоянными с1,..., С, Из которых хотя бы одна отлична 


от нуля, так как, по предположению, функция Вь, 41 Не равна тожде- 
ственно нулю по 2. 

Из равенств (10) и неравенств (11) следует, что разложение правой 
части равенства (12) в степенной ряд по степеням 2 начинается с 2, 
где №М<оик, а разложение левой части этого равенства начинается 


ЗНАЧЕНИЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 43 


2-41. Но №1 > № и ввиду неравенств (41) 


Пк — М. 
фто показывает, что равенство (12) ое НиХо. Противоречие дока- 
ывает наше утверждение. 

Пусть теперь Р:,..., Р» — многочлены от 2, степени которых не 
ревышают заданного натурального числа п. Рассмотрим (п-+-1)т 
рункций 

Зе" 2). СЕ. т АО в 
г применим к ним только что доказанное утверждение с заменой т на 
п |+ 1)т. Мы получим, что, каковы бы ни были комплексные числа 
к.) [=.1,..., т,  =0,1,..., п, линейная форма 


и уд 
В=У Ув, 1 (2) (13) 

$=1 К= 
либо тождественно равна нулю, либо ее разложение в степенной ряд 
по степеням 2 начинается со степени, не превосходящей некоторого 


натурального числа‘ №, зависящего только от функций ]\ (2),..., /т (2) 
и числа п. Полагая в равенстве (13) 

ъ 

У 8: =РЬь о аа 


мы убеждаемся в том, что последнее утверждение совпадает с утверж- 
чением леммы 2. Значит, лемма 2 доказана полностью. 

В дальнейшем будем говорить, что совокупность аналитических в не- 
‹оторой области функций 7/1 (2),..., /т (2) имеет ранг г относительно 
толя рациональных функций, или, коротко, ранг т, если среди этих т 
Вункций имеется г и только г функций, линейно независимых над полем 
‚ациональных функций; другими словами, если функции } (2),..., }м (2) 
‚вязаны ровно т — 7 линейными однородными уравнениями вида 


т 
У! Ак, 11 (2) = 0, И и 
4=1 
› коэффициентами Ах, ; — многочленами от 2. 
Пусть совокупность т функций ]1 (2),...,/т(2) имеет ранг`г. Вы- 


берем среди них произвольно г линейно независимых функций. Тогда, 
чевидно, остальвые т — г функций этой совокупности единственным 
›бразом представятся в виде линейных комбинаций выбранных первона- 
:ально линейно независимых функций с коэффициентами — рациональ- 
зыми функциями от 2. 

Всякую рациональную функцию от 2 будем считать представленной 
‚ виде частного взаимно простых многочленов и ее степенью назовем 
умму степеней числителя и знаменателя. В частности, для многочленов 
го определение степени совпадает с обычным. 

ЛЕММА 3. Пусть фл, (2),..., $ (2), Фа (2), ... ‚ Фт (2) — совокупность 
бункций, аналитических в некоторой области, причем хотя бы одна из 
бункций Фф: (2),..., фт (2) не равна тождественно нулю. Тогда существует 
атуральное число №, зависящее только от функций ф! (2),..., Фь (2), 
 (2),..., фт (2), такое, что ни при каком выборе $ - т комплексных 


44 А. Б. ШИДЛОВСКИЙ 


чисел ол,...., 0, В1,...›Вт», При которых выражение 
ИС 
В.Ф: 
Уф (2) 
1=1 
не равно тождественно нулю по 2, функция 


У ;Ф; (2) 
Я-А 


ЕК оч (14) 
ра В: (2) 


$=1 


® (2) = 


не может стать рациональной функцией от 2 степени, большей, чем №о- 
Доказательство. Допустим противное, т. е. что существует 


последовательность систем комплексных чисел ак, 1, ..., Як, в, Вк, 1, .-. › Ви, т 
Е =1,2,.., такая, что функции 
$ 
р @ к, {Ф; (2) 
о о те (15) 


т 
— Вк, 14: (2) 
Е 
где каждое из выражений 


У. #@, &—4,2,...: 


1=1 


не равно тождественно нулю по 2, являются рациональными функциями 


от 2, соответственно, степеней п|, пь,..., Пк, ..., где 
т (16) 
Предположим, что совокупность функций 4, (2),...,Фт (2) имеет 


ранг г относительно поля рациональных функций. Так как, пс условиям 
леммы, хотя бы одна из этих функций не равна тождественно нулю, то 
выполняются неравенства 1 < г < т. Нумерация этой совокупности функ- 
ций в нашем распоряжении. Поэтому в случае, когда г удовлетворяет 
неравенствам 1 <г<« т, мы можем считать, не нарушая общности до- 


казательства, что функции $1 (2),...,$,(2) линейно независимы вад 
полем рациональных функций, а функции Ф,11 (2),..., фи (2) линейно 
выражаются через функции Ф, (2),...,ф,(2) при помощи соотношений 
; ` 
фз (2) = У 2;, 1$ (=), ум выч (17) 
= 
С — рациональные функции от 2. 


Пользуясь соотношениями (17), можно написать, что 


Ви, Ф+(2) = м Вк, + + (2) + у Вк, ;ф; (2) = 
= = ма 
о и Вх, (2) + о У О: ф+ (2) = 


1=1 =т-+1 1=1 
г т 


=У(в:+ У Вы; фи; А =, 2. 


УИ 9=г-1 
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[Отсюда имеем: 


т т 
У №, : $4 (2) = У) Вь, 14: (2), 1, (18) 
Е = 
де рациональные функции В»; определены равенствами: 
Вы Вия У Вы Оуь 2,0, 21... (49) 
9=т-+1 


авенства (19) будут справедливы и при г = т. В этом случае Вх, ‹ = Вх, 1. 
Ввиду равенств (18), прениа для функций (15) примут вид: 


У Ч, &Фх (2) 
СЯ т ны ЩИ ЕН ИИ (20) 


т 


> В». 5: (2) 


|По предположению, знаменатели в правых частях равенств (20) не равны 
тождественно нулю по 2. Поэтому при каждом значении А, А =1,2,..., 
хотя бы одна из рациональных функций Вь1,..,, Вх, не равна тож- 
| дественно нулю по 2. 

Преобразуем равенства (20) следующим образом: 


У и, + (2) = к (2) >| Вн, 14 (2), 1, м (21) 
= $=1 


‚Левые части равенств (21) можно рассматривать как линейные формы Ёх, 
А =1,2,..., от $ независимых переменных ф, (2),..., $з (2), коэффициенты 
которых — комплексные числа. Пусть ранг совокупности линейных 
‘форм Г, Г»,... равен ([. По предположению, каждая из функций © (2) 
не равна тождественно нулю и, значит, хотя бы одна из функций 
`ф: (2)...., $. (2) не равна тождественно нулю. Отсюда следует, что ранг [ 
удовлетворяет неравенствам 1</<$. Поэтому среди этих форм можно 
выбрать ровно [ линейно независимых. Пусть это будут формы 


Ри... Сы» где 13 <№<...< А. Если на — любая из линей- 
ных форм (21) со значением А!-;1, большим, чем №, то мы имеем тожде- 
` ственно по $1 (2),..., $ (2): 
1-1 
о ск, = 0, 14 5 0, (22) 
У=0 
с комплексными постоянными с1,...,с141. Равенства (21) и тождество 
(22) позволяют написать соотношение: 
На 


м Сук, (2) у Ви „+ (2) = == 0, 1-1 5Е (0, 
У=1 


из которого, ввиду линейной независимости функций ф(2),..., 4, (2) 
над полем рациональных функций, следуют тождественные по 2 соотно- 
шения: 


1-1 
И и а а. (23) 
При И значении А, А =1,2,. №: "Хотя. бы одна из рациональ- 
ных функций В, 1,..:,.Вк,, не равна тождественно нулю по 2. Поэтому 


можно выбрать число Г так, чтобы функция Вх, ,, ; была отлична от нуля, 
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и переписать соответствующее из соотношений (23) следующим образом: 


1 
саки, (2) Вы, = — У] ©, (2) Вк„ +, (24). 
У=1 
где левая часть не равна тождественно нулю по 2, так как с: и 
Вк т выбраны отличными от нуля, а все рациональные функции @х (2), 
К =1,2,..., отличны от нуля по предположению. 

Числа #:,..., № фиксированы. Значит, правая часть равенства (24) 
представляет собой линейную комбинацию с постоянными коэффициен- 
тами с1,..., с, зависящими только от выбора индекса ^!;, и фиксиро- 
ванных рациональных функций, определенных равенствами (15), (17) и (19). 
Поэтому правая часть (24) является рациональной функцией от 2, имею- 
щей при любых значениях комплексных посте эных с1,..., с, а следо- 
вательно, и при любом значении №4., степень, не превосходящую 
некоторого фиксированного натурального числа. 

С другой стороны, левая часть соотношения (24) отлична от нуля и 
является рациональной функцией от 2. Степень рациональной функции 
Вх +. также являющейся линейной комбинацией с постоянными коэф- 
фициентами фиксированных рациональных функций, как это видно из 
равенств (17) и (19), не превосходит некоторого фиксированного нату- 
рального числа, а степень рациональной функции @ж, Я (2) при доста- 
точно большом значении #1-., может быть больше любого наперед заданного. 
натурального числа, как это следует из неравенств (16). Следовательно, 
последнее утверждение справедливо и для степени левой части равен- 
ства (24), а тогда это равенство противоречиво и лемма доказана. 


$ 5. Некоторые свойства линейных форм от функций, 
удовлетворяющих системе линейных однородных 
дифференциальных уравнений 


В $ 5иб будем считать, что совокупность целых функций /]1, (2),... 


...› т (2) составляет решение системы линейных однородных дифферен- 
циальных уравнений 


Ук = У! @ь : (2) у, Е =1,...,т, и. 


1=1 


коэффициенты которых Ох; (2), К, &=1,.. 


., т, — рациональные функ- 
ЦИИ ОТ 2. 


Обозначим через 7 = 7 (2) многочлен, являющийся общим наименьшим 
знаменателем всех рациональных функций Ох,: (2) в системе (25), а через 
У1,...› Ут — произвольное решение этой системы. 

Если В — произвольная линейная форма от переменных ово ь 05 
с коэффициентами — многочленами от 2, то ее производная по 2 В’ бу- 
дет линейной формой от переменных У» *--› Ут» У -- Ут С Коэффициен- 
тами — многочленами от 2. Заменяя в выражении А’ переменные 
У ›...›Уш На правые части соответствующих дифференциальных урав- 
нений из системы (25) и умножая результат на Т, мы получим, . что 
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‚ыражение ГА’ будет также линейной формой от переменных у1,.. 


. › Ут. 
‚ коэффициентами от 2. 
Рассмотрим линейную форму 
ть 
В, == > В+ У, (26) 
1=1 
`де Р,.1,..., Рут — произвольные многочлены от 2, и положим 
О И Ор ЕЯ (27) 
Ввиду сказанного выше, мы можем написать, что 
т 
В = У Рика, А т (28). 
+= 
где многочлены Р»,; при К`>1 находятся по формулам: 
| ха . 
Ри: = Т(Рьь + У Р-ь:9;. 4, Е 0. (29) 
= 
Если в линейной форме (26) подставить вместо переменных У,,..., Ум. 
функции /]: (2),..., /ж(2) и считать эту форму сконструированной по 


лемме 1, то соотношения (27) и (28) показывают, что путем дифферен- 
цирования из одной линейной приближающей формы можно получить 
целую совокупность таких форм, имеющих при 2=0 нуль достаточно- 
высокого порядка. 
Обозначим через ДА = Д (2) детерминант системы линейных форм (28): 
Д =А (2) = |Рк,1|, №1=1,...,т, (30), 
а через Дх, ; — алгебраические дополнения элементов Ру: в этом детерми- 
нанте. Умножим обе части каждого из т первых равенств (28), соответ- 
ственно, на Д,;, где А =1,..., т при некотором значении #. Склады- 
вая почленно полученные при этом равенства, мы, очевидно, придем, 
к соотношениям х 


т 
Ду: —= $ Ат, +, у (31) 
Е=1 
которые выполняются тождественно по У1,..., Ут. 

Пусть А, — произвольная линейная форма вида (26). Рассмотрим 
линейные формы В,, В.,... | (28).3 Допустим, что формы В,,..., В: 
линейно независимы, но формы А:,..., А: уже линейно зависимы. 
Тогда между последними существует линейное однородное уравнение 
с коэффициентами — многочленами от 2, действительно содержащее фор- 
му К... Дифференцируя это уравнение нужное число раз и пользуясь 
равенствами (27), мы получим ряд уравнений, из которых выразим, оче- 
видно, формы В:41, Ва+.,... линейно через формы В,,..., В; с коэф- 
фициентами — рациональными функциями от 2. Этим доказана 

ЛЕММА 4. Если В, — произвольная линейная форма вида (26), то 


ране совокупности линейных форм В:, В.,... (28) равен 1 1<т, 
тогда и только тогда, когда формы В1,...В; линейно независимы, но 
вместе с формой В: уже линейно зависимы. 

Детерминант (30) системы линейных форм А;,..., В» отличен от 


нуля тогда и только тогда, когда эти формы линейно независимы, т. е.. 
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имеют ранг т. Если линейная форма В, обращается в нуль при некото- 
ром нетривиальном решении У1,...,Уш системы (25), то из равенств (27) 
следует, что при этом решении обращаются в нуль все формы А', Н.,..., 
а тогда из соотношений (31) имеем, что АД ==0 и, следовательно, линей- 
ные формы В,,..., Аш линейно зависимы. Нетрудно убедиться, что 
имеет место обратное утверждение. В частности, это следует из более 
общего нижеследующего предложения. 

ЛЕММА 5. Пусть В, — произвольная линейная форма вида (26), а ранг 
системы линейных форм В:,...,Вш (28) равен 1, 2де 1 31 <т. 
Тогда можно выбрать фундаментальную систему решений системы диф- 
ференциальных уравнений (25) у:,‚, &5=1,..., т, так, что формы 
в п... обращаются в нуль при подстановке в них вместо переменных 
у,..., Ут некоторых и = т — 1 различных решений этой фундаменталь- 
ной системы решений. 

„Доказательство. Так как ранг системы линейных форм А, ..., Ат 
равен [, то, по лемме 4, линейные формы А;!,..., А; линейно незави- 
симы, а формы В,,..., В, Вц. линейно зависимы. Поэтому можно 
найти [--1 многочленов от 2 4;,..., А: таких, что тождественно 
по переменным у1,..., Ут и 2 выполняется соотношение: 

А.В, + А.В, +... + Ац.Вн.=0, Ач, 0. (32) 
Пользуясь равенствами (27), тождество (32) можно переписать сле- 
дующим образом: 
ВВ? +... + ВВ: + ВоВ, = 0, 
(33) 
В: = АТ! = 0, 
где Вь,..., В: — многочлены от 2. 

Так как соотношения (32) и (33) тождественны по переменным 
Аул, .-., Ут И 2, ТО линейная форма В, удовлетворяет линейному одно- 
родному дифференциальному уравнению (33) порядка 1, [< т, при любом 
решении у:,..., У» системы (25). Поэтому, выбирая в качестве решения 
У:,...,Ут т решений какой-либо фундаментальной системы решений 
системы (25) у, 1<:<т, 1<;<т, мы видим, что каждая из 
‚функций ; 


В:,: = У Рау, », 1<;5<т, (34) 
=1 
удовлетворяет линейному однородному дифференциальному уравнению 
(32) порядка [, [< т. 


Если 1< т, то функции (34) линейно зависимы в обычном смысле, 
и мы имеем соотношение 


т 


у с Ве 
8—1 
с постоянными сз, из которых хотя бы одна отлична от нуля. Но 


х* ее ‚= Рыни, (35) 


1=1 8—1 
% 
хде у,..., У,„, — некоторое решение системы (25). 
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Среди постоянных с!,..., ст хотя бы одна отлична от нуля. Значит, 
ешение у,,..., У’, не является тривиальным решением системы (25). 
Гак как в наших рассуждениях фундаментальная система решений 
‚истемы (25) была совершенно произвольной, выберем ее так, чтобы 


а. ° (36) 


' в остальном — снова произвольной. ‘Тогда соотношение (35) будет 
обозначать, что 


В. 1 = У Ру: у, = 0. (37) 
= 
Ноложим и = т — 1. Если „> 1, то каждая из т — 1 функций 


т 
Ауке У Рино -адаиы 
ВЕ 
’довлетворяет линейному однородному дифференциальному уравнению (33) 
«срядка [, [< т —1. Следовательно, эти функции линейно зависимы 
‚: обычном смысле. Повторяя предшествующие рассуждения, мы полу- 
ким, что 


т 
УР. у: =0. (38) 

1 =1 
Очевидно, нетривиальное решение а И, являющееся линейной 
комбинацией т —1 решений У; ,, &=1,.... т, $=2,..., т, и решение 
#1, 1,-... Ут Линейно независимы. Поэтому фундаментальную систему 


вешений системы (25) можно выбрать так, чтобы в нее входило реше- 
ние У: 1,..., Ут 1 И Чтобы 


* 


У: — 1, >» а т, 
, в остальном — снова произвольной. Тогда ввиду равенств (37) и (38), 
пы можем написать, что 


| т 

| 

| В, = УР, зу, =0, $. 2, (39) 
#—1 

Этот процесс можно повторить ровно м раз. В результате мы полу- 

гим, что соотношение (39) выполняется при $ =1,..., и, а тогда  равен- 


тва (27) дают: 


Вь = УРьзу,, =0, нь, й =1,2...., (40) 
$ =1 


то полностью доказывает лемму. 
| $ 6. Детерминант системы линейных приближающих форм 
Одним из существенных пунктов доказательства методом Зигеля 
‚лгебраической независимости значений совокупноёти Е-функций ]1(2),... 
|->, [м(2), удовлетворяющих системе линейных дифференциальных уравне- 
кий при алгебраических значениях аргумента, обеспечивающих переход 
г" функциональных линейных приближающих форм Ва); 45 (2)... К 
исловым линейным приближающим формам К, (а),..., Вк„ (х) с отлич- 


ым от нуля детерминантом и хорошо приближающими число нуль, явля- 


ся то, что детерминант Л (30) системы линейных форм СЕ В 


Известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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от совокупности 
_ (М-+т)! 
то М т 


произведений степеней рассматриваемых функций 


# (2)... т (2), ОЗ. вы «М, (41) 
из которых форма А, сконструирована по лемме 1 при достаточно боль- 
шом п, не равен тождественно нулю при любом № —=4,2,.... В’ доказаа 


тельстве теоремы Зигеля (?) достаточным условием, обеспечивающим вы- 
полнение этого факта, является условие нормальности совокупностей 
функций (41) при любом М =1,2,.... В нашем доказательстве [см. (")] 
это условие было заменено также достаточным, но менее стеснитель- 
ным условием неприводимости совокупностей тех же функций. В насто- 
ящей работе устанавливается условие, при котором этот факт выпол- 
няется, являющееся, вообще говоря, не только достаточным, но. и необхо- 
ДИМыЫМ. 
Предположим, что целые функции ]) (2),..., /» (2), составляющие ре- 
шение системы дифференциальных уравнений (25), линейно независимы 
над полем рациональных функций от 2. Тогда ни одна из этих функций 
не равна тождественно нулю, и мы можем обозначить` через р наимень- 
ший из порядков нуля при 2=0 у этих функций. Обозначим через Ф 
наибольшую из степеней т? --1 многочленов Ти ТО»; (2), К, Е =1,..., т, 
и положим 
ЕО 1. (42) 
ЛЕММА 6. Пусть совокупность целых функций }\ (2),..., ]т(2) яв- 
ляется решением системы линейных однородных дифференциальных уравне- 
ний (25) и линейно независима над полем рациональных функций от д. 
Пусть, далее, линейная приближающая форма Е, (26) сконструирована 
по лемме 1 при некотором значении п с последующей заменой функций 


Л (2),..., /т(2) на произвольное решение Уу,..., Уш системы (25). Тогда 
существует такое натуральное число пу, что при любом значении п >п 
детерминант А (30) системы линейных форм Ву,..., Вт (28) не равен, 
тождественно нулю по 3 и имеет вид: 
А (1) = т 0%" 2-1, (2), А. (0, пи, (43) 
где Л, (2) — многочлен от & степени т1, а г. Удовлетворяет неравенствам 
0 < Г = р. (44) 
Доказательство. Пусть линейная форма А, удовлетворяет ус- 
ловиям леммы, а ранг линейных форм Н,,..., В» равен [, где 1[<т. 
Но лемме 1 имеем, что [>0. 
Рассмотрим линейные формы А,...., В, : 
т 
-\ * 
В, =УР,. 1, АВ, Я (45) 
931 
и прямоугольную матрицу из коэффициентов этих форм 
|| Рх, + ||, ЖЕ И (46) 


По лемме 4, формы (45) ‘линейно независимы, а тогда ранг матрицы (46) 
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‚равен [ и она содержит хотя бы один минор порядка [, детерминант 
‚из элементов которого отличен от нуля. Не нарушая общности доказа- 
‘тельства, можно считать, что это будет детерминант 


Аа Рио, (47) 
‘так как нумерация функций ]\ (2),..., /и (2) в нашем распоряжении. 
Если [< т, то каждый из столбцов матрицы (46) с номерами 7 > / 


‘будет линейной комбинацией первых {/ столбцов, и мы можем написать 
‘что 


’ 


1 
Рь, ; Эй И И а О И (48) 
= 
‘где все 0;,; — рациональные функции от 2. 
® Согласно равенствам (45) и (48), 


т 


1 т й 
ПЕ = У Регги: = РЕЙ. м И Е АТ НЕ 


тя В! = 1-1 1—1 
т 1 т 
в] $! я 
о о у, а о 
= 1=1 = = 
Следовательно, линейные формы, А,,..., В; можно представить в виде 
1 
о ОИ, (50) 
$=1 ; 
где 
т 
Е а (51) 
= 


при этом в случае, когда / = т, в соответствии с равенствами (51) по- 
ложим и: =У:. 

Покажем, что рациональные функции /[%, ;,#=1,..., [ 1 =#-1,..., т, 
юпределены единственным образом и какова бы ни была линейная форма Ву1, 
еконструированная по лемме 1 при любом значении п, степеви всех 
рациональных функций /).;,; не превосходят некоторого фиксированного 
натурального числа, зависящего только от совокупности функций /1(2),... 
..., т (2) и не зависящего от числа п. 

Так как 1</< т, то, по лемме 5, можно выбрать матрицу фунда- 
ментальной системы решений системы (25) 


чае (52) 
так, что линейные формы А;,..., В: обращаются в нуль при подстановке 
них вместо переменных У1,.... Ут первых и =тр—[ и_>0, решений 


этой фундаментальной системы решений, т.е. что выполняются 
соотношения (40). Поэтому, если мы обозначим 


Из = У 8 | р ИУ аз али И, в. (53) 
На 
то, ввиду равенств (40), (50), (51) и (53), имеют место соотношения; 


1 
Нь в = У Раз +0, [АТ $ =1,..., (54) 


= 
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Рассмотрим при каждом фиксированном значении $, 1 < 5 < р, сиете- 
му из [ линейных однородных уравнений (54) относительно [ вели- 
Чин И, ;....№, зв. Ввиду того что детерминант этой системы есть детер- 
минант Ду (2), а До(2) == 0, то система имеет лишь тривиальное решение. 
В силу равенств (53), это означает, что выполняются соотношения 


т 
7 : 
ТО (55) 
На к 
При каждом фиксированном значении 1, 1 <#<1 равенства (55) 


составляют систему из и линейных уравнений относительно л функций 


р, 71=1-1,....т. При любом значении Е эта система будет иметь 
единственное решение, если ее детерминант 
Ау ЕЕ, ен (56) 


не равен тождественно нулю по 2. 
Предположим противное, т. е. чтс детерминант л равен тождествен- 


но нулю по 2, и рассмотрим детерминант с матрицы (52). Зафик- 
сируем какое-либо значение 1, 1<1<1, и сложим строку детерми- 
нанта о © номером & со строками с номерами [-1,....т, умножив 
предварительно каждую из них с номером 7, } =1[-1,..., т, соответ- 


ственно на О;;. Ввиду соотношений (55), после этого в 1-й строке 
детерминанта с первые м элементов будут нулями. Проделав это при 
всех значениях $, 1 =1,...,[, мы получим, что в детерминанте с в левом 
верхнем углу будет расположен прямоугольный ящик из / строк и и. 
столбцов, все элементы которого равны нулю. Итак, первые в 
столбцов детерминанта с состоят из указанного ящика, целиком за- 
полненного нулями, а под ним расположен квадратный ящик из п строк 
и столбцов, детерминант из элементов ‘которого Х равен тождественно 
нулю по 2. Поэтому, по теореме Лапласа, детерминант с матрицы (52) 
равен тождественно нулю по 2. Но это для детерминанта матрицы фун- 
даментальной системы решений системы линейных однородных диффе- 
ренциальных уравнений невозможно. 

Полученное противоречие доказывает, что детерминант Х отличен от 
нуля ‘и, следовательно, все функции ДБ; ;) #=1,..., 1] = [+4 1,...т, 
определяются единственным образом из уравнений (55), независимо 
от выбора матрицы фундаментальной системы решений (52), обла- 
дающей необходимыми нам свойствами. Заметим, что матрицу (52) мы 
можем выбирать различными способами, но кс произвольно. Выбор се 
связан с выбором линейной формы Д.. 

Рассмотрим матрицу 


А Г © а (57) 
и обозначим через \;; детерминант, который получается из детерми- 
нанта (56), если в нем заменить строку 
У}, 1»... , Ули, 1 дут, 
на строку матрицы (57) 
Ут, 1»---› Уф, и» 43151. 
Тогда из уравнений (55) находим: 


№; . Е 
Е Е о (58) 
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Пусть 
Па вь СЯДЕТ, (59) 
— любая, но фиксированная матрица фундаментальной системы решений 
истемы дифференциальных уравнений (25). Из прямоугольной матрицы 
ук |), ЕЙ ат ПИ (60) 
ложно составить 


т. — 1 т! 
п = иж 
ы т (т — ИИ 


линоров порядка (|. Занумеруем их любым способом и обозначим через 


фа (2),..., Фин (2). (61) 
«сли в матрице (60) заменить строку 


* 


ь 
ИУ. в 1-1 <7 <, 
:а строку матрицы (59) 
* * * 
Ут’: Ут, И т. 

‘с из полученной таким образом матрицы аналогично можно составить 
т": миноров порядка ш. Занумеруем их произвольным образом и обозна- 
гим через 

Фра (2),--., Фы,т, (2), 1&15Ь 141%] <т. (62) 
Выбранная нами матрица (52) отличается от фиксированной матри- 
цы (59) матричным множителем 
Порт К, БЕГ ат (63) 
`де квадратная матрица (63) имеет своими элементами постоянные чис- 
га ск и такова, что ее детерминант отличен от нуля. Поэтому 


[| Уз, ||. АИ, — || Ук Пк Бере КЕ И 


ЕЕ | > у: К СК, в || ЕЕ (64) 


К=1 

Рассмотрим соответствующие равенства (58), выражающие иселеду- 
умую совокупность рационгльных функций 0);; через элементы матри- 
кы (52). Пользуясь равенствами (64), для знаменателя ^ равенств (58) 
Колучим выражение: 


а СЫ 1=1-1,...т, $=1,... 4. (65) 
К=1 


|(етерминант в правой части равенств (65) можно рассматривать как 
`етерминант произведения двух прямоугольных матриц: 


уж 7=1-1,...т, №=ф,...т, (66) 


ое В он, оба ь № (67) 
| 


|1о известной формуле Бине — Коши, этот детерминант равен сумме 
| роизведений всевозможных миноров максимального и-го порядка матри- 
вы (66) на соответствующие миноры того же порядка матрицы (67). 
'Тоэтому, пользуясь обозначениями (61), мы можем написать, что 


х= УВ» (2), ^=0, 


ХЕ 
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где постоянные Ву,..., Ви, — однородные выражения измерения (д от эле- 
ментов матрицы (67). 
Аналогичным образом, используя обозначения (62), получим: 


ти 
А: = У ркфь 3, 1 (2), Е! оон рее ить 
К=1 


где постоянные и ;,;— также однородные выражения измерения | от 
элементов матрицы (67). Следовательно, равенства (58) принимают вид: 


Ха, дк ФЕ, ук (8) 
Е Е 


У В фк (2) 
К —1 


>} вк 0. 
К=1 


Рассматривая всевозможные линейные формы А;, сконструированные 
по лемме 1 при различных значениях и, мы можем, вообще говоря, по- 
лучать различные совокупности рациональных функций Ш); ;, причем, 
быть может, даже соответствующие различным значениям [, 13 1< т —1. 

При фиксированной форме А, совокупность функций П;,; зависит 
еще от выбора минора матрицы (46) с отличным от нуля детерминан- 
том (выбор нумерации функций ]\ (2),..., [» (2)). Если такой минор фик- 
сирован, то совокупность’ функций Д;,; определяется единственным 0об- 
разом из уравнений (55), независимо от выбора матрицы фундаменталь- 
ной системы решений (52), обладающей необходимыми нам свойствами, 
причем эти функции могут быть представлены в виде правых частей 
равенств (68). 

Итак, каковы бы ни были значение п и линейная форма А;, скон- 
струированная по лемме 1, при [< т совокупность функций Д; ; всегда 
определяется равенствами (68) при некотором возможном значении [ и 
некоторой возможной нумерации функций ]) (2),..., ]т (2). 

Числители и знаменатели правых частей равенств (68) являются 
линейными комбинациями функций (61) и (62) с постоянными коэффи- 
циентами, а функции (61) и (62) являются определенными детерминан- 
тами, составленными из фиксированной матрицы (59) фундаментальной 
системы решений системы дифференциальных уравнений (25), и при фик- 
сированном значении [ и фиксированной нумерации функций }) (2),... 
.... /т(2) определяются однозначно; следовательно, они зависят 
только от функций Д (2),...,/» (2). Но число различных нумераций 
функций ]} (2),..., м (2) равно т!, а число различных значений { равно 
т —1. Поэтому число возможных различных типов равенств (68) не 
превосходит (т —1) т! и, значит, не зависит от п. 

При каждом возможном значении [ и возможной фиксированной ву- 
мерации функций ]) (2),..., /и(2) при помощи равенств (68) мы можем 
получать, вообще говоря, различные совокупности функций П;;, соот- 
ветствующие различным линейным формам А1, но для них числители и 
знамепатели правых частей равенств (68) будут. отличаться только чис- 


РАЕН У" ЗЕРЗЕИ 
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ловыми коэффициентами, которые зависят от выбора формы А, и выбо- 
ра матрицы (52). Поэтому, применяя к каждой из функций );; лемму 3, 
мы получим, что степень этой функции не превосходит некоторого фик- 
сированного натурального числа 9, зависящего только от функций 
(61) и (62): Это означает, что число о зависит только от функций 


И: (2),..., /ю(2) и не зависит от числа п и коэффициентов формы А.,. 
2 


Число всех функций );; равно [(т — 1) и ве превосходит числа "- - 


не зависящего от п. Поэтому мы можем обозначить через ©, наиболь- 
шее из конечного числа чисел о, соответствующих различным возможным 
начениям [, различным способам нумерации функций [1 (2),..., т (2) и 
севозможным значениям { и ], #=1,...,[, / =1-+1,....т. Тогда мы полу- 
м, что, какова бы ни была линейная форма В., сконструированная по 
глемме 1 при любом значении и, при [< п степени всех рациональных 
функций Д;,; определяемых равенствами (48) и (68), не превосходят 
фиксированного натурального числа 2, зависящего только от совокуп- 
ности функций ]; (2),..., [м (2) и не зависящего от числа п. 

Этим доказано утверждение, сформулированное после равенств (51). 
Вернемся к рассматриваемым прежде приближающим формам Д,,...,В; 
м равенствам (50), (51). Подетавим в эти равенства вместо переменных 
№/1,.... Ут функции ]] (2),...,/т(2) и обозначим через Т, = Т, (2) общий 
таименьший знаменатель всех рациональных функций 


нь ПА 


з случае, если [< т, а в случае, когда [ = т, положим Т, =1. Тогда 
выражения 


И ИИ, (69) 


рудут линейными формами от переменных /]) (2),..., /ш (2) с коэффициен- 
гами — многочленами от 2. 

В силу линейной независимости функций ]) (2),..., [т (2) над полем 
рациональных функций, из равенсте (51) и (69) заключаем, что ни одна 


из переменных /Г.,..., [1 не равна тождественно нулю по 2. Поэтому 
мы можем обозначить через г наименьший из порядков нуля при 2 ==0 
у переменных Гл,..., 4. При [= т имеем г = р. 


При {[ = т число г зависит только от функций ])\ (2),..., /т (2), а при 
'< т — еще от той совокупности рациональных функций 7), ;, которая 
›пределяется уравнениями (55) и равенствами (58). По доказанному 
зыше, степени всех этих функций Д,, ; не превосходят числа %%. Значит, 
этепени многочленов — коэффициентов всех линейных форм (69) — не 
тревосходят некоторого фиксированного числа, не зависящего от пи 
зыбранной линейной формы В!. Следовательно, при каждом возможном 
т фиксированном значении [ и каждой возможной и фиксированной ну- 
херации функций ], (2),..., /т (2) разложение любой из переменных Г,.. 
...[л в степенной ряд по степеням 2 начинается, по лемме 2, со сте- 
тени 2, не превосходящей некоторого фиксированного натурального 
исла г’. Обозначим через го наибольшее из конечного числа чисел г’, 
оответствующих каждой из функций Гл,....Гл при любом возможном 
начении [ и любой возможной нумерации функций ]/ (2),..., м (2). Тогда, 
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каково бы ни было значение п и какова бы ни была линейная форма Ву, 
построенная но лемме 1, число г не превосходит фиксированного нату- 


рального числа 7о, зависящего только от функций Л (2),..., /ж (2) и не 
зависящего от п. 
Положим 
ть (70) 


Обозначим через Дх,„` алгебраические дополнения элементов Ре; в 
детерминанте А, (47) и умножим обе части каждого из { равенств (50} 
соответственно на Ах ;, Е =1.....[, ири некотором значении #. Складывая 
почленно полученные при этом равенства, мы, очевидно, придем к со- 
отношениям: 


До (2) и о СР. (71) 


К=1 


Умножив обе части равенств (71) на многочлен Т\, ввиду 69), получим: 


| 
ее м, (72). 

= 
Выберем значение #, 1<:<1[, так, чтобы переменная Г. имела при. 
2 =0 нуль порядка г, и рассмотрим соответствующие из равенств (72). _ 
По лемме 1, линейная форма А, имеет при 2 =0 нуль, по крайней 
мере, порядка (2т —1) п, а тогда, ввиду равенств (27), форма А“. 
при 2=0 имеет нуль порядка не меньше чем (2т —1)п —&-1. По- 
этому из равенства (72) находим, что детерминант А. (2) имеет при 2 =0 
нуль порядка не меньше чем (2т —1) п —[—г-1, и мы можем на-_ 
писать: 


(2) == ОА), п. (73) 


где АД, (2) — многочлен от 2, не равный тождественно нулю по 2, так 
как До (2) = 0. 


С другой стороны, ввиду равенства (29), многочлены Рь;, ЁЕ=1,....[, 
по лемме 1, имеют степень не выше чем 


2п —1- (Е —1)4. 
Поэтому степень детерминанта Ду РИ | не превосходит числа 


в 


Обозначим через г, степень многочлена АД, (2). Тогда г; не превосходит 
числа 


ИЕ т в ГЕ, 


т. е. выполняются неравенства: 
ло (74) 


Выберем п_> п,, где число и, определено равенством (70). Так как 
г < го, то правая часть неравенств (74) будет отрицательна, если т — [> 1. 
Значит, при п> п, 


т=Ги До (2) = (2) = 0. 
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Цалее, при 1 =:т,ввиду того что г = р, равенство (73) и неравенства 
(74) перейдут, соответственно, в равенство (43) и неравенства (44). 

Этим все утверждения леммы 6 доказаны полностью. 

Нетрудно показать, что в случае линейной зависимости функций 
Й (2),...,/„(2) над полем рациональных функций для любой линейной 
формы ЁА:, сконструированной по лемме 1 при всех достаточно больших 
значениях п, детерминант А линейных форм В,,...,В„ будет тождест- 
венно равен нулю по 2. Мы не приводим доказательства этого утвер- 
экдения, так как оно не используется в дальнейших рассуждениях, но 
оно показывает, что ‘лемма 6 до конца решает вопрое об обращении в 
нуль детерминанта ДА системы линейных форм Д,,...., Ви, из которых 
форма А, сконструирована по лемме 1. 


$ 7. Переход от функциональных к числовым линейным 
приближающим формам 


До сих пор мы считали функции / (2),...,/„ (2) произвольными 
целыми функциями, составляющими решение системы дифференциальных 
уравнений (25). Теперь будем считать их Е-функциями с коэффициен- 
тами степенных рядов из некоторого алгебраического поля К, также 
составляющими решение системы дифференциальных уравнений (25), в 
ыы числовые коэффициенты рациональных функций О, ; (2) являются 
целыми алгебраическими числами из поля К. 

По лемме 6, при п> п, можно построить т линейно независимых 
функциональных приближающих форм В, = В, (2),..., Вт = Вт (2) от 
“-функций ]  (2),...,/„ (2). Но числовые линейные приближающие формы 
1, (<),..., Вт («), получающиеся из этих функциональных форм при 
2 —= а, могут, вообще говоря, окгзаться линейно зависимыми. Тем не 
именее оказывается, что среди достаточно большого числа первых из форм 
1, («), В. (=),... все же можно выбрать т линейно независимых, как 
это можно заключить из нижеследующей леммы. 

ЛЕММА 7. Пусть совокупность Е-функций } (2),...,/„ (2) Удовлет- 
зоряет условиям леммы 6, число по определено равенством (70), число & — ра- 
|венством (42), и — любое комплексное число, отличное от нуля и нулей 
ногочлена Т (2), а линейная приближающая форма В! = В! (2) сконструи- 
роована по лемме 1 при любом значении п» по. Тогда матрица коэффи- 
}\иентов числовых линейных форм В; (*), В. («),..., Вт (<) (28) 


Пса. от Лт (75) 


|за (44). 

По условиям леммы 7, число х удовлетворяет условию @Т («) - 0. 
оэтому если многочлен Д (2) имеет при 2 =« нуль порядка т, то. ввиду 
равенства (43) и неравенств (44), мы имеем: 


озеь (76) 
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Рассмотрим линейные формы В:,...,Вт и напишем для них соот- 
ношения (31): 


А (2) у, (2) = р Дл (2)В»к (2) = 


т 
= > Дь,1 (2) [Рьлл (2) У1 (2) +. --- Ри (2) у. (2), &=1,...,т, (77) 
&=1 
которые выполняются тождественно по’ переменным У, = У, (2),. 
. У, =У„ (2) и 2. Продифференцируем по 2 обе части равенства (77) 
и умножим результат на многочлен Т (2). Воспользовавшись при этом 
равенствами (27), мы получим тождественные по у1,...,У„ и 2 ©0отно- 


пения: 
т-1 


Т (2) А’ (2) у: (2) А (2) оли = 2 М кл (2) Вх (2) = 


т--1 - 
= > Миля (2) [Рьл(2) Ул (2) + ----Рьж (2) Уи (2), 1=1,...,т, (78) 
К=1 
тде /1. — некоторые линейные формы от переменных у:,...,У„ © коэф- 


фициентами — многочленами от 2, а Мхк1: (2) — некоторые многочлены 
от 2. 
Повторяя этот процесс т раз, мы придем к тождественным по у,,... 
. Ут И 2 соотношениям: 


т—1 т-= 
Т* (2) А® (2) у, + У А (2) Гь-ла= У Мь„ а (2) Вь (2) = 
К=0 К=1 
тт 
в] а 
= 1 Мьли (2) [Ркл (2) У (2) +. -- + Рьи (а) у, (2), &=1,...,т, (79) 
К=1 
где Гк-«— некоторые линейные формы от переменных у1,..., Уи с коэф- 


фициентами — многочленами от 2, а Мк. (2) — некоторые многочлены‘ 


от 25. 
В силу наших предположений, выполняются равенства: 


А) = Оо Ь 
Т* («) Аб (*) =В- 0. 
Поэтому если в соотношениях (79) положить 2= и обозначить 
Мь,- 1 («) = Вкл, то они примут вид: | 


т-х 
Ву, (<) ее У Вкл [Рь 1 (<) У (а) ...- а («) у„ (*)], 8 Е 0, йе — о т. 


& 


(80) 


Но у, (2),...,у„ (2) — произвольное решение системы дифференциальных 


уравнений (25), а тогда равенства (80) показывают, что переменные | 
иж, У„ («) представляются как линейные комбинации т - < линей- 


ных форм 


Рьл (*) ул (а) -- ----- Рим (а) у, (а), п 


оо ооо ный 


. 
Про ЧИНА УСТ. т = 
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ак как число т удовлетворяет неравенствам (76), то отсюда следует, 
ко ранг матрицы (75) действительно равен т. Лемма доказана. 
Коэффициенты степенных рядов Е-функций /о (2),...,/„ (2) и много- 
ценов 7 (2) и ТО, ‚ (2), №1 =1,...,т, принадлежат некоторому полю 
. Из леммы 1 и соотношений (29) следует, что и коэффициенты всех 
чогочленов Рх, Е =1, 2,..., &=1,...,т, также принадлежат полю 
. Рассматривая произвольное алгебраическое число «, мы всегда можем 
итать алгебраическое поле К таким, что к нему принадлежат не только 
оэффициенты степенных рядов функций /, (2),..., 7л (=), но и число а. 

Сформулированная ниже лемма дает необходимые в дальнейшем оценки 
личин | Рх (%)| и | Рк («)| в любой алгебраической точке х из поля К. 

ЛЕММА 8 [см. (?), (3)]. Пусть линейная форма В, = В, (2) (26) 
юнструирована по лемме 1, коэффициенты степенных рядов Е-функций 
|), ...›/м (2) и число « принадлежат алгебраическому полю К, а число 
(спределено равенством (42). Тогда при любом >0 для всякого значе- 
„я К, Удовлетворяющего неравенству К <т--Ь для значений линей- 
пт форм В» (2) (27) — (28) и их коэффициентов Рь+ (2) имеют место 
ютношения: 


| В» (®) | = О [и @т-5—9], (81) 
[Раз (®) | = О [пт], 1=1,...,т. (82) 
$ 8. Ранг совокупности чисел 7; (#),...,Л, (2) 


Будем говорить, что совокупность т комплексных чисел %1,..., бт 
неет ранг г относительно алгебраического поля К, если среди них. 
имеется г и только г чисел, линейно независимых над полем К, или, 
пугими словами, что эти числа связаны ровно т —т линейно незави- 
"мыми над полем А линейными однородными уравнениями вида 


ть 
У сила, = 0, А ИТ ЕР, 
#=1 

‘коэффициентами из поля К. 

ЛЕММА 9. Пусть совокупность Е-функций }, (2),...,/„(2) является 
эшением системы линейных однородных дифференциальных уравнений (25) 
‘линейно независима над полем рациональных функций, а коэффициенты 
чепенных рядов этих функций и число я принадлежат в алгебраиче- 
ому полю К степени й над полем рациональных чисел, причем оТ' (%) = 0. 
гда ранг т чисел } (*),...,/„(х) относительно поля К не меньше 


м 5 [6м. (2)]. 

Доказательство. Пусть ранг совокупности чисел ], (®),...,/„ () 
‘носительно поля К равен г. Точка « не является особой точкой коэф- 
тциентов системы дифференциальных уравнений (25). Поэтому среди 
сел /1 (%),..:,/„(%) имеются отличные от нуля. Отсюда следует, что 
> 1. Если г=т, то лемма выполняется. Если же г< т, то имеют 
сто ровно т — г соотношений 


Па о (©) = 0, РТ, (83) 


1—1 
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где [,.41,...,[ли — Линейно независимые линейные формы от величин. 


Л (®),...,/, (®) с коэффициентами ск‚; — целыми числами из поля К, 
причем 


| 


[ска |<, р ИО 6 
где с — постоянная. 
Пусть А, — какая-либо линейная форма от функций }1 (2),...,/м (2), 
сконструированная по лемме 1 при п_> по. Рассмотрим линейные формы 
В:,...,Вт-зь. Ввиду условий леммы 9, согласно лемме 7, матрица (75} 
для этих форм имеет ранг т и поэтому среди числовых линейных при- 
ближающих форм ВР, (*),...,Вт-+(®) имеется т линейно независимых. 
Тогда среди зтих линейных форм можно выбрать г форм, например, при 
$ =$1,...,5, Так, что эти г форм 


И (84) 


В &) = УРФО. 5 ить =..." 8 


1=1 
вместе с т— г линейными формами (83) были бы линейно независимы. 


Выберем целое рациональное число а так, чтобы число ах было целым 
числом поля К. Из равенств (29) и леммы 1 следует, что многочлены 


Рьз (2), &=1,...,т,  =1,2,..., имеют степень не выше, чем 2п — 1-2 
+ (& —1)9. Поэтому если положить 

8=21-—-1-9(т-:—1) = (9- 2)п + 0(1) =О(п), (86) 
то числа аёРь  (*), К =1,..., т-ЬЕ=У,..., т, будут целыми числами 


поля К. Если обозначить 


т 

Гь = а*В,, (а)= У аяР,, (а) }1 («), к З«т-Ь ЁЕ=4,...г, (87) 
1=1 

то т линейных форм [1,...,Ё»ж вида (87) и (83) будут линейно неза- 

висимыми линейными формами от величин /]), (“),,..,/„ (и) с коэффи- 

циентами — целыми числами поля К. 

Обозначим через 8 детерминант из т? коэффициентов а“Р»,,; («), 
=... г, =. о.т ао бег Ат о 
нейных форм Г1,...,Гш, а через 8»; — алгебраическое дополнение эле- 
мента К-й строки и {-го столбца в этом детерминанте. Так как все коэф- 
фициенты линейных форм Г[Г1,...,Г» — целые числа поля К, то 6 — це- 
лое число из поля К. Умножая линейные формы Гл,  =1,...,т, соот- 


ветственно на биз при некотором значении ти складывая результаты. 


умножения, мы, в силу равенств (87) и (83), придем к соотношениям: 


8}, (а) = УИ (®), 1. (88) 


К—1 С 
При любом = >0, по лемме 8, имеют место оценки: 


В, (©) = 0 п т ны ‚ (89) 


Р., (® = О 


так как значения $1, 


]; АИ... г, 2=4,... ть (90 


...)5т Не превосходят числа т -- 2. 


а егор Ма 
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НП. и помощи равенств (87), (83), (86), (90) и неравенства (84) полу- 
аем оценку: 


++ 1 аи 
Рок: |< тети? {00 [ ] = О [и (—1т], 
(91) 
Е: Г лана, 
‚ аналогично, 
О ОИ (92) 


Выберем число { так, чтобы ], () = 0. Тогда из соответствующего из 
эвенств (88) при помощи равенств (87) и оценок (86), (89) и (91) находим: 


д 1 Ре 
18 дет 22 18а И (| = т Хы, < 


= о От "О [п — (2"—— =) (93) 
< иг | 
ткуда 
5 = О [из =)^—2(т—1] т] , (94) 
Равенства (92) и (94) дают: 
М (5) = О [из+еть-ат--и, (95) 


се Л (5) — норма целого алгебраического числа 6 в поле К. Но норма 
злого алгебраического числа является целым рациональным числом, а 
ик как, в силу линейной независимости линейных форм Г. (%),..., [т(а), 
г детерминант д отличен от нуля, то должно выполняться неравенство 


| 


[М (6) |[> 1. (96) 


° Из равенства (95) и неравенства (96) получаем, что при достаточно 
‚льшом значении п должно выполняться неравенство 


(ЗН =) ий — 2(т— 1) >0, 


гв силу произвольности числа 3, — неравенство 


2т — 2 = 

> 97 

= (97) 
Из неравенства (97) утверждение леммы следует для т > 4, так как 

‚этом случае 

3 

2т—2 > >т 

ы 4 
'ли т = 3, то неравенство (97) дает, что г > 3}, а это для целых г 
8 р 
/ означает, что >. В оставшихся случаях т = 1,2 утверждение 


ммы тривиально, ввиду неравенства г >. 1. Этим доказательство леммы 
вершено. 

Доказанная лемма утверждает, что в случае линейной независимости 
нкций ]1 (2),...,]м (2) над полем рациональных функций числа ], (%),... 
.,/„ (%) не могут быть связаны слишком большим числом линейно 
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независимых линейных однородных уравнений. Это утверждение является 
центральным в рассматриваемом методе. Его непосредственным след- 
ствием будут общие теоремы об алгебраической независимости значений 
Е-функций. 


$ 9. Некоторые свойства алгебраических уравнений между 2 
целыми функциями .| 


ЛЕММА 10. Пусть совокупность целых функций ], (2)...,/, (2), [> 1, 


Р Л (2), . ой (2), 2—0 (98). 


где Р| у:,...,У,2] — многочлен от Т--1 независимых переменных У1,...,У, 
и 2, не равный тождественно нулю по этим переменным, с коэффициен- 
тами — комплексными числами. Тогда числовые коэффициенты левой ча- 
сти уравнения (98) могут быть выбраны целыми числами из поля К. 
Доказательство. Рассмотрим числовые коэффициенты в левой 
части уравнения (98) как неизвестные величины и подставим в нее 
вместо функций /1(2),..., /,(2) их степенные ряды по степеням 2, после 
чего приравняем нулю коэффициенты при различных степенях 2. В ре- 
зультате мы получим систему счетвого числа линейных однородных. 
уравнений относительно конечного числа неизвестных величин — число- 
вых коэффициентов левой части уравнения (98). Коэффициенты каждого, 
из этих линейных однородных уравнений будут числами поля К и после 
умножения обеих частей этих уравнений на соответственно подобранные 
целые рациональные числа могут быть выбраны целыми числами из. 
поля К. Поэтому и числовые коэффициенты левой части уравнения (98), 
могут быть выбраны целыми числами из поля КА. 
ЛЕММА 11. Пусть совокупность целых функций }, (2),...,/ (2), [> 1, 
коэффициенты степенных рядов которых по степеням 2 принадлежа 
алгеб раическому полю К, алгебраически зависима в поле рациональных 
функций, а х — любое алгеб ралческое число. Тогда [1 чисел } (а),...,} (а) 
алгеб раически зависимы. 
Доказательство. Если функции Л (2),...,/, (2) алгебраически 
зависимы в поле рациональных функций от 2, то они связаны алгебраи- 
ческим уравнением 


РА, „= Я Рь. и @@.-А49 0, 00 


05+ ----Е КК 


где можно считать, что Р[у!,...,У,2] — неприводимый многочлен от 
1--1 независимых переменных у1,..., у; и 2 е коэффициентами — ком- 
плексными числами степени А по совокупности переменных у1,...,/ 
> 1; Рь,....к (2) — многочлены от 2, в совокупности отличные от ну 
и взаимно простые, а суммирование в правой части распространяется 
на всевозможные неотрицательные значения индексов А:,...,Ё‚, удовле- 
творяющие указанным неравенствам. 


р 
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Применяя лемму 10, можно считать, что числовые коэффициенты много- 
ена Р[у:,...,У,,2], а следовательно, и всех многочленов Рь.,.... в (2) — 
гебраические числа. 

Пусть & — любое алгебраическое число. Положим в уравнении (99) 

—= а. Тогда это уравнение перейдет в нетривиальное алгебраическое 
завненис между числами ], (%),...,/ (а) с алгебраическими коэффи- 
‹ентами, так как хотя бы одно из чисел Рь,,.... к: (&) отлично от нуля, 
иду того что, по предположению, многочлены Рь,,..., к, (2) взаимно про- 
вы в совокупности. Лемма доказана. 
Замечание. Из доказательства леммы 11 ясно, что если функции 
{2),...,/,(2) связаны однородным относительно этих функций уравне- 
кем вида (99), то и числа ], (%),...,Л (9) связаны однородным алгебраи- 
ским уравнением. 


110. Совокупность произведений степеней рассматриваемых функций 


ЛЕММА 12. Пусть совокупность целых функций }(2),...,/„ (2) с 
эффициентами степенных рядов из алгебраического поля К состав чет 
виение системы линейных дифференциальных уравнений 1-го порх^`а 
„„ коэффициенты которых Ох; (2) — рациональные функции от 2 с цел ` 
‚ алгеб раическими коэффициентами из поля К. Тогда совокупность 


м 


Гоизведений степеней этих функций 


о ео. 
(100) 
#0 И ь 


» показатели .Ё№1,...,Кт принимают всевозможные неотрицательные 
пчения, удовлетворяющие выписанным неравенствам, а М — любое _на- 
уральное число, является решением системы линейных однородных диф- 
тренциальных уравнений 1-го порядка вида (25), в которой число т за- 
кнено числом т. Коэффициенты уравнений этой системы являются 
щиональными функциямис целыми алгебраическими коэффициентами из 
мя К и не могут иметь полюсов, отличных от полюсов коэффициентов 
стемы дифференциальных уравнений (2). 

Доказательство. Дифференцируя функции (100), мы получим 
отношения: 


т, ха р (2) ие 
т, та Я вл" @). -- 1, Е ‚ ОЗы+... № < М. (101) 
уу т ^ 4 
1=1 
`ли в этих соотношениях заменить производные + (В) мые: /, (8) ма пра- 


:е части соответствующих дифференциальных уравнений из системы (2), 
мы получим, что производная каждой из функций совокупности (100) 
дет линейной комбинацией функций той же совокупности с коэффи- 
ентами — рациональными функциями, являющимися линейными одно- 
цными выражениями от коэффициентов ©, (2) системы дифференциаль- 
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ных уравнений (2) с целыми рациональными коэффициентами. Это утвер- | 


ждение в случае неоднородности системы (2) будет верно и для произ- 


водных функций #»,..к„, У Которых индексы удовлетворяют условию 


и. Да 
ссли в правые части соответствующих уравнений (101) ввести ея 
%,...0. Отсюда и следует утверждение леммы. 
Я Лемма 12 останется, очевидно, справедливой и для 


совокупности 
— с" __ (М-+т— 1)! 
ры,и = СА та = М! (т — 1! 


однородных произведений степеней рассматриваемых функций 


о. (102) 


если только совокупность функций }\ (2),...,/„(2) удовлетворяет системе 
линейных однородных дифференциальных уравнений 1-го порядка (25). 


$ 11. Доказательство теорем 


Необходимость условия основной теоремы следует из леммы 11. До- 
кажем достаточность условия этой теоремы. 

Пусть © — любое алгебраическое число, отличное от нуля и полюсов 
системы дифференциальных уравнений (2). Допустим, что при условиях 


основной теоремы числа ]  (а),...,/„ (а) алгебраически зависимы. Тогда 
существует многочлен Р(у1,...,У„) с алгебр: ическими коэффициентами 
от т переменных у1,...,У»„, не равный тождественно нулю по тем же 
переменным, такой, что имеет место уравнение 

Р Л (),..., 1, (| = 0. (103) 
Обозначим степень этого многочлена по совокупности переменных у1, ..., Ут 


через А, где > 1. 

Мы можем считать, что алгебраическое поле, к которому принадле- 
жат коэффициенты степенных рядов Е-функций /1 (2),...,/„(2) и все чи- 
словые коэффициенты рациональных функций 0: (2) в системе диффе- 


ренциальных уравнений (2), таково, что к нему также принадлежат 


числовые коэффициенты многочлена Р(у1,....У„) и число а. 


Считая натуральное число М произвольным, напишем Им_к т выражений 


л(@®.. "ОРДЫ, №8 (104) 
Каждое из этих выражений является линейной формой от переменных 
(100) — произведений степеней функций /1 (2),..., /м(2) с коэффициен- 


тами — числами из поля К, причем эти линейные формы, очевидно, 
линеино независимы. Положив в выражениях (104) 2-0, мы, ввиду 


уравнения (103), получим и,„_, „ линейно независимых линейных одно- 


родных уравнений между и, „ числами 
поте, О сов бор 
< коэффициентами из поля К. 


ны еб побои оды овав анны 
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С другой стороны, по условиям основной теоремы, функции ], (2),... 
|, /т (2) алгобраически независимы над полем рациональных функций. 
рачит, при любом значении М совокупность функций (100) линейно неза- 
сима в поле рациональных функций и, ввиду леммы 12, удовлетворяет 
эм условиям леммы 9, если в последней заменить число т числом и 
йк как число х не является особой точкой системы дифференциаль- 
их уравнений (2), то, по лемме 12, х не является особой точкой си- 
емы дифференциальных уравнений, которой удовлетворяет совокупность 
тнкций (100). Поэтому, по лемме 9, ранг совокупности чисел (105) от- 


Им : 
‘сительно поля К не меньше, чем _ ‚ где й' — степень поля К. От- 


рда следует, что выполняется неравенство: 


М, т й 
Ммзтьй вины = : (106) 
оценки 
т, М т)! А т— 
Рм, т — и РАНА АА 
(М т)! (МА-+т)! = 
о м" (М №!т! = ОМ") 


эказывают, что неравенство (106) при достаточно большом значении № 
оотиворечиво. 

Полученное противоречие полностью завершает доказательство основ- 
эй теоремы. 

Докажем теперь теорему 3. При т=1, как мы заметили в $ 2, 
орема тривиально справедлива. Пусть т_> 1. Необходимость условия 
‘ой теоремы следует из леммы 11 и замечания к ней. Доказательство 
етаточности условия теоремы 3 аналогично доказательству основной 
оремы с той лишь разницей, что вместо совокупности функций (100) 
ссматривается совокупность 


т-—1 и (М-+т— 1)! 
Рм,т = В, тра = Смета = МГ Г. 
нородных произведений функций /], (2),...,/т (2) вида (102). 


Пусть © — любое алгебраическое число, отличное от нуля и полюсов 
стемы дифференциальных уравнений (25). Допустим, что имеет место 
авнение (103), левая часть которого — однородный многочлен степени К, 
> 1, от т переменных с алгебраическими коэффициентами. Коэффици- 
ты этого многочлена и число х мы будем считать принадлежащими 
алгебраическому полю А, к которому принадлежат коэффициенты 
епенных рядов рассматриваемых Ё-функций и коэффициенты всех рацио- 
льных функций Ок,:(2) в системе дифференциальных уравнений (25). 

В силу уравнения (103), при любом натуральном Л мы имеем ру_, „ 
нейно независимых линейных однородных уравнений 


2 (а)... Дит (а) РД (а)... › т (@)] =0, М... Вт =МЫ— А, 


носительно ру „ величин (102) с коэффициентами из поля К. Но, по 
товиЯм теоремы 3, между функциями /, (2),..., ]м (2) невозможно 
чородное алгебраическое уравнение с коэффициентами — многочленами 
#. Поэтому при любом значении М совокупность функций (102) линейно 
ависима в поле рациональных функций и, ввиду леммы 12 и замечания 
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к ней, удовлетворяет всем условиям леммы 9 с заменой в ней числа т 
числом ру т. По этой лемме, ранг совокупности чисел (102) не меньше, 


чем ВСЯ где й — степень поля К. Следовательно, мы приходим к нера-. 


28 
венству 
р 
которое ‘вместе с оценками 
ИЯ = ее" + 0 (м), 
ры, т — Вт, т = О (М) ь 


при достаточно большом значении № противоречиво. Теорема доказана. 


< Поступило 
20. Ш. 1958 
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СУНЬ ЮН-ШЕН 


| О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИЙ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
| ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПОЛИНОМАМИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе устанавливается точная верхняя грань наилучших прибли- 
жений тригонометрическими полиномами порядка п —1 периодических 
функций классов И”) и Я) при г> 6. 


$ 1. Введение 


Пусть И!) (х > 0) есть класс непрерывных функций 7 (2) с периодом 2, 
‘меющих г-ю производную /”(5) в смысле Вейля, удовлетворяющую 
Ссловию 
ов ир| /^5 (2) [< 1, 
0<х<2п 
74% (г> 0) — класс непрерывных функций (т) с периодом 2т, для 
‹оторых 
5$ 5ир | (2) [< 1, 
0<х<2т 
де 7 (1) — функция, сопряженная с } (2). 
Известно, что функция (1) принадлежит классу И’ в том и только 
‘ом’ случае, если она представляется в виде 


25 
= К, —2) (04, (1.1) 
0 
де 
К. (== 2 К "03 (= — >) , 
(1.2) 
2" 
е5з зир |ф (#) | < 1, (04 =0, 
0<1<2т ) 
`/(5) принадлежит классу Я”, если она представляется в виде 
Й 2 
1(2) = = (К, —1) (04, (1.3) 
0 


5* 
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где 


К, (#) = У Риш (в -- =) р 


=1 
(1.4). 
25 
езззир | (8) |< ‚ \з0й=0. 
0<#<2п > 
Задача о нахождении точного значения величин 
и зир Е» (/)с, (1.5). 
уе’ (г) 


где 
Ев (} с = шш шах | (2) — Т, 1 (2)|, 
Та х 
а Т„_, (2) — тригонометрический полином порядка не выше п —1, впервые | 
рассматривалась Ж. Фаваром в 1936 г. при целом г. Именно, Ж. Фа-_ 
вар (11), (12) доказал, что 


6.7), = зир И = Е = 3..., в=1,2,3,...), (4.60 


034 
и. 


где 7 | ТТ» означает, что 


911 А? 


она 1=0 (= 0,12... и-=4), 


Е —_ дуу(г—1) 
к. =» 29 


о УЕ 


Ж. Фаваром (1?) и, независимо от него, Н. И. Ахиезером и М. Г. Крей- 


ном (1) было также найдено точное значение величин 


6,07”), = зир Е, (0 (1128545 .) (Ча 
ТЕТ 


снова при целом г. Эти исследования были продолжены' Б. Надем (“), 
С. М. Никольским (5), В. К. Дзядыком (2) и С. Б. Стечкиным (8). Первый 
результат, относящийся к настоящей задаче при дробном г, принадлежит 
В. К. Дзядыку, который доказал, что если 1 (2) 6 И’®, то при 0 г-Я 


©, (’®). = == ыы МЕЦ, ОЕ ре | 


з И 1 
где 
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Объединяя оба я (1.5) и (1.7), С. Б. Стечкин (8) ввел в рас- 


(отрение класс И") (®) всех непрерывных функций /(5), представимых 
‚виде 


2п 


= | Ка—2 (04, (1.9) 

ке } 
К (№ = Ук" И 1.10 
(2) р сз ( + >) ( ) 


> 0, х — любое вещественное число, а ф({) — существенно ограниченная 
змеримая функция, удовлетворяющая условиям: 


2п 


езз зир | Ф(#) |< 1, \е(0 а = 0. 
0<<2= 


0 


(егко видеть, что И’) (г) = ®, а И’ (г-+ 1) =. 
Рассматривая случай 0 <г<х<2— г, где О<г<1, С. Б. Стечкин 
оказал, что 
в.” (а)ь = зар Е, (/ье= зар |716 = 


1ЕЙ/(Т) (<) 1ЕУ/(Г) (а) 
Тит 


К 
ое. (1.14) 
п пГ 


це 


ва 
К, «а = т —^ 2х есь 


‚ качестве следствия он нашел точное значение величин (1.7) при 
1 
Г. 
В дальнейшем через Н» будем обозначать класс всех существенно 
граниченных измеримых функций ‹({), удовлетворяющих условию 


оз 5пр| $ (1) |< 1 
0<1<2" 


В настоящей работе мы докажем следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть } (1) И” (а), где г > 6, х — любое действительное 


исло, т.е. 
2т 


(а) = № +: \ Ка— 2) (04, 


Эе 
ВЕ у Е "08 (в = =.) ь 
1 


ф(#) — существенно ограниченная измеримая функция, удовлетворяющая 
словиям: 


езз зар |Ф (#) | < 1, ва = 0. 


0<1<2т я 
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Тогда 
@. И” («| = ты ЕР» = вр [1/1 = 
(Г) (а) У(?) () 
та 
К 
и А: (1.12). 
где 


к ЕЙ О 


А; (7 == ей (2 т 4+ 
<в<! и Вк есть корень уравнения 
во с08 | (2% + 1) В" — 
ый —56: (1.14) 


Е (2 +1)” 


Для классов функций И, И” имеют место следующие предложения. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть г>6, / (2) ЕЙ’; тогда 


(П 6.” = зар Е» ()ь= зар || = 
ЛЕ’) ДЕ’) 
11Ти—1 
К 
Е И (1.15) 
п п пг 
где 
| ы виа (29+ 08=— "7 | АЕ. 
ЕЕ оно — 
0 <В<1 и Вт есть корень уравнения 
5 с03 [= + 1) В == 
= Ё. ———————дд—дДдд—ддддд_д_д 0. не, 
Не ви | (1.17) 
(П) Если }(2) имеет непрерывную г-ю производную }) (х), то 
Ев (1 <—-—^ Е» (1). (п=4,2,3,...), (1.18) 


где 
© эт [> 4+ В — > 
= (2 + 1+ : 


д. = 


Константа в неравенстве точная. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть г> 6, / (2) ©”; тогда 


(Г) $, = зар Е, (1). = зар |/|‹ = 
уе (г) {ЕЙ (г) 
11.Ти—1 


1 р т 
=- В» ( ‚ыы (т=1,2,3,...), (1.19) 
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ты 


де 
—\; 2 с08 [> + 1) 8 — >| 
К, = ый 
у (+ | И 
ВТ и Ве — корень уравнения 
а зщ [> -- 1) В= => 
Н/‚( В) = 0. 1:21 
(П) Если 7 (2) имеет непрерывную г-ю производную И) (1), то 
К г 
в: - © Е, (0). в=1,2,3,...), (1.22) 


пг 


> с0з [= бя > | 
(2 + 1” 


А, = 
У=0 

Константа в неравенстве точная. 

При доказательстве теоремы 1 мы используем методы, развитые 
. К. Дзядыком в его работе (?). Первые части теорем 2,3 являются 
ледствиями теоремы 1. Что касается вторых частей, то они являются 
ростым следствием общей теоремы, сформулированной в работе (14). 

План настоящей работы таков. Центральное место занимает доказа- 
ольство теоремы 1 при условии 02, которое не ограничивает. 
эщности результата. После этого дается доказательство неравенств 
`.18), (1.22). В последнем параграфе, ссылаясь на известную теорему 
. М. Никольского (5), мы обобщаем полученные результаты на случай, 
огда рассматриваются приближения в метрике [.5л.. 

Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину, под руководством 
оторого выполнена настоящая работа. 


$ 2. Исследование функции Н (8) при г>1, 0% 2 


Сначала приведем одну лемму, принадлежащую Фейеру (10). 
ЛЕММА 1 (Фейер). Если коэффициенты ряда косинусов 


[> 
& (8) = Ух, соз (2 —1)1 
У=1 
ложительны и трижды монотонно стремятся в нулю, т. е. если 


и, ->0, и>0, Да, =, — в, > 0, А 0, АО, 


2 (#>0 при 0<:<-, _ 80<0 при 5 <1<* 


(Е) монотонно убывает при О << т. 
Если же коэффициенты ряда синусов 


® (1) = У В зщ (2 — 1) 


УЕ 
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положительны и монотонно стремятся в нулю, т. е. если 
8,0, В, > 0, ДВ, >. 0 


то й (1) >0 при ОЕ т. 
ЛЕММА 2. Пусть г>1, О%«<2и 


‚© сов [2+4 1—2 
Н( = 2 сета. 


(2.1) 


Тогда: 


1°. Если 0<«<1, то существует единственное число В = В (г, ®) 


такое, что 1 << и 


Н(Вк) = Н(В- 1) =0. 


Функция Н (1) на периоде 0 <+<2ж меняет знак только в этих двух 
точках. 
2”. Если 1 < а то [существует единственное число В = В (г, ®) 


такое, что и и 
п (В) = Н\\-Е 1т) = 0. 


Функция Н(Г) на периоде 0<1< 2 меняет знак только в этих 06ух 
точках. 

Доказательство *. Допустим, что О<ах< 1. Поскольку 
Н (1+ =) = —Н (1), то достаточно рассмотреть функцию ЁЯ (1) на отрезке 
0 << т. Положив 


’ 


т о И" — 


ФУ +91 Ч.) УИ Пу 
имеем: 
Н (1) = с03 р Ф, (Е) + т `_ Ч, (8). 


Но, согласно лемме 1, при 0 <Ё <- 


Ф,()>0, 4,(0>0. 


Так как 
Ф, (0) >0, Ф, () о ео ВОВ Ч, (:)> 0, 
то Н(>0 при 0 <<. 
Если 5 <Е<т, то, согласно лемме 1, Ф,(1 |. Но мы имеем также 
4, (1) | при >. <1«<‘т, так как 
4, (1) =Ф,. (< 0. 


Принимая во внимание, что 
па ._ п 
соз > 0, т — 0, 


* 
Случаи 9 =0, а == 1 тривиальны. 


НАИЛУЧШЕЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 73. 


= заключаем, что функция Н(!) монотонно убывает в интервале 
-<1«т. А так как' Н (п) = —Н (0) <0, то отсюда следует, что в: 


пт 
тервале -- << т существует единственное число Вл, зависящее от 
и о и такое, что 


Н (в) =0, > <В<1. 


Функция Н (1) меняет знак в этой точке. 
Итак, первый случай полностью доказан. Второй случай доказы- 
вется аналогично. 


Следствие. Пусть г>1, О%<к<2 ив 
со сов [ (29 +1) г — 28| 


= м - к 
Нь (1) У т : (2.2) 

беда 
3191 Н» (#) = воз (пё — Вт), (2.3). 


де во = +1, О%В<1 и Вк есть корень уравнения Н (В*«) = 0. 


$ 3. Интерполяционный полином для функции К ($) 
при г>2, 0%а<2 
Приведем лемму Крейна (3), которая нам понадобится в этом пара- 
рафе. 
ЛЕММА 3 (М. Г. Крейн). Пусть @ (1 — суммируемая функция с пе- 
иодом 21, ^— любое число, а Т,_ (1) — тригонометрический полином 
орядка не выше п—1 и такой, что С(—Т,—( обращается в нуль: 


точках 
мн. бе 


'огдадля того чтобы разность С (1) — Т,. (К) обращалась в нуль в точке 


Сы 


— п, необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство’ 
21—1 


У 16 (+ >) 0. 
у=0 
Рассмотрим сумму | 
ке"! <), (3.1) 
У=1 


де функция К (+) определяется формулой (1.10). Легко Е что’ 
ыражение (3.1) с точностью до знака совпадает с функцией 7—0) 
(2.2)]. Возьмем все корни функции Н»({) на периоде 0 << 2м. 

то будут точки 
р (+-+-)=, В (= =, (3.2). 


п п 


де о<8В<1и Н (В=) = 0. Согласно лемме 3, существует тригонометри- 
еский полином 0’, (#) порядка не выше п —1 такой, что разность 


КО 0.0 (3.3) 


бращается в нуль в точках (3.2). Построим этот полином. 
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Положим пи = т — Вк; тогда 


К (= К(ь+ 1") = У аи созйи + У! вк эт Ки, 


К=1 К=1 
где 
КВ" па ‚ ([ЕВх па 
сов" — 7) в (№5 ы) р 1 р 
ак = 7 , Вх о ит ( к. ) 


Построим интерполяционные полиномы порядка п—1 для функций 


со 


[--2 
» аксозки и № р; зп Ки с узлами в нулях функции зт пи. Пользуясь 


интерполяционной формулой Б. Надя [см. (2), (“)], получим: 


со (* >) 

; . . й . 7 . 
У, 6; т 7 — Т»—1 (а) = 2 эт пи ы с; с0$ ] и, 
)=п 


3=0 
где 
со 
= Уи» (=0,1,2,...), 
1 
и 
со р со й 
У, 4; соз и — Ти (и) = 2 пи Уа 1 7%, 
1=п 9=1 
‘где 
и со со 
— Хх {а(—1)" — ат} = — Уранне-ь : 
1=1 1=1 
лоскольку 


со 
Учи» = 0. 


$=1 


Итак, мы имеем: 


® ак с05 Ки -- о фе зш Ки — а (и) + аи (и)} = 


К= К=п 
с со со н 
—= 231 пи т -- Ув; с0$ /и —- Ус; 51 ла) == 
7—1 = 
> Эш [> +108" — = | 
= — 2шп и и ВЕ ВЗЫ. С 
р: (29 + 1)" п" 23 


у=0 
: п ‚ Вм 
со со во [29+ т Е" | . 
о в Ра 
п . Вх 
© со ` ©08| (2—1) вт А рр" 
>|. | - ыы ] т па} = 


(2—1 +7” 


(3.4) 


(3.5) 
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т, 1 > ва (2—1) 8= — 72 
= — 2 ша У А 


У=1 
(2+1 +7” 


в 


9=1 у=0 


= — 2эщии ИУ о =] г зв [+0 "| 


о (2-1) п’ п Ач” 


03 ЕН 


© со со [2 +198" — 7] 
р КР +л" 


1=1 у=0 


т п} — 2 т пий/» (1), 


(п) 


а 
И„(=— + у (а соз 7ё - а" эт 70, 


1=1 
це 
и. зав [(2»—1) в" "| 
х. А ®-Юв+т 
‚ © 003 ЕО 
4" р Оо ..) 
ры Ты — — 9") +17 (+— ры 0$ (в — = 
Е=0 


- тригонометрический полином порядка не выше п — 1. 
Для функции И’„(Г) имеет место олодующая лемма, аналогичная 
цной лемме Дзядыка (2). 
ЛЕММА 4. Для любых натуральных чисел т и М справедлива фор- 
нула: 
у 2М—1 и 
И’ (9 = МУ" У Им (у + и) 0<1<2%). (3.6) 


у=0 
Доказательство. Имеем: 


2М—1 


У И’зт (557 эм + м)= 


У=0 


> ‚2—1 (2№т) Е уп (ат): [Е уп 
=, У {4 со (5 -+ т) + 4 7 (5 + 1) = 


1=0 у=0 


со (ом и : я со (а№т) 2—1 : ее 
” 7(2№Мт . (2№ т) а =. 
=> Я воз (м-+ т) + 4 Я 11+ т) 
1=0 у=0 1—1 у=09 
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Но 
2М—1 о у= 0 при, == 0, 2, 4М',..., | 
> эп] № а при 7 = 0, 2№, 4М,. 
У=0 
2—1 р жут 0 ри ме 0.2 4... 
3 м+т)= 2М№ 05 = при = 0, 2М, 4М, . 
У=0 2№ 
Поэтому 


2—1 : со я —_ 1 о№Мт)/ 76 

т (2№т -\ ( ) 2 
Ут (5 + №) = х (2№) 4") сов 5 у (2№) 40" зщ 5 = 
У=0 


9=1 


= =2м{ х ат) сов 7 | хе эт п, 
—= 


2№) 
где 
> сов [ (2 — 1) "| 
(2Ут’ —_, 
Ч, м; й му № [(2У— т - 7” 


У=1 
‚> ми в 


7“ 


(2№т,) А 
ом 


При 7/=0 первый коэффициент первого ряда есть 


Й © 9 [© 1) в" 


1 дем) _ 1, 
2 2 м м ут 
Итак, 
в. + уп Л 
я а 
й И’ кт (5 НЕ м) (2м)"—1 ( ) 
У=0 


Лемма доказана, 
В дальнейшем мы будем полагать, что 


В [© на = ы 


$ = $101 о щи у (3.7 
У= 


где по-прежнему г>2, 0<«<2, 0< ев Н (8*) =9. Наша цель — 
показать, что пои ОЕ 2м, п=1, 2,3, 


вИ/, (6) > 0. 


Из-за сложности функции И’, (Е) нам придется оценивать ее разным! 
методами в середине отрезка 0 <#<2м и вблизи его концов. 


$ 4. Оценка функции И’, (#) в середине отрезка 0<ё<2л 


ЛЕММА 5. Для любых чисел г>5, 0<«х<_2 существует числ 
по (г, ®) > 0 такое, что при п>> п (г, ®) 


8”, ()>0 (<:<ж—). — 44 
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77 
Доказательство. Имеем: 


а(®) со со я 
Й’, ( =— а”) соз Е-- ма" 911 7, (4.2) 


=1 )=1 


4) 


- 1 1 
У 4 соз й = у” 008 (1 +54) _ 


1 
1 = 4311? 


г = 


= Уд” с0з (7-1); 
р зи? 4 511? — 


хм 


у” эт = ул” (7 яшЕ- 910 (7-4) 


1 
р рее 4102 — > 
С й со со ( ) 
$ш . р у 2 7(п)’ . 
= =! 1-1) 44° — — УХА" а” вт (7-Е. 
4511? 0 о 


па 


со Ш [2 +В — = 


со г т (т - 
У 424” = да® = а" —а® = ее д, 


9—0 У=0 


е 
Л Аг (г - 1) 
0 (=) < о 


А, — абсолютная константа. Кроме того, 


У (1+ 1) 44’ =0. 
3—0 
этому 
со зш | (2% - 1) в" 
у 1 | 2 О и 
И". (1) = дпт- $102 т 2 (2у г я (.) 
Е | 2% 24 ор) А щи. 3) 
4? 2. гы 1—0 ] 
Положим 


х; = а, р: ея 


ие) 
со п | (29+ 1) ит 
(п) | : О, 
О Ри" 5 


У=0 
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Тогда 


со со ©, х 
хх 44° соз (7 1) =, Х;1 с0$ (7 - 1): =» И 608 ё — > = 


2 =0 ит 
сие У 42, [1 — сов +1) — >. (4.4 
4зи? 
а 
Но 
—= 44°) = 4® — 24° + 4 — 
” И а ЗУ 4) Ве 2 
и (7 И [+987 


- ка 
2249 НЫ Й 
де В ЯНИ +) 


где 


1 Аг (г 1) (г 2) 
а 


а А, — абсолютная константа. 
Далее, 


АА Аа. 
| <; {= а 


Таким образом, 


у А, их д 
< ао} 
М со а ры к 
хх! тата 


т ие т 
Па (аа ИФ -т рф ОтР р = 


ее Фи 1 4 
и О (4.5) 
ГД 
( 1 ви дЕНСьЫ 


пг-+4 пг-+4 


а А. — абсолютная константа. 
Положим 


х; = АО, 7 = 1, 2, 3, > АО 


= 


где 


С с05 [> + 1) В* -*| 


4} = 
[(29+1) п — 4] 


вый а. 


У=0 
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Тогда 


у 42а" эт (1) Е = ав (1) Е = 


9=0 2=0 
у хзши = ре - Уо+ 04, = 
У=0 4зы? 5 
1 =: о, 
— У А», мт (у + 1). 
А? У=0 
‘читывая, что 
ыы й 
СУ {4 Го еее Аи 
| |< __ [(9—1) + (2—1 п] ] 
рхучаем: 
2 В ЕК 
О ый 
=: со [>>] у й и 
-2 а ЕН 
$=1`У=0 
_х 1 [. А ыы } = 
я Ув Иа] (2-4 (2 и -аР 
Ре а 1 1 
ПУ: р (—" й 0 (=) 
де 
14 Аи 
0(-ч=) < < : —_ 
А. — абсолютная константа. 
Аналогично, 
со т с © ра й | - 
ом 20% 351 [9—1 + (2—4) п]" 


ТЕЧЬ 8 


р 9п— 1". (2—4 (+ [фт 


+9 +2) 
ина и ГИ а ==) 


1=1 


( 1 ) Авг (-Э (4.6) 


ига > о 
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Итак, 


и °5 эт | (2% + 1) в" 
2 7(п) , Н- и 
| х Аа; соз (7 - 1) | < ог? | (2у + 1)"12 

=0 


Ат ("+ 1) (+2) еее 
Е 2пГ-3 


473 т? —— 


ВЫ АЗ 
2 ЕН дла иа > 


ГА 
2 | соз— 
2 (п) 7 (г 1) 1 
у АЗ" эт о и па 
3—0 Азш = 5 1—1 


го | 
ив Рыов+ 
1=1 


ее а, 


ОЕ 1 | 


$ ГА 
Ап” 3 з10? > 49112 > 


т--4 


Отсюда следует: 


со т [=> + 1) Вх — = 
И | о ее ВыЕ 
а т 10? -. 2 (+ 


в. 1 ое 


С 8 — в 
п? зи" тв (22—44) пзш- — т. 


(4.7) 


Отметим, что оценка (4.7) имеет место для любых г>2 и 0 <«<2 
и что всегда 


<> Эш [> +08 -* 


|5 т Фа — 0: (4.8) 


уУ=0 
Учитывая, что 


= Е о: 


У=1 (2 +1)" ’ 
получаем: 


|0 (8—2) = Е ‚иЧОИЕ- 
У=1 


{1 д 


“”) ‚ где А, = 3; тогда будем иметь: 
пи?) _ 8+0 (+2) ее 39: 


+ (+2) 
по пазл ие Г Кг? р? 2 
2п 
Па РВ = р 
пб" НИ Кг ЗЗРРМ, 


п. 
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Если >, по 


°° эт | (2 +4 а со 
О о бен : 
а ай 9 г? НЯ (22—14) 
=. ; [02 а 1 
Хон 24 [8—3 *|-4 Хун 
со со 
я 1 4-6 1 
9-55 21 27—18 85 7 > 
Уз—9 1 28 1 2х4 
= 45 10 75 $ (У 0 + Увнх| >06. 


Отсюда, на основании (4.7), заключаем, что для любых г>5 и 
<а<_2 существует по (г, ®) > 0 такое, что при п > по (г, &) 


/ 3* 3" 
И, ()>0 (<: <ж=— =). 
Лемма доказана. 
ю. Оценка функции И’, (&) в окрестностях концов периода 0 <#<2л 


ЛЕММА 6. Пусть г>2, 0%х<2, 0<В<1, Вк есть корень урав- 
ния Н (В№“) = 0, 


ря с0з иди -- 


© с зла [ (2 + п 98 
(2 1 -Н и)’ 


У=0 
о > ев = — * 
\ > | = | эт Хиди (5.1) 
0 0 (29-1 -и)" 
*, — любое положительное число. Тогда 
Бла и", (2) = И (4) (5.2) 


вномерно относительно |Ё| < № 
‚ Доказательство. Заметим сперва, что функции 


у $1 [(2», + 1) В*] 


с0$ [(2у + 1) Вж] 
о СО и)” - 


ое 


) 
У=0 


гь монотонно убывающие функции от и. 
‚Допустим, что || < Ао, где № — фиксированное число. Тогда 


п-т’, (= )— И) = 


% © ] ват Та 
ил у зи [+08 5 +*(—)] — И (&) + 
У [2-ю +7 
со со 1 [ ти ее РЕ ® 
нЕ] ее, 
(+в - 


1=Мп-Е1 у=0 


Язрестия АН СССР. серия математическая, № 14 
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где М№М-- любое натуральное число. Так как 


| © © ЭП [> +0" — 22 +*(-— | гии) 
. 7 п . п 0 

аль У 0 9 

ты Миа у—0 [(29 +1) +7] п->со 

равномерно относительно всех К, то для заданного малого 5>0 всегда 


можно подобрать числа №, по >0 такие, что при пхп, М> № 


ие а [(2* +1) + (| Я 
| С ен о [+ п+7" Е а т Зе 
Имеем: 
а за [2-4 а] 
Ё р [(29 ++ 7 з 2 | < 
Е вт [2+0 =" + (| 
<|" 22 о иеЕ 
№ © вро[(2У-)вя — Аы | 
= (Аи) 4 + 
= © чб [ (2-4) 9 — Вы | 
> (2-1 + аш |. 
Возьмем М>. № такое, что 
со © за [ вт — ыы 
[> Уи) | < 


равномерно относительно А. Зафиксируем это №. Поскольку || < №, 
то полная вариация функции 


со п [> Ч) вт — + ы 
нЕ. (29 +1 - и)" 


на отрезке 0 и < М при |А| < А, будет равномерно ограничена, т. е 
существует с (№, №) > 0 такое, что при 1#| < № 
№ оо Фа ЕВ 
[У эро [2% +1) В 5 № | 


0 ‘у=0 (уве нЕ и)" 


}севым) < =. 
Тогда, согласно теореме Полиа.и Сеге (17), имеем: 


№ © 1 2 о и 
зто | у 1) Вя 5 то Г) 


|5 


=1у=0 (2+0 в +7” 
| у т [> 1) Вх — то ы 
0 


аа < ° №. 


ее (4-м) 


\Ахя 


‘оэтому если мы выберем п >. по такое, что 


м, 


› при п-—> со будем иметь: 


п’ (>) (1) | < 


вномерно относительно |#| < №. Лемма доказана. 


ЛЕММА 7. Если |К| <3г,г>. 5, то 


1 
(1 и)” 1 (1 + и)” 


Доказательство. Заметим, что 


1 ЧЕ 
0 


сюда получаем: 


со со со 
Г (г) \ 608 Кии \ с0$ Ки | 27—1е— (+4): 424и = 
0 0 
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с03 Киди <11+ (8+5) тв} с03 Киди 
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(5.3) 


(1 м)" 
_ р © —2„Г 
== | Е == е—\* со; Киди42 = \ и. . 
0 0 0 
г с03 Киди 
едовательно, интеграл | Чи)” ' как функция от А, монотонно 
0 
ывает. Далее, при || < 3х 
со со со 
с0з риди \ и с03 Киди р иди 
(Е м)" 1 (1 и)” (1-Е и)" 
0 ры 0 о" 0х 
со а, со имеет 
соз Киаи \ с03 Киди Ш соз Киаи 
(1 м)" 5 (1+ и)" у + и)’ 
| 1 4 | 
=1-- <1- > - 
с0$ Киди 1) ( 2) \ с08 3 гиаи 
ее НИ Е 
(9—2 \ Е ( У аи’ 
—2 
реа 
г е 72748 
\ 22 + 9? 
0 


6* 
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де Ч ВР РЕВ ОЕ Е 
со 1 
= — (Зг)"—1 | е 8" иди. -- \ е_ 3" итди } = 
1 0 
| ` С Ч 
и 1 (Зг)"—1 | г—1 ее ит аи -- | е— 3" и'—2 ди — ежи } = 
| 1 


о 9 ге 
0 
ыы С пе 4 1 
3г)— "—1 т — ЕЕ —% 
= ( 7 { т \ е— ти ит-2 фи, + (1-— Е )\ ети ит аи — о } : 
0 1 
Учитывая, что 
со 
\ е—зти ит-2 фи, = 1 
(3) * 
0 
и 
со со й 
енг \ е- 3" ди = —__, 
\ -й ЗгеЗ" 
1 1 
находим: 
г е 22142 (37) 1] Г (г) 1 (1 т— и О ры 
52 -- 9г? 2 оз." — гор те Зт ав 55 
0 


в В ТИ) г—1 =”) || 
18 и (1 ыы тез" } р 
Пользуясь формулой Стирлинга: 
в 
Г (г) =е*г_ 28 (2) 2 


где 0691, получаем: 
С Е 71" $ АЕ ЗЕ 
\ 22 9? а 18ге" И. ое — РО а. }> 
0 


вт ИУ (1+75.) (3) }. 


= 48ге" 


Допустим, что г>. 5; тогда 


и 


ия ия 
Итак, мы получаем: 


со 

ав 7-1 . 
\ е 72’ 42 о г У» 
0 


а 97? ^” 350 ° 18; 


со А 
й | _е_ 12748 349 ги У2ть 
Г(г— 2) 2° -|- Эла 18-350 тег Г (г—2) 
0 
_ _ 349 (г (Г—2) й 
— 18.350 т о. 
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це 9, как и раньше, заключено между 0 и 1. Отсюда следует, что 


0 


| с0$ Киди <{1 НХ 18.350 с ге12т К с0$ Киди 
ие ие 
= со 
1 тет с03 Киди 
<{+ (8+5) с ==} (и) ' 


0 


е |&| <3г, аг>. 5. Лемма полностью доказана. 
ЛЕММА 8. Если г>.6, то при || < 3х, О0%3а<2 


в’ (&) > 0. 


Доказательство. Сперва напомним, что 


со зт [> ба = 
= = $10 


РЕ 


У=0 


о с зт [=> фа = з 


ив =) > 


со Аийди 
ое -Е АНИ)" ы 


— 


и < с0$ [> вт — "| 
0 


5ш Киаи. 
3 (2-1 - и)” 
всем 
о © зщ [> +1) В" — =” | ; у Сов Ч 
\ я Де с 2403 диди = чп 8—5) п \ ау. -г 
9 у=0 (2у 5 1 НЕ и)" ` 0 ( 
> зо [ (2% +1) +1) В — = я с0$ (2% -- Е Киди 
У=1 (2% У-+1) ры 0 |. + 7% 
сть |4 | <3Згиг> 6; тогда 
5 зал [ (2-1) Вале.” ОЕ соз (2% - 4) Киа |< 
я ЕВЕ. ЕК 
р (2 ны пу 5 (1 -- и) $ 
= 1 г 0$ (2 - 4) Кидм < хе 1 \ 608 Киди_ 
<> (2+ 1—1 о > о. Я 
ее 65 сз] (2 +74) 8" == =; | 
| \ У зш Кии | = 
В (РУ В — 
5 с05 [> 1) ) Вл == Е оное с05 (2% Е 1) Киди | = 
ео л ТТ ЕЕ ри 
= | т (из уе 5 (1 -Ни) 
со 
со 
3» > 1 1 п с05 Кии 
< РЕ р (2+ 1) и > (2 - 1—2 ; (1-- иу"—1 2 
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в силу оценки 
605 (в — = )=|< у усе 
<> +1 
Пользуясь леммой 7, получаем: 
> < с03 [> 1) Вл — " 
| \ — ты Кии | < 
0 у=о (2-1 и)’ 


1 
(8+5) г 


Зг = 1 1 603 Киди 
7—1 21 (2+ 1)” в: Уч = | (а -Н и)” ° 
Так как при г>.2 

е = 48 зщ (8 — ^^ )х, 
то при г>.6, |А| <3г будем иметь: 
И Ум с05 Види _ а с03 Кии __ 


р се 18 + 127 < 
а 
88-2) *|- Хчызие- 
1 
ее 13-4 ан © 
а 


а, 4 4 
[08 (В 2) = + та 
следовательно, 
а У у 
И. 
Далее, 
со со 


1 1 м 
2 (+ 1) <> (+ 1} < (3 > 3) 


со 


1 я 1 А 
Хх “Ув < (3+). 


со 


1 < 1 р 
> оо < <з(3++5). 


У=1 (2 
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Таким образом, 


1 
к 184.1 гел2" 
Е = ы о {! ое 


«В неа. 


1 
48-41 \)лех 


Уз —4 И 1 
> 38 2 3 ‘24 20. 


3 со 
= 
гр 


У=1 


Итак, при г> 6, || < Зг получаем: 


Уз —4 4 Й 44 г соз Киди_ 
ви >. ау а © 


Лемма доказана. 
ЛЕММА 9. При г>6, 0<а<2 для всех п=1,2,3,. 


е/, (>00, <<. (5.5) 


Доказательство. Пусть г>. 6; тогда, согласно лемме 5, суще- 
вует по (г, &) > 0 такое, что при п > по(г,&) имеет место неравенство 


3 3 
7» (#) >> 0, где >. < 2". — > ь 
Согласно леммам би 8, существует положительное число по (г, ®) 
кое, что при п_> п, (г, ©) 


в, (--)>0, | <3^ 


едовательно, при п >. тах {по, п,} мы будем иметь: 
И’, (#1) >0, О<Е<2м. 
‘сюда, в силу леммы 4, 
=’, (Е >20, О<Е<х ам, 


и всех п. Лемма доказана. 


$ 6. Доказательство теоремы 1 


‚Допустим, что 
21 


(а) = + } Ки —1) 904%, 


0 
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где Ф(И ЕН. Тогда [ем. 


(13), (14)] имеем: 


27 


2% 
1 
зир Е» (/)‹ = — шах \ | У “К (Е— 21) | ЧЕ, 
ФЕН 0<ха<...<Хои<2т о НЕ 
где 
к ет 2% 
и =(—1М./М, М.= | э—, М=УМ.. 
1<а<р<2т ГЕЕВ 
р, а+1 к: 
Возьмем ® = Ее #=1,2,....2п; тогда при г> 1, 0<%х<2 
си 
ХК (1—4) ны = 4У (—1*Ке— 9) = 
#1 1=1 
, 2% ‚> в [*(#— =] — 1 $ в [© +9: — 21 | 
м. ии ЧЕН 
а ра гро. ^ 8" 
Поэтому 


1 
зир Е (> 


соз [© В 


Й ( с сз [№ +0м— 2 =] 


п’ ы ей (2 ны 1” 


|4 = 


1еУУ(Г) (а) 
м6 
Ри. У 
0 у=0 


4—4 
ОВ 


2 | еп э (иё — В*) а | = 
(2 + 1)” 


<> п [© 4-1) Вл -= | | 
Ор 


(6.1 


где О<В< 1, а Вм есть корень уравнения ДП (Вк) = 0. 


Отметим, что оценка (6. 
С другой стороны, 


2п 
зар Е» (/)е < Е ни ми К 
1ЕМ/ (а) я 


Но если г> 6, то 


т { АЙ -П0 


где = ЕЁ 
Отсюда следует: 


2т 


ко 


2 


== \ ке 


0 


У=0 


< Ш [> 1) Вл —=| 


1) имеет место при всех г>Т и 0<а<2 


м \ |К(6) — 0.) 


0 


1(2)} = во з1оп 1 (пё — вп), 


2" 


] {К(0— 0,1 (6)} вл за (пё — Вх) 4 | = 


0 


) 12 1 (иё — Вм) 4 | = 


ре | в, (6.2 
У у 
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Итак, нами доказано, что функция К\(#) удовлетворяет условию А» 
‚ (5)] для всех п при г>.6. Поэтому, согласно известной теореме 
М. Никольского [см. (5), стр. 288], имеем: 


6, И’ (@). = зар Е, (/). = вор. Е» (/), = 


1" (Р) (а) 
1 д 1“ : 
—= 5ар Пе = — Е» (Юь = т. и (Е о ь о). 
1ЕМ7 (т) () Е 
Е Ти 


К’,,« определяется формулой (1.13). Теорема 1 доказана. 


$ 7. Доказательство теорем 2 и 3 


Мы не будем останавливаться на первых частях этих теорем, потому 

эти предложения непосредственно вытекают из теоремы 1. 
‘ажем неравенства (1.18), (1.22). Поскольку их доказательства со- 
пенно аналогичны, приведем доказательство только неравенства 
8). Допустим, что 


ее т н и юа, 


А АЕ) а ==) 2) а» 
„ (1) 2 ( ре 

7} (Е) — непрерывная функция с периодом 2, являющаяся т-й произ- 
чой функции } (Е) в смысле Вейля. 
ГГусть Ре (#) — тригонометрический полином наилучшего приближе- 

порядка п —1 функции /“”) (#) вметрике С, а И» 1 (1) — тригономет- 
зский полином наилучшего приближения порядка п—1 функции 
#} в метрике Г.>-. Тогда 


2п 


т] * * 
К. — 2) — И — 2) Та 
0 
‚ тригонометрический полином порядка не выше п — 1 и поэтому 


2" 


-( {К (Е — 2) — Иа (&— 2)} {19 (6) — Ты ()} 41 = 1 (2) — Оъ-1 (2), 


0 


р (2) есть некоторый тригонометрический полином порядка не 
е п— 1. 
Итак, 


Е» (де < шах | / (2) — Ол (2)| < 


ЕК. — 9 (01-9 — ТО = = В» (К, (О). В ©. 


(7.1) 
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Если г>. 6, то 
тг 


ро [> + 1) В — >| 
Е» (К, (1) = т 2 узаунят* 


где 0<В- 1, Вк есть корень уравнения 
пг 


н.в — у 03 [> + 198" | = 


у=0 (2 + ‚у 


и мы получаем неравенство (1.18). 
Докажем, что неравенство (1.18) точное. В предыдущем параграф 
было доказано, что при г>. 6 


ор 
шах = | — @К, (1 == 21) 
0 $=1 


0<х:<...<хои<2 


Пе 
#= | Хак, — 2) | & = 
0 4$=1 


1 И 
=-_ Е» (К, (#))ь (=. р. в, г. а 
где 
— 4} #—1 . 
ао, И (=. м). 
Положим 


2% 


фо (1) = “вп { у а К, (Е — 2} == ®0 910 з1п (иё — В), 
+1 


где ©, = 1 [ем. (2.3)]. 
Для заданного 7 >0 существует положительное число 6>>0 тако. 
что для любого измеримого подмножества ес [0, 2ж| будем иметь: 


2% 
\ 2 а®К, (Е — 2) а, 
ет 


если только шезе< 5. 


Легко видеть, что существует непрерывная функция ф,(#) с периодс 
2к такая, что: 
1) | $. (2) [< 1, ОЗ, 
2) Ез (Ф.)с —- й, 
2" 
3) \ х04=0, 
0 
4) шез © {#: $, (1) + (1), 0<#<2*} < 8. 
Положим 


{ 
2п 


® = К. @—1) 9.04 


0 


и оценим снизу наилучшее приближение порядка п—1 функции }, (: 
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льзуясь формулой Валле Пуссена (13), получаем: 


Е» (/.). = — шах р ан}, (2) | > 


0<х.< . . <> п<2п 

(0 
>| 5 а 7, (#2) | = 

=1 

4 2" 
>= | 
0 

2 


[> а К, о () — ®(8} 4 |> 


0 1= 


ее. АВ 


© 


«| {5 а® К, (1—2) | 9.) 4 


0 1=1 


2т 
о а К, (1 — 27) @ 


1=1 


1 


2 К, (#— 2) | а 


= 
ео = © {#: Ф (И + $.(1}, 0 <1<2ж}, шезь 8. 
Итак, 
ый 2 
Из ЖЕ > а Е», (К, (1), — = Ч 
зкольку 9 произвольно мало, а 
Е» (9.). = Е» (/), = 1, 

точность неравенства (1.18) доказана. 

$ 8. Некоторые обобщения полученных результатов 


Обозначим через Н® ($ =0,1,...,п) подкласс класса Нъ», в котором 
оржатся все функции ф(ИЕНъ такие, что 


з1ш АЕ 

2 (2) И р 

> с0$ 
в <), а через Н® * — класс всех суммируемых функций $(#) 
их, что 

я 911 А 
$ (6) [41 <1, \®(2) ОО КОИ Ни 

: с0$ #1 


В силу известной теоремы С. М. Никольского [см. (5), стр. 288], 
ют место следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть г>. 6, х — любое вещественное число, а 
2 
и 
1) = \ К (1—2) Ф(®)4ё, 
0 


Ф(ИЕН®, $=0,1,. 


> Н® обозначает совокупность всех суммируемых функций, удовлетворяющих 
2т 
Вию | 1$ (141 = 1. 
0 
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Тогда р 
зир_Е» (1): = зар |Ле = = Еж (К) = 
ФЕН) Фен) 
ау вто [2+ 08=— 7 | Зы 
Е >, и, О, «..), 
® |у=0 (2-Е "т 


где 0<В<1, а В" — корень уравнения Н (Вк) = 0. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть г>.6, я — любое вещественное число, а 
от 
И 
18) = =) Ки) (0 4ь 


0 


где $(ЙЕН®, $ =0,1,...,п. Тогда 
1 
зир Е»(/)ь = зар |7 = — Е, (К)ь = 
ен) сент 
со Е ие 2 
ле яве О 
п пГ Е (2% и ду 
где о <В<1, а Вх есть корень уравнения Н (В) = 0. 
Поступило 
8.11.1958 
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А. Л. ГАРКАВИ 


О РАЗМЕРНОСТИ МНОГОГРАННИКОВ НАИЛУЧШЕГО 
‚ ПРИБЛИЖЕНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе исследуется задача о наилучшем равномерном приближении 

5 раз дифференцируемых функций посредством конечномерного подпро- 

' странства, принадлежащего многообразию этих функций. Выводятся 

условия, необходимые и достаточные для того, чтобы размерность много- 

гранника наилучшего приближения для любой $ раз дифференцируемой 

функции не превышала числа г. Кроме того, устанавливаются неравенства 

между. максимумами размерностей указанных многогранников по классу 

$ раз дифференцируемых функций и по классу всех непрерывных 
функций. 


$ 1. Введение 


Тусть С =С[а, 6] есть пространство функций, непрерывных на от- 
[а, 6], и С — некоторое его подмножество. Будем говорить, что @ 
множество единственности для функции /(2)ЕС, если наилучшее 
лижение 


в 


Е (С, = 7—8 
864 


гается не более чем для одного элемента наилучшего приближения 
3 (ЛЕС. 

Густь 5„= {$1 (2), Ф2 (2),... , Фл (2)} есть система п линейно независимых 
ерывных функций, заданных на отрезке [а, 6], и Г, (5») — п-мерное 
остранство полиномов по этой системе, т. е. функций вида 


т 


РИ 2 бЕЕ. 


Е=1 


{сследованиям по вопросу о единственности элемента наилучшего 
‘лижения в подпространстве /,(5»„) для функции }(5) С положили 
ло работы П. Л. Чебышева, из результатов которых, в частности, 
кало, что подпространство алгебраических полиномов И-й степени 
отся множеством единственности для любой непрерывной функции 
(4). 

начительно позже А. Хаар доказал общую теорему, согласно ко- 
я подпространство /,(5»„) является множеством единственности для 
й /(2)СС тогда и только тогда, когда любой полином по системе 
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`5„, не равный тождественно нулю, обращается в нуль не более чем в 
п— 1 точке [см. (1°)]. Системы 5»„, удовлетворяющие этому условию, 
называют системами Чебышева. 1 

Если Г.(5»,) не является множеством единственности для функций 
1(2), то элементы наилучшего приближения этой функции составляют 
некоторое выпуклое множество, называемое многогранником наилучшего 
приближения функции } (2). В этом случае естественно говорить о раз- 
мерности этого многогранника, 

Размерностью:выпуклого множества У < Ё(5») мы, как обычно, назы- 
ваем максимальное число №, при котором существуют такие А - 1 по- 
линомов Р;(1),...,Рк(2), Рка (1), принадлежащих У, что полиномы 
Р; (5) — Риз 1 (1),...,Рк(т) — Рк+1(х) линейно независимы. | 

Максимальная размерность многогранников наилучшего приближения 
для непрерывных функций в подпространстве [(5„) называется (по 
Г. Ш. Рубинштейну ()) чебышевским рангом этого подпространства. 

Если система 5, есть система Чебышева, то чебышевский. ранг 
Г. (5»), очевидно, равен нулю. 

Следующая теорема (принадлежащая Г. Ш. Рубинштейну (3)*), обоб- 
щая классическую теорему Хаара, определяет характеристическое свой: 
ство подпространств Г(5»„), чебышевский ранг которых не превышает 
некоторого числа г. . 

ТЕОРЕМА РУБИНШТЕЙНА. Для того чтобы размерность много: 
гранника наилучшего приближения для любой непрерывной функции не пре: 
вышала числа г, необходимо и достаточно, чтобы каждые г-- 1 линейки 
независимых полиномов из Г. (5,) имели не более п—г— 1 общих нулей 

Чебышевским рангом подпространства Г,(5»„) относительно некото 
рого класса непрерывных функций У’ будем называть число, равно 
‘максимальной размерности многогранников наилучшего приближения 
для функций, принадлежащих этому классу. 

Пусть И” есть некоторое линейное многообразие в пространств 
С [а, 6], и пусть рассматривается вопрос о приближении функций и; 
И’ полиномами по системам 5„, состоящим из функций того же много 
образия. В этом случае естественно возникает вопрос о критерии, поз 
воляющем указать совокупность ‘подпространств [2 (5,) (5, с 7), чебы 
шевский ранг которых! относительно многообразия И не превышает не 
которого числа г. 

Наибольший интерес, очевидно, представляют подпространства Г, (.5») 
являющиеся множеством единственности для всех функций из У’. Пр 
этом совокупность таких подпространств может оказаться шире, че 
класс подпространств, порождаемых всеми системами Чебышева, принад 
лежащими многообразию ТУ. 

Задача о ранге ** подпространства Г.(5„) относительно некоторог 
многообразия И’ банахова пространства В (в предположении, чт 
5, С И”), вообще говоря, не является новой. Случай, когда И ест 

* Полное доказательство теоремы приведено, например, в работе (*). 


** В случае приближений в метрике произвольного банахова пространства те] 


мином «ранг» обозначают понятие, аналогичное понятию «чебышевского ранга» в пр 
странстве С [ср. (13)]. 
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гообразие непрерывных функций, а В — пространство Гл, впервые 
›матривался в работе Д. Джексона (?), который показал, что под- 
странство алгебраических полиномов степени п является множеством 
нственности (в смысле метрики Г) для любой непрерывной функции. 
‚ле этого М. Г. Крейн ($) указал, что этот результат обобщается на 
чай любой системы Чебышева, а С. Я. Хавинсон [(1), (12), 2 
ел условия, необходимые и достаточные для того, чтобы ранг под- 
отранства [. (5) (5, < С) относительно многообразия С был не больше 
‹айденный им критерий имеет место также и для случая бесконечно- 
ных подпространств). 
настоящей работе рассматривается случай, когда В есть простран- 
› С [а, 6], а в качестве многообразия И’ берутся классы С., состоя- 
‚ из функций, имеющих непрерывную производную 5-го порядка 
‚ 1). Предполагая, ‘что 9„ Сс С., мы доказываем, что для того чтобы 
шевский ранг подпространства Г, (5»„) относительно класса С, не 
вышал числа г, необходимо и достаточно выполнение следующего 
вия: 
‘реди общих нулей каждых Ё линейно независимых полиномов из 
',) (К =г-1, г-+2,...,п) содержится не более п — Ё точек таких, 
| все они, за исключением, быть может, точек, совпадающих с кон- 
отрезка [а,6], являются общими нулями первых производных 
- [)-го из указанных полиномов (теорема 1). 
сходя из этого критерия, мы устанавливаем затем некоторые соот- 
ения между собственно чебышевским рангом подпространства 1, (5%) 
го чебышевским рангом относительно класса С... 


»нство Г, является (п — 1)-мерной гиперплоскостью п-мерного подпро- 
виства, порожденного системой Чебышева. Точная постановка задачи 
| этого случая содержится в $ 4. 

работе рассматриваются также периодические системы 5, т. е. 


г оси функций (с тем же периодом, что и функции системы 5»). При- 
мые далее рассуждения и формулировки там, где это специально 


точек равным нулю. 
ользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность С. Б. Стеч- 


$ 2. Предварительные замечания 


Нам понадобится в дальнейшем следующая элементарная 
ЕММА [. Следующие три условия эквивалентны: 
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Б) Интерполяционная задача Лагранжа для системы 5» с Узлами | 
точках 51, 2›,...,Хт всегда имеет решение, т. е., каковы бы ни бым 
числа 6, Ь.,...,бт, существует по крайней мере одии полином Р (2) в 
< Г. (5), удовлетворяющий условиям: 

Р\(#) =; ЕЕ т. 


В) Существует полином из Г. (5»), принимающий в точках хи, 5, .. ба 
значения любых наперед заданных знаков. 

Проверим эквивалентность первых двух условий. Из условия (А 
следует, что система уравнений 


У акр) =0. @=4,2,...,т) 


относительно коэффициентов {а«} имеет не более п — т линейно незави 
симых решений, так как в противном случае им соответствовало бы 
по крайней мере, и — т--1 линейно независимых полиномов, имеющи 


общие нули в точках 21, 25,...,Хт. Следовательно, ранг матрицы 
ф1 (21) $2 (21). . - 9 (21) 
Ф1 (22) $2 (22)... Фи (22) (1 


. . . . * . . . 


фи (7т) $2 (2т). - - Фв (т) 


равен и. Поэтому система уравнений 


Хак (в) = @=4,2, ит) (: 
К=1 


имеет решение при любых числах {61}. 

Если же условие (А) не выполнено, то аналогичным образом убея 
даемся, что ранг матрицы (1) будет не больше т — 1 и система (‹ 
будет иметь решение не при всяких {6}. 

Нетрудно убедиться также в эквивалентности условий (Б) и (В 
Очевидно, что (Б) влечет (В). Если же условие (Б) не имеет места, 1 
не выполняется также и условие (В). Действительно, если для точе 
21, 1.,..., Хш интерполяционная задача Лагранжа не всегда разрепшим; 
то ранг матрицы (1) не больше т —1. Пусть О), есть ранговый минс 
матрицы (1) порядка $ ($5 <т— 1), а ),., — обрамляющий его мин 


расширенной матрицы уравнения (2). Пусть для элементов 6;,6:„,...,б 
их алгебраические дополнения в определителе 0)... отличны от ну 
(1<А<;+1<”т). Тогда для любых чисел ая 6, имеющу 


тот же знак, что и их алгебраические дополнения, минор О,;, буд 
отличен от нуля и, следовательно, система (2) при указанном выбо] 
знаков чисел 6;,6:,,..., 6:, и произвольном выборе остальных 6; буд 
несовместна. А это и означает, что не существует полинома Р(х) ЕЁ (8 
удовлетворяющего условиям: 


18иР (пей (2: м). 


Сделаем еще одно замечание. Цитированная выше теорема Руби 


штеина устанавливает эквивалентность следующих двух свойств по 
пространства Г, (5„): 
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| 1. Каждые г-+- 1 линейно независимых полиномов из Г. (5.) имеют 
| более п—г— 1 общих нулей. 

Пи. Чебышевский ранг подпространства ‹[ (5»„) не превышает числа г. 
Можно указать еще ряд свойств подпространства /, (5»), эквивалент- 
к условиям Ги П. Приведем из их числа следующие три свойства: 
| ПТ. Интерполяционная задача Лагранжа для системы 5 с узлами в 

Ббых п —лт точках отрезка [а, 6] всегда разрешима. 
ПТУ. Для любых п —г точек отрезка [а, 6] существует полином из 


| У. Для любой непрерывной функции и любого полинома из Ра 
тавляющего этой функции наилучшее приближение, число точек мак- 
мального уклонения * не меньше чем п—х- 1. 

ГЭквивалентность свойств П, Ш и ТУ следует из леммы Г. Утвержде- 
|} 0б эквивалентности свойств Ш и У является частным случаем од- 


| теоремы С. И. Зуховицкого и С. Б. Стечкина [см. (5)]. 


$ 3. Основная теорема 


‹Условимся в следующей терминологии. Пусть / (+) ЕС, [а, 6]. Если 
| 2 <Ьи / (5) = 7 (1) =0, то точку 2, назовем двойным нулем ] (2). 
|} остальные нули }{(2) считаем простыми. Нули, совпадающие с кон- 
и отрезка [а, 6], будем называть краевыми нулями. 
‚ Двойному нулю мы приписываем кратность, равную 2 (независимо 
того, обращаются ли в нуль в данной точке производные выше пер- 
рю порядка). Кратность простых (в том числе краевых) нулей полагаем, 
‹ обычно, равной единице. 
(Основной результат работы составляет следующая 
"ТЕОРЕМА Т. Пусть 5, = {$1 (2), $» (1),..., $(2)} есть система п 
сейно независимых функций, принадлежащих классу С, ($ > 1), и [15,) — 
‚пространство полиномов по этой системе. 
|Для того чтобы чебышевский ране подпространства Г(5») относи- 
зьно класса С, не превостодил числа г< п, необтодимо и достаточно, 
обы среди общих нулей каждых Ё линейно независимых полиномов 
= г 1, г-2, ..., п) содержалось не более п — Е точек, являющихся 
чими двойными или краевыми нулями т -| 1-го из указанных полиномов. 
В частности, для того чтобы подп ространство Г, (5») было множест- 
единственности для любой функции из С,, необходимо и достаточно, 
бы среди‘ общих нулей каждых Ё линейно независимых полиномов 
-1, 2, ..., п) содержалось не более п — точек, являющихся двойными 
‚ краевыми нулями одного из этих полиномов. 
Доказательство. Достаточность. Допустим, что условие 
ремы выполняется, и пусть, вопреки утверждению, для некоторой 


* Точку 2 мы называем точкой максимального уклонения полинома Р (2) от функ- 
1(х), если 
—Р (5) | = Шах 2) —Р (5) |. 
[7 (о) (то) | И (=) | 


[звестия АН СССР, серия математическая, № 1 
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функции / (2) 6 С, (52.1) многогранник наилучшего приближения имее 
размерность, превышающую число г. Тогда из числа полиномов наилуч 
шего приближения функции / (5) можно выбрать г -|- 2 полинома Т; (2),... 
Т,-. (1), Р(1) таким образом, чтобы полиномы 

Т. (=Т(®—Р(®) (=1,2, ...г+1) 


были линейно независимы. Рассмотрим полином 


т-1 
в=— У Т. (2) +Р(а)}, 


который также, очевидно, принадлежит многограннику наилучшего при- 
ближения. Обозначим через У множество точек максимального уклоне- 
ния полинома В (5) от ] (5). 
` Очевидно. множество У не пусто и на нем совпадают все полиномы 
Т, (2),...› Ту (2), Р (2). Построим множество У по следующему правилу: 
1) У совпадает с И, если последнее содержит менее п -|- 1 точки. 
2) 7 состоит из каких-либо п точек множества У, если в послед- 
нем ве менее п -- 1 точки. 


Пусть у состоит из точек 21, 2з, ..., Яр (р< п). Эти точки являются 
нулями полиномов {7 (5)} (1 =1, 2,..., г 1). Поэтому система уравне- 
НИЙ 

Ха; (в) =0 (@=1, 2,..., р) (3) 
1—1 у 


имеет не менее г -|-1 линейно независимых решений, а ранг А матрицы’ 


фа (21) $2 (21)... Фи (21) 

$1 (2) Фо (22)... Фи (2) 4 

ев (9) 
ф1 (р) Фз (Фр)... Фи (2р) 

не превышает и —х— 1. Покажем, что, кроме того, А < р—1. В самом 

деле, при р=п В <п—г—1<п—1=рр—1. Если же р<п (т.е. 

й = У), то ранг матрицы (4) также меньше р, так как в противном 


случае система уравнений 
з 


Ха (а) = Ы (= 1, ЕО 
2=1 
имела бы решение при любых правых частях {5:;} и существовал бы. 
полином 5 (7), имеющий на множестве У тот же знак, что и уклонение 
полинома В (5х) от } (52). `А тогда при достаточно малом => 0 полином 
В (2) + 5 (2) давал бы функции ] (7). на множестве У и, следовательно, 
на [а, 6], приближение, лучшее, чем полином В (<), что невозможно. 
Пусть В=п—® ("+ 1<А <”). Тогда система (3) имеет, кроме. 
тривиального, еще А линейно независимых решений, которым соответ- 
ствует # линейно нёзависимых полиномов, имеющих в точках 21, 2.,..., 2 
общие нули. Эти полиномы можно выбрать так, что среди них будут. 
содержаться все полиномы 


(1. (®} @=0 2... та. 


гм 
Но точки 41, 2,,..., Хр служат для всех полиномов {Т(х)} двойными 
или краевыми нулями, поскольку, если точка 2; находится внутри от- 
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ка [а, 6], то в ней имеет место равенство 

Т: (в) = Р' (в) =} (а) (=1,2,..., г+ 1). 
"Таким образом, среди общих пулей А линейно независимых полино- 
з нашлось р точек, являющихся двойными или краевыми нулями 
- 1-го из этих полиномов. Учитывая, что р>А-+1>п—Ё+1, мы 
тходим к противоречию с условием теоремы. 
| Неооходимость. Пусть при некотором Ё (г<#<п) существуют 
-1 линейно независимых полиномов Г, (2),..., Т,41(5), каждый из 
сорых имеет двойные или краевые нули в точках 21, 42,..., ии» 
яяющихся нулями # линейно независимых  полиномов Т,(2),... 
‘Та (2), ..., Тк (2). В силу последнего предположения и леммы [, можно 
азать такое распределение знаков {5;} (51 = 1, &=1, 2,..., п + 1) 
‘очках {1}, что не существует полинома Р (5) 6 Г (5„), удовлетворяющего 
(овиям: 
812тР(5) =6: (=1,2,.... п- +1). 
‘Заметив это, перейдем к построению функции Ф (1) 6 С., для которой 
‚мерность многогранника наилучшего приближения будет превышать г. 
Рассмотрим сначала случай 5 =1. Выделим для каждой из точек 
}((=1, 2,.... п Ё-1) достаточно малый отрезок [04, В+], содержа- 
м точку 1: и удовлетворяющий условиям: 
:1) отрезок [0:, В] содержит точку 2: внутри себя, если х; — внутрен- 
= точка отрезка [а, 6]; 
‚2) отрезок [а:, В] не содержит простых нулей полиномов Т! (2), ... 
‚ Г-у: (2), кроме, быть может, краевых нулей. 


| Толожим 
п—К-1 
Е == |9) [04, В] 
4—1 
выберем », > 0 настолько малым, чтобы на Ё имело место неравенство 
г--1 


В) = 1. 
1=1 
\ Построим функцию 2 (2) ЕС:, удовлетворяющую условиям: 
МЕ () = (=1,2,.... п 1), 
12) [Е (1)| < 1, если х = 2. 
(Определим на множестве Е функцию Ф (5х) следующим образом: 
тт 


Ф( 2) == (2) И—м УТ (2) |}. 
1—1 


эилу выбора отрезков [а:, В] (условие (2)), функция Ф (5), очевидно, 
‹рерывно дифференцируема на Ё. А в силу выбора функции & (т), 
1) во всех точках в, В, расположенных внутри отрезка [а, В], строго 
тьше единицы. Поэтому функцию Ф(7) можно продолжить на весь 
езок [а, 6], не нарушая непрерывности ее производной и так, чтобы 
‚дополнении к множеству Ё выполнялось неравенство 
|[Ф (1) |<1—в, 
= >> 0 достаточно мало. Поскольку | Ф (2) | <1 иФ (2) =8(11) = 4, 
согласно сделанному выше замечанию относительно выбора. {51}, 
кдественный нуль доставляет функции Ф (5) наилучшее приближение 
7* 
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равное единице. Выберем число ^. <)”, настолько малым, чтобы для 
каждого из полиномов Т', (1),..., Г:41(2) на отрезке [а, 6] имело место 
неравенство 


1%, 1+ (2) [<> @=4,2,..., 7-1. 
Нетрудно видеть, что г-- 1 линейно независимых полиномов ^» Г! (7), ... 


..., № Г’4л(2) доставляют функции Ф (5) также наилучшее приближение. 
В самом деле, на множестве Ё имеем: 


ЕЕ 
|Ф (2) — ^, 71 (2) | = 8 арм 217: (2) |} — №1) [< 
т-+1 
< (а) и — м 2 172) | ++ № ТЕ) | < 
к 
<1—м 2111 (2) | |7 (®) [< 1. 


А на дополнении к множеству Ё 
= 


|Ф(й — №1. (2) |< |Ф(@) |+ Ти) [54 —фе+°=4-*. 
Таким образом, для случая $ =1 необходимость условия теоремы дока- 
зана. 

Пусть теперь $22. Будем полагать гочки 41, 15,..., Хп_куа зану- 
мерованными так, что первые ] номеров соответствуют точкам, совпа- 
дающим с концами отрезка [а, 6] (0<у<2). Построим функцию _ 
Ф(х) ЕС, ($ >.2), удовлетворяющую следующим условиям: 

4) Феи, а п А+ 1); 

2) |Ф(<)| < 1, если газ 

3) Ф' (20 0 (<; 

4) Ф” (х;) = 0 (=7-+1, 7-2,.... п + \. 

Очевидно, тождественный нуль доставляет функции Ф(х) наилучшее, 
приближение; равное единице. Покажем, что при достаточно малом 


^>0 полиномы *Т, (2),..., ХТ, 1(2) также будут доставлять Ф (5) 
наилучшее приближение. 
Заключим точки {1;} (1=1, 2,.... п-Ё--1) в достаточно малые 


интервалы (полуинтервалы при #< 7); так, чтобы 
Ф’ (2) =0, зб @<), 
Фа) = 0, бо (Е=Уу-1, И т п 1), 


где ©; — замыкание в;. 


Положим 
ПА 
И 
<) р 


и выберем ^ настолько малым, чтобы для всех полиномов Т, (2) 
... Ты (2) выполнялись неравенства: 


зир | ХТ, (2) | < шЕ |Ф’ (2) | 
^6Е1 хЕЕ! 


...о 


зир. | "Ту (2) |< ш | Ф" (5) |. 
х6Е» х6Е» 


| 


| 
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| Пользуясь формулой Тейлора, можем записать: 
Ф (2) —^Т, (1) =Ф(24) + {Ф’ (2) — ^7ц2)} (2— в), 
т, бе (<), 
Ф (2) —^Т! (2) = Ф(а) + {Ф" (8) — 1! (2)} (#— 20), 


| о а, 
| Поскольку 
|Ф (2) |=1, Ф’(2)Ф(2)(2—2)<0 (<) 
ти 
Ф” (2) Ф(х) <0 (=7-1,..., п +1), 
‘то, учитывая значение ^, получаем: 


Са а 


'А так как на дополнении к ЕЁ (Е, |Ф(2)| <0<1, то, полагая 
| ХТ: (2) | <1—8, на всем отрезке [а, 6] будем иметь: 


РЕ ОГ 


Необходимость условия теорсмы доказана полностью. 

Замечание ТГ. Теорему [, аналогично теореме Рубинштейна, можно 
сформулировать в терминах интерполяционных задач. 

Пусть среди точек 41, 4.,..., 2.(т < п) первые ] точек (0%у<2) 
‹ совпадают с концами отрезка [а, 6]. 

Назовем интерполяционной задачей Эрмита 2-го порядка для системы 


95, с узлами в точках 21, 1.,..., Хт задачу построения полинома 


Р (2) Е Г.(5„), удовлетворяющего условиям: 
Р (1;) =В& @&=1,2,..., т), Р’()=Ь @=7+41, 7-4 2,..., т), 
где {5;}, {5,} — любые наперед заданные числа. 


Пользуясь этим определением, теорему 1 можно сформулировать 

следующим образом: 

Для того чтобы чебышевский ранг подпространства Ё(5»„) относи- 
‚тельно класса С,($>1) не превосходил т, необходимо и достаточно, 
чтобы для любых т точек отрезка [а, 6] 11, 22,..., т (т=1, 2,..., ПТ) 
‚выполнялось хотя бы одно из следующих условий: 

1) интерполяционная задача Лагранжа для системы 65» с узлами в 


‚ точках 21, %,..., Хт всегда разрешима. 
2) Интерполяционная задача Эрмита 2-го порядка для системы 9» 
с узлами в точках 11, 1,.... Хш имеет, в случае ее разрешимости *, 


множество решений, размерность которого не превышает г. 
Нетрудно доказать эквивалентность обеих формулировок. В самом 
доле, пусть условие, данное в пергой формулировке, не выполнено, 
тогда: 
а) существуют точки 21, 2.,..., Фи, в которых п — т-Е1 линейно 
независимых полиномов из Г. (5») обращаются в нуль; 


* Т.е. при надлежащем выборе {5;} и {5}. 
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6) точки 21, 2.,..., Хт являются двойными или краевыми нулями 
г-++-1 линейно независимых полиномов Т, (2), Т»(2),...› Тт-а (2). 

В силу условия а) и леммы Т, интерполяционная задача Лагранжа 
с узлами в точках 11, 2.,..., Хт не всегда разрешима. А в силу усло- 
вия 6), полиномы Т,(2), Т»(2),..., Т'41(2), наряду с тождественным 
нулем, решают интерполяционную задачу Эрмита 2-го порядка с узлами 
в точках 21, 2.,..., Хт при нулевых значениях {6:}. и {6;}. Следовательно, 
в этом случае размерность множества решений указанной задачи пре- 


вышает г. Таким образом, ни одно из условий второй формулировки 


для точек #21, 2о,..., Хт не выполняется. 

Аналогичным рассуждением нетрудно также проверить, что условие 
первой формулировки теоремы не может выполняться, если нарушены 
условия, данные во второй формулировке. 

Замечание П. Поскольку всякая система 5» из С, (5 >. 1) принад- 
лежит также классу С1:, то из теоремы следует, что чебышевский ранг 
подпространства [,(5»„) относительно класса С, будет таким же, как и 
относительно класса С!. Поэтому в дальнейшем мы будем говорить 
лишь о чебышевском ранге относительно класса С1, состоящего из не- 
прерывно дифференцируемых функций. 

Введем обозначения: 

В (5) — чебышевский ранг подпространства Г, (5), 

В, (5„) — чебышевский ранг подпространства [(5„) относительно 
класса С. 

Следствие [. Имеет место неравенство 


В, (5) >28 (5) —п— 1; (5) 
в частности, если В (5,) > [7 ‚ то подпространство Г.(5,) не 


является множеством единственности для класса Су. 
В самом деле, если В (5„) =х, то, согласно теореме Рубинштейна, 


существует п — г -{ 1 точек 21, 25,..., Хи—.+1, являющихся общими нулями 
г линейно независимых полиномов Т, (2), Г» (х),..., ТГ, (2). Поэтому ранг 
матрицы 
фл (21) фз (21) ... (21) 
фл (25) $ (25) ... 9 (то) и 
аби, 5 (5) 
фл (Я"— 41) Ф> (Хт— ›-+-1) ... Фи (ига) 


не больше п — г. 

Если 2(п—г-- 1) >п-+ 1, то 28 (5) —-п—1 < 0 и неравенство (5) 
тривиально. Если же 2 (п—г-- 1) < п, то, учитывая ранг матрицы (6), 
заключаем, что ранг матрицы 


фа (21) фз (21) ... Фа (21) 
$1 (Яии+1) > (2—1) ... Фп (ии) 
$; (1) Ф. (21) осо ф” (21) 


$1 (н—41) $ 


. . 


(2и-—и41) .-. Фи (Яир) 
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‚не больше 2(п—г- 1) —1 и, следовательно, система 


п 


| ад; 


| ее (=1, 2,..., пог 4) 

| Ха, (24) =0 

| 3 

имеет не менее п^ 2 (п —г-+ 1) +1 =2`—п—1 линейно независимых 
решений. Следовательно, полиномы Т, (5), ТГ. (х),..., Г, (5) можно выбрать 
так, что среди них будут находиться 2г—п—1 полиномов, имеющих 
в точках #21, 2,.... Ха Двойные нули, и, согласно доказанной 


теореме, 
В; (5) > 2гт—п—1=28 (5) —п— 1. 
Из неравенства (5) имеем: 
В: (5) п -+1 
| |, 
Неравенство (5а) обращается в строгое равенство для одного частного 
вида пространств /(5„), рассмотренных в $ 4 (периодический случай). 
Следствие П. Пусть т — наибольшее число нулей (с учетом их 
кратности), которое может иметь не равный тождественно нулю поли- 
чом из Г, (5). Тогда 


(5а) 


В, (5,) =0 при В (5,) < [17 —-], 


(7) 
В, (5) <т-+1—2®— В (5,)) при К (5,) > [7] * 

Действительно, если А, (5) =гг> 0, то, согласно теореме Т, суще- 
лвует г, линейно независимых полиномов ТГ, (5), Г. (т),..., ТГ», (1), кото- 
ые имеют двойные или краевые нули в точках 21, 2.,..., Хи—к4а, ЯВЛЯЮ- 
цихся общими нулями № линейно независимых полиномов. Но если 
* (5„) =, то, по теореме Рубинштейна, число Ё не может быть больше 
‘’ (иначе было бы В(5,)>г--1). Следовательно, полиномы Т! (2), 
" (),..., Г, (2) имеют двойные или краевые нули в общих точках, 
исло которых 

п +1 >п—г- 1, 
_с учетом кратности число этих общих нулей, очевидно, не меньше 
ем 
21—11 +2 = 2(п—*). 

Но тогда можно подобрать такие точки У1, У»,..., У»_: (не совна- 

ающие с точками {5:}), что полином 


Т, (у!) Т» (у1) -.. Ты (Ул) 


о Е тай СОС мы 


Т, (5) Т› (т) ...Тнь (2) 


* Неравенство (7) тем более имеет место, если при определении числа т исхо- 
ть из обычного определения кратности нулей (т. е. с учетом нулей производных 
ппе первого порядка). 
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имеющий с учетом кратности не менее 2(п— г) т, —1 нулей, не бу-\ 
дет тождественным нулем. По условию, 2 (п — г) + г, —1< т, т.е. 


В, (5%) <т-1—2(п— В(5»)). 


21п—т— 1 


А так как при (5) <| 5 


неположительна, то в этом случае следует положить В; (5) = 0. 


] правая часть этого неравенства, 


$ 4. Случай гиперплоскости в подпространстве полиномов 
по системе Чебышева 


Пусть система Т„ = {$1 (1), ф›(5),...,Ф»(2)} есть система Чебышева й 
на отрезке [а, 6], а М — гиперплоскость в пространстве Г, (Т»), опреде- 
ляемая соотношением 


п 
Х аа, =а, (8) 
9=1 

где а, {*;} — любые действительные числа, подчиненные лишь условию 


® 
т. {а;} — коэффициенты полиномов, принадлежащих М. 
9—1 


Чебышевский ранг А (М) гиперплоскости М* будет определяться, 
очевидно, выбором параметров {а;} (и, разумеется, системой ТГ»). Если, 
в частности, положить 


9%; = $; (1%) (2% @[а, 6]), 


то В(М) будет равен п—1, т. е. размерности самой гиперплоскости. | 
Из замечания, сделанного в $2, следует, что неравенство В (М) <’г. 
имеет место тогда и только тогда, когда для любых п—г—1 точек 
И ее 


фа (21) а 1) мае Фа И 
фа (7—1) Ф> (иг). . - Фи(Фиыа) :: 
1 И 


Рассмотрим вопрос об условиях, необходимых и достаточных для 
того, чтобы чебышевский ранг гиперплоскости М отвосительно класса С, 
не превосходил числа г«пр—1. При этом мы будем полагать, что 
система Т„ также принадлежит классу С: и удовлетворяет одному ес- 
тественному условию, о котором будет сказано далее. 

Указанная задача охватывает, в частности, вопрос об условиях, 
достаточных для единственности полинома Р (25) ЕМ (при 4-0), наиме- 
нее уклоняющегося от нуля в данном промежутке. Отметим, что 
последний вопрос для случая, когда Г. (Т») есть подпространство алге- 
браических полиномов, рассматривался, наряду с другими проблемами, 
В. А. Марковым в работе (7), где им, в частности, доказана единствен- 


* 
Понятие чебышевского ранга имеет, очевидно, смысл также и для гипер-. 
плоскости. 
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ность такого полинома при некотором специальном выборе значений 
{а}. 

На рассматриваемые дифференцируемые системы Т» мы накладываем 
следующее ограничение: если полином по системе Т„ имеет, с учетом 
кратности, более п— 1 нулей, то этот полином должен тождественно. 
равняться нулю. 

Дифференцируемую систему_ Чебышева, удовлетворяющую этому усло- 
вию, будем обозначать через 7. 

Следующая лемма устанавливает характеристическое свойство си- 
стем Г». 

ЛЕММА П. Для того чтобы дифференцируемая система Чебышева 
являлась системой Т„, необходимо и достаточно, чтобы для каждой 
внутренней точки отрезка [а, 6] существовал полином, имеющий в этой 
точке простой нуль *. 

Это условие, очевидно, эквивалентно тому, что для любой точки 
*› лежащей внутри [а, 6], ранг матрицы 


$1 (20) Ф2 (20)... Фи (20) 
В (5%) = | ; р | 
ф1 (20) $ (2%)... Фи (%°) 

равен двум. 

Доказательство. Необходимость условия устанавливается 
сразу. В самом деле, пусть существует такая точка х5, лежащая внутри 
а, 6], что всякий полином из Г. (Т„), обращающийся в ней в нуль, имеет 
в этой точке двойной нуль. Поскольку Т» есть система Чебышева, то’ 
можно построить полином В (2) 6 Г (Т») ( В (2) = 0), имеющий п —1 раз- 
личных нулей, один из которых находится в точке 2. Но тогда, в силу 
`деланного допущения, А (5) будет иметь, с учетом кратности, не менее 
" нулей, и, значит, рассматриваемая система не является системой т 

Достаточность. Сделаем прежде всего следующее очевидное 
замечание. Пусть полиномы Р(2) и Н (2) имеют общий нуль в точке 2... 
Коли Р’(х,) =0, В’(1,)- 0 и знаки обоих полиномов совпадают в правой 
‘мли левой) полуокрестности точки 1, то при достаточно малом => 0 
полином Р (2) — — А (51) обращается в нуль, кроме точки 2%, еще в неко- 
горой точке 2., принадлежащей указанной окрестности. Если же ,Р (2). 
 А(х) имеют одинаковые знаки в обеих полуокрестностях точки {., 
го каждая из них будет содержать точку с указанным свойством. 

Покажем, что если полином 0(1) имеет ровно пр—1 различ- 
гых нулей, то при выполнении условия леммы все они будут про- 
тыми. р 

Пусть точки 1,<1.<. ы суть нули О (2), и допустим, что 


0’ (тк) =0 1< <п—1, @< ль< 6). 


Заметим, что во всех точках {л1:}, расположенных внутри [а, 6], по- 
лином ((л) должен менять знак [см (1)]. Построим полином 5 (2) такой, 
что 55 (2к).= 0, 5 (2%) -- 0, и выберем его знак таким, чтобы он совпадал 


* Эта лемма может быть получена в. качестве следствия из теоремы Ш работы 
д. Дазикаисона (®). Поскольку работа не содержит полного доказательства этой тео- 
ремы, мы приводим непосредственное доказательство леммы. 
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‹о знаком О (5) в левой и правой полуокрестностях точки Фх. Пусть 
10 (у)|= шах |9(2)|] (=%2,...,п— 2), 
=, < х я . 


А= шш |0(у:)|) В= тах|5(2)|. 
а<х<ь 


1<1<п—2 


А 
Положим е< в; тогда 


31т {0 (у;) —е5 (у:)} = — 191 {© (У) —е5 (у:41)} (=1,2,...,п— 2). 
Поэтому на каждом из отрезков [уУ:, У:11| (Е =1, 2,...,П—2) полином 
0 (5) —=5 (2) имеет хотя бы один нуль. Но, согласно сделанному за- 
мечанию, число в > 0 можно выбрать настолько малым, что на отрезке | 
[Ук—1, Ук] полином О (5) —=5 (2) будет иметь не менее трех нулей — в точке 
хь и по одному нулю в ее левой и правой полуокрестностях. Таким 
‘образом, полином О (2) —5 (5) будет иметь п^3З--З=ип различных и 
нулей и, следовательно, О (2) ==е% (2), что невозможно. 
Пусть не равный тождественно нулю полином Т (2) имеет в р точках | 
20, 20,...,20 простые нули, в 4 точках 21), 20,..., 2 — двойные | 
нули и не меняет знака в этих точках, а вг точках 2%, 2°,..., 2) 
он имсет двойные нули и меняет знак в этих точках. Допустим, что | 
р+2(а-+т)>п; случай г =0 при этом невозможен [см. (!)]. | 
Поскольку Т (2) — полином по системе Чебышева, то р На г<п— 1, | 
и легко видеть, что существуют пелые числа рр, 4<9 и г<г такие, | 
для которых $ Ме 
Р-+ 249 + 3" п, 


ра 2т < п. 
Выберем из точек. {21}, {2®} и (2®} соответственно по р, д ит 10- | 
чек {241}, {21} и {2%} и будем считать, что в каждой группе точки за- 
'нумерованы в порядке их роста. Если межлу точками 2% и 5%, нахо- 
дится нечетное (соответственно четное) число точек {21} и {5®} ив. 
правых полуокрестностях точек 2% и 28. полином имеет одинаковые | 
(соответственно, разные) знаки, то выберем еще некоторую точку у». 
лежащую внутри [2®, 2%] и отличную от нулей полинома. Пусть число | 
выбранных таким образом точек {у} будет $ ($ <Г— 1). При этом 

РЕЧИ: «р -Ч-+ 27 —1 <п—1. 


Если окажется, что 
ра <пЫ—1, 
то из некоторой окрестности тдчки 6, не содержащей нулей полинома 
Т (2) (кроме, возможно, самой точки 6), выберем еще ё =п— 1 —@-+ 
+4--г-) точек {#}. Построим полином В (2), имеющий точно п — 4 
нуль в точках 
{20} : ((=1, 2-я.) {2} (Е=1, Ре: 
{28} (&=1, я, {у} @=1,2,...,5), 
| {Оба Е 
В силу условия леммы, производная полинома В (2), по. доказанному, | 
не обращается в нуль ни в одной из этих точек, лежащих внутри 
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[а, 6]. Изменив, если нужно, знак полинома В (1), мы получим, что 
для каждой из точек 2 можно будет указать такие правую и левую 
полуокрестности 58 и 5%, что полином В(х) будет иметь в них такой 
же знак, что и Т (7). Кроме того, для каждой из точек х® существует 
правая или левая полуокрестность 58°), обладающая, очевидно, таким же 
свойством. Таким образом, в силу сделанного выше замечания, мы за- 
ключаем, что при достаточно малом =>> 0 полином Т (5) —еЕ (2), кроме 
нулей в точках 


У ее Она) зо авы Олин а), 
а Асер 


будет иметь еще, по крайней мере, по одному нулюв каждой из полуокрест- 
ностей {88}, {59}, {52}, так что общее число различных нулей этого 
полинома будет не меньше, чем 

ранг 27+ а=р- 24 + 3"> п, 
откуда : А (2) =Т (1), что невозможно. Полученное противоречие дока- 
зывает лемму. 

Условию леммы удовлетворяют обычно встречающиеся в приложе- 
ниях системы Чебышева. В частности, ему удовлетворяют все системы, 
получаемые путем интегрировгния произвольной системы Чебышева и 
тобавления к полученвым функциям постоянной. Однако, как показы- 
зает следующий пример, выполнение этого условия не является необхо- 
пимым для дифференцируемых систем Чебышева. 

Рассмотрим систему Чебышева второго порядка [см. (3)]: Т» = {1, 23} 
ва отрезке [—1, 1], Для нее 


ЕН 
р (15) = 0 За , 


я если т, =0, то ранг матрицы ОГО) равен егинице. Полином этой си- 
‚темы а23 не является тождественным нуле. хотя и имеет в точке 0 
войной нуль. 

ТЕОРЕМА П. а). Пусть {ф, (2), фз (1), ..., п (2)} есть (непериодическая) 
истема Ть и М — гиперплоскость в пространстве Г. (7), определяемая 
оотношением (8). Для того чтобы имело место неравенство 

В, (М) < г, (9) 
еобтодимо и достаточно, чтобы для каждых } краевых (1 =0, 1, 2) 


ры [Г внутренних точек отрезка [а, 6] существовало 


е более п— р,;—1—1 линейно независимых полиномов из М, имеющих 


бщие нули в этих точках. 
6) Если система Т»ь периодическая *, то неравенство (9) выполняется 


п-т! < 
иогда и только тогда, когда каждые [ р |5 14 линейно независимых по- 


и 
иномов из М имеют не более 1 общих нулей. 


Докажем утверждение а). Без ограничения общности можно полагать 
=0, так что гиперплоскость М есть п — 1-мерное подпространство 


* В этом случае п всегда нечетно [см. (1)]. 
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пространства ЕТ»). Случай, когда а + 0, сводится к предыдущему, по-| 
скольку все полиномы, принадлежащие М (4 Е 0), могут быть представ- 
лены в виде суммы Т‘(2) | Р (2), где Т‘(2) — некоторый фиксированный! 
полином из М, а Р(5) пробегает множество полиномов из гипернилос-1 
кости, отвечающей значению 4 = 0. 

Достаточность. Допустим, что А, (М) > г-- 1; тогда, согласно! 
теореме Т, для некоторого > л--1 существуют г + 1 линейно незави- 
симых полиномов Т1(2), Т2(х),..., Т+-+(5), имеющих двойные или краевые | 
нули в п— точках *, являющихся общими нулями Ё линейно неза- 
висимых полиномов. Пусть среди этих точек 7 краевых (0<71<2) и' 
п—Ё—7 внутренних. Из условия теоремы следует, что 


< р,;—7—1. 


Действительно, если бы оказалось, что при > п— р,,; —] сущест-\ 
вует К линейно независимых полиномов, имеющих общие нули в ] кра- | 
евых и п—А—] внутренних точках, то отсюда следовало бы также | 
существование п— р,‚;— 7 линейно независимых полиномов с общими , 
нулями в ] краевых и | 


п Е — 7 (Е —п-Е рь,; +7) = Р»,; 
внутренних точках [см. (*), стр. 150], что невозможно. Но если 
Кр; 7—1, 
поп вр.ЬА-Е4-7 эры 


и, следовательно, полиномы Т:(2), Т5(1),..., Г;41(52) имеют (с учетом | 

кратности) не менее 2(р,,; +1)--7 общих нулей. А тогда существует | 

не равный тождественно нулю полином Р(2)ЕМ, имеющий, с учетом | 

кратности, 2(р,,; +1) + 7-г нулей. Но 

ат 7—1 - 

(ра ря 2 [ПРЕ] НАУ» 
Е и 


что противоречит тому, что Р(2)ЕМСЕ(ХТ,). 

Необходимость. Обозначим через $1(2), $2(2),..., Фи_1(2) базис-. 
ные функции гиперплоскости М. Пусть при некотором 71(0<у7<2) су-. 
ществует / краевых точек {2} (1<]) и р+,;(Г<п—2) внутренних. 
точек из [а, 6] {2:} Е=7-+1,..., р,;-Р7) таких, что можно построить 
п—р',; —] линейно независимых полиномов из М, обращающихся в 
нуль в этих точках. Тогда ранг матрицы 


$1(21) $з (21) .. - фи) 
ме ф1(72) ф2(2э) ь- ы (1) 
Ф1(Тр, 49) 9(Тр, 4). ‹ с Фи-( р, +3) 


не превышает р,; 7—1. 


* 
Следует учесть, что М есть п — 1-мерное подпространство. 
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Рассмотрим систему уравнений 


п—1 


Ход: Село, 


| К=1 


п—1 


> ви, (2) = 0 фе, 7, рыз-Л 


= 


‚ соответствующую ей матрицу 


фа (21) фз (21) ие ‚ $т—4(21) 
ы Фр, +) ФИФь, +). ФисЦ ан, Я 
— | 24+) Фан) фин) 
Фи(ть,. +) (тр, 7) Фор, 7 


Число строк матрицы В равно 

: 5 пу —г— 1 . . 

ра ПР] куту фи 1=ть 4. 

Поэтому, учитывая ранг матрицы А, можно утверждать, что ранг 
атрицы В не превышает п —г— 2. Но тогда система (10) имеет г 1 
инейно независимых решений, т. е. существует г-- 1 линейно незави- 
имых полиномов, имеющих в точках 21, 42.,...,Хр +; двойные или 
т, ] 


раевые нули. Используя теорему Г (положив А =п— р,,; —]), заклю- 
аем, что А (М) > г - Г. 

Для доказательства утверждения 6) достаточно положить во всех 
азссуждениях предыдущего пункта } = 0. 

Замечание. Для случая периодической системы Т„ условие ут- 
оэждения 0) можно заменить одним из эквивалентных ему условий 
--У, приведенных в $ 2 (определив надлежащим образом число г, вхо- 
ящее в эти условия). Используя, в частности, условие П, приходим 


равенству: 
п + В, (М) 
В (М) | . 

случае непериодической системы /Г„, вместо условий П—У, можно ука- 
‚ть аналогичные им предложения, эквивалентные условию а) теоремы П. 
Из леммы[ непосредственно вытекает эквивалентность условия а) тео- 
мы П каждому из следующих свойств гиперплоскости М: 

1) для любых /] краевых точек {2:}} (1<7)и р‚,; внутренних точек 


я} (= 7-Е1,..., р, +7) ранг матрицы 
ф1(21) $2(%1) . о Фи(21) \ 
А (х1, 22, 2. =. р. #) == фа(7ь, т. В) Ф2(Рр,. #) оо Фи(7р, я) (11) 
Ол [92% в Мата „бт 


вен р,; 7-1 (т. е. всегда разрешима задача Лагранжа с узлами 
любых / краевых и р,.; внутренних точках отрезка [а, 6]. 
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2) Для любых ] краевых и р’,; внутренних точек отрезка [а, 6] су- 


ществует полином из М, принимающий в этих точках значения любых № 


наперед заданных знаков. 


Для того чтобы сформулировать условия теоремы П а) в терминах 


«рангов» и в терминах числа точек максимального уклонения, введем 
класс функций Р;, состоящий из непрерывных функций, у которых все 
полиномы наилучшего приближения имеют максимальное уклонение в ] 


краевых точках (0 </<2). Используя это определение, можно указать 1 


следующие формулировки условия теоремы П а): 


3) чебышевский ранг гиперплоскости М относительно класса Ё; не 


превосходит г; = ее Ве 


4) для любой /(1) ЕЁ; и любого полинома из М, доставляющего наи- 
лучшее приближение /[(5), число точек максимального уклонения не 


А 
п Е] (= 3). 


Эквивалентность этих условий и условия теоремы П а) доказывается, 


по существу, так же как и эквивалентность аналогичных условий 
приведенных в $ 2. 


меньше [ 


$ 5. Примеры 


Приведем некоторые примеры, иллюстрирующие полученные резуль- 
таты. 

1) Рассмотрим вопрос о единственности элемента наилучшего прибли- 
жения для дифференцируемой функции /(х) на отрезке [а, 6] в случае 
ее приближения алгебраическими полиномами степени п с фиксированным 
(в частности, нулевым) коэффициентом при р-й степени х, т. е. полино- 
мами из гиперплоскости М? с Г(Т,41), для которой ор +0, и =0 
(ЕР) (случай ] (2) =0 рассмотрен В. А. Марковым в работе (?7)). 

Если р=0, а< 0, 6>>0, то, очевидно, существует дифференцируемая 
функция, для которой М не является множеством ‘едипственности (при 
этом А, (М°) =п— 1). 

Рассмотрим еще случай р=1, п=2, а=-— 6. 


Применим теорему П а), положив /=2; тогда роз = ==] =о и 


матрица (11) для этого случая имеет вид: 


1—6 65? 
А (— 6, 5) =|1 6 в 
О.ж 2020 


Ее ранг, очевидно, равен 2 < р, +2 --1=3 и для г=0 условие тео- 
ремы не выполняется. Нетрудно видеть, что для любой функции ] (5), 
удовлетворяющей условиям 


№5 = 1—5, +, ГСО 


[4-2 <, -Ы (18155, 
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ногогранник наилучшего приближения в гиперплоскости М, 1 ‘будет 
двомерным. В частности, как указал В. А. Марков (7), среди "полино- 
ов 2-й степени с фиксированным коэффициентом при первой степени х 
уществует бесконечное множество полиномов, наименее уклоняющихся 
т нуля на отрезке [— 6, 6] (в этом случае /(2) =0, а=0). 

Покажем, что при р>0, за исключением рассмотренного случая, 
иперплоскость М ы будет множеством единстсенности для любой диффе- 
енцируемой функции, каков бы ни был отрезок [а, 6]. 

Согласно замечанию к теореме П, достаточно показать, что для лю- 


, 5 Ее) * 
ых / краевых и р; =|^—! впутренних точек отрезка [а, 6] су- 
Ро, } р) утр р 


чествует полином А(2) Е М» (при а = 0), принимающий в этих точках 
начения наперед заданных знаков. 
Рассмотрим случаи 2р>п, 2р«пи 2р=п> 2. 


1. Пусть 2р> п, т.е. р> Е |. Положим 
.В (2) = в - ах... Кар 127Ы—. (12} 


Полином такого вида принадлежит М Е (а =0) и может иметь задан- 
ые знаки в любых р точках отрезка [а, 6]. Но 


7- Ро; =7+| 


‚ значит, условие теоремы выполнено. 
П. Пусть 2р«п. Аналогично предыдущему проверяем, что полином 


В(з) = @ + (ар -арыьх-... + 4,2721) 


‘акже удовлетворяет условию теоремы. 
Ш. Пусть 2р=п 2. Рассмотрим четыре возможных варианта: 


. , : . ВЕЛ. нА. С 

а) /=0,1; тогда 7 р; =у- [=] = 5 =р и полином В(2) сно- 
‘а можно взять в форме (12). 

, : п—2 

6) /=2, р-1 нечетно. Так как УР: =2+ | 5 = Р +1, то 

скомый полином можно взять в виде 

Р (5) = (АзР+1 | В) (% -... + ар—127-1), 
юскольку полином такого вида может иметь точно р нулей в любых 
аданных точках. 

в) /=2, р-Е 1 четно, а  — 5. Предположим, что |а|<|6| и постро- 
м А(5) вида (12), имеющий нужные знаки в ро» внутренних точках 
т точке а (всего в р точках). Если окажется, что В(х) имеет в точке 
› знак, обратный заданному, то в качестве требуемого полинома можно 
зять 


< [| «р. 


5(2) = (( — в)Р4+1 — 2РН)А(т), 


`де => 0 достаточно мало. 
г) /=2, р-- 1 четно, а а= —6. Пусть даны точки 


<<<. Зри, < 


* Гиперплоскость МР здесь п-мерна. 
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й {5(7к)} — знаки, заданные в этих точках. Если 6(—6) =06(11) или 


3(5) =5(7р, ,), то искомый полином снова имеет вид (12). Если же | 
5(—6)+8(21) и 8(5) Е 8(тр, ‚), то при р>>1 можно построить полином | 
(12), имеющий требуемые знаки в точках #11,12,...,Тр,, и знаки, об- | 


ратные заданным, в точках —6 и 6. А тогда полином 
5 (2) = ((6 — РН! — 22+) В (1), 


принимая значения заданных знаков в точках — 6, 1, 45,..., Тру, Б, 


будет удовлетворять условию теоремы. 

Рассмотрим дальнейшие примеры. 

2) Пусть Г» = {ф, (2), $2 (2),...,Ф"(®)} есть система функций А. А. Мар- 
кова, т. е. при любом т < п функции $1 (2), фз (5),...,Фип (т) составляют 
систему Чебышева порядка т. Тогда если в соотношении (8) 


ища. ==, р> "и, 


то В, (М) <г 


Действительно в этом случае 


ВМ и [И 0,1, 2), 


и можно воспользоваться третьей формулировкой условия теоремы Па), 
данной в замечании $ 4. 


3) Если из системы Маркова 7, = {фл (2), фз (1), ..., Ф" (2)} исключить 


п 1 
любые функции {$,, (7)}, ">| 5 
среди полиномов полученной системы будет существовать единственный 
полином наилучшего приближения. Это вытекает из следствия П теоре- 
мы [. 
Если, в частности, 


фи“ Фо, 


| то для всякой функции }(2) ЕС, 


то справедливо также следующее утверждение. 
Пусть среди целых чисел 1, К»,..., Кр (1 < А < п) содержится без про- 


п-+1 
пуска |=] членов натурального ряда; тогда . подпространство полино- 


мов по системе 1, 1, д, ..., ди будет множеством единственности для 
любой функции }(2) Е С.. 

4) Пусть 2 (1+1) — подпространство алгебраических полиномов сте- 
пени и, рассматриваемых на отрезке [—1,1], а М, — гиперплоскость, 


для которой ак = о* (Ё =0,1,...,п). Тогда 
В(М,) = В, (М) =0 при [р| >> 1, 
К (М, = В, (М.) =п при [р| =1, 


К(М) =", В, (М) =п—1 при |р| < 1. 
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При-этом функция, для которой ‘многогранник наилучшего прибли- 
в “= имеет размерность, равную ВА, (М.), может иметь как: угодно мно- 
го производных. Указанные соотношения легко проверить, используя 
одну . из формулировок условия теоремы Па), приведенных. в _замеча- 
нии $ 4. 

-5) Пусть М°® = множество тригонометрических полиномов` п-го поряд- 
ка с равным нулю свободным членом (т: е. ж Е 0, ах = 0, & = 1,2 2п; 
4 = 0). М° есть множество единственности для любой И 
функции с периодом 2м. 


Действительно, для любых п точек 41,10, ... 5 ранг матрицы 
1 6082 вау. ео па ров 
А (21, 22,...,2,)=1 1 соз ИИ о ь оО ИНАЯ 
и “@ 0 0 0 


не меньше п -|-1, что нетрудно проверить, перейдя к показательным 
функциям. Отсюда следует, что В (М°) <п и остается применить теоре- 
му Пб). 

6) Рассмотрим систему 9» = {1, 2,-22,..., 2”, /(5)} 

Если #7”? (2) не обращается в нуль на отрезке [а,6], то 5,2 есть 
система Чебышева относительно этого отрезка [см. (')]. Для того же, 
чтобы 1[,(5„+2) было множеством единственности для любой дифферен- 


цируемой функции, достаточно лишь, чтобы функция О) имела на 
отрезке [а,6] не более п нулей с учетом их кратности*. В самом деле, 
при указанном условии полином системы 5„{2 не может иметь более 
2п-+- 1 нулей с учетом их кратности, а чебышевский ранг /. (5-2), оче- 
видно, не более ‘единицы. Применив следствие П теоремы Т, получим: 


В, (5-2) Е: 0. 


Поступило 
8. ТУ. 1958 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Бернштейн С. Н., Экстремальные свойства полиномов и наилучшее прибли- 
жение непрерывных функций одной вещественной переменной, М.—Л., 1937. 

2 уаскзоп Ю., А вепега| с]азз оЁ ргоетз ш арргохрпаМоп, Атег. 7. оЁ Маё®., 
ХГУТГ (1924), 215—234. 

3 р 1скК 1: п зоп О. , Оп Тевеьусьей ройпот1а1$, О паг. 7. оЁ тай а.,12 (1924),184—192. 

< Зуховицкий С. И., О приближении действительных функций в смысле 
П. Л. Чебышева, Успехи матем. наук, ХГ, вып. 2 (68) (1956), 125—159. 

5 Зуховицкий С. И., Стечкин С. Б., О приближении абстрактных функ- 
ций со значениями в банаховом пространстве, Доклады Ак. наук СССР, 106, 
№5 (1956), 773—776. 

в Крейн М. Г., Г-проблема в аботрактном линейном нормированном простран- 
стве (в книге Н. Ахиезера и М. Крейна «О некоторых вопросах теории моментов», 
Харьков, 1938). 

7 Марков В. А., О функциях, наименее уклоняющихся от нуля в дацном проме- 


жутке, СПб, 1892. 
* Здесь имеется в виду обычное определение кратности нулей, т. е. с учетом 
производных выше первого порядка. 


3 Известия АН СССР, серия математическая, № 1 


114 А. Л. ГАРКАВИ 


8 Ремез Е, Я., Юбщие вычислительные методы чебышевского приближения, 
Киев, 1957. 

› Рубинштейн Г, Ш., Об одном методе исследования выпуклых множеств, 
Доклады Ак. наук СССР, 102, № 3 (1955), 451—454. 

10 Нааг А., 01е Мшко\ззсве Сеошейче‘ип4 41е Аппёвегип8 ап зейбе РипКкио- 
пеп, Ма. Апп., 78 (4948), 294. 

11 Хавинсон С. Я., К вопросу о единственности многочлена наилучшего в. 
жения в метрике пространства Г, Доклады Ак. наук СССР, 105, № 6 (1955), 
1159—1164. 

13 Хавинсон С. Я., Системы П. Л. Чебышева и единственность многочлена 
наилучшего приближения в метрике пространства Г1, Труды 3-го Всесоюзного 
математического съезда, т. 1 (1956), 110. 

13 Хавинсон С. Я., О размерности многогранника наилучших приближений 
в метрике пространства С, Сборник трудов Моск. строит. ин-та им. Куйбышева, 
№ 19 (1957), 18—29. 

1* Чебышев П. Л., Вопросы о наименьших величинах, связанные с приближен- 
ным представлением функций, Собр. соч., т. П (1947), 152—236. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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А. В. ЕФИМОВ 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ С ЗАДАННЫМ МОДУЛЕМ 
НЕПРЕРЫВНОСТИ СУММАМИ ФУРЬЕ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе дается оценка сверху уклонений функции от ее сумм Фурье 
для функций с заданным модулем гладкости и асимитотически точная 
оценка таких уклонений для классов функций с заданной мажорантой 
модуля непрерывности. 


$ 1. Введение 
Пусть / (5) — непрерывная функция периода 2т и 


5» (1,2) = + У, (ах соз Ах + и зш 2) (п=0,1,2,...) 
#2 


— частичные суммы ее ряда Фурье. Обозначим через г„(/,2) уклонение 
функции (5х) от ее суммы Фурье, т. е. 
тв (|, 2) = 1 (2) — 5» (1, 1). 

В работах ряда авторов были даны асимитотически точные оценки 
верхних граней таких уклонений по некоторым классам непрерывных 
функций, Первый асимптотически точный результат принадлежит 
А. Н. Колмогорову (4), рассмотревшему классы г раз дифференцируемых 
функций. С. М. Никольский (5), (7) рассмотрел классы функций, г-я 
производная которых в смысле Вейля удовлетворяет условию Липшица 
порядка а (0 <&<1), а также сопряженные им классы функций. Авто- 
ром (1), (2) найдены асимптотически точные оцснки Г» (],2) для классов 
рункций, Ё-я разность г-й производной в смысле Вейля которых удов- 
летворяет условию Липшица порядка а (#>2, 0«<«<1). 

С. М. Никольский (8) рассмотрел также класс функций, модуль не- 
прерывности которых не превосходит данной мажоранты 6 (#), т. е. класс 


Я\.. Им было показано, что 
&.„ (Нь) = зор |7» (1, 2) [с = зар шах | (2) — 5» (7, 2)| = 
т 


1ЕН\ На 
п 
1 С 4 \ 1 
2 шп 2 . а 
-- (т) 984240 (® (и), 
0 


де < 6, <1, причем в случае, когда в (1) есть монотонно возрастаю- 
цая выпуклая функция, т. е. когда %, 
1 и ь 
© (0) = 0, о (у о (6) < (=), ОЗАЗЬ, 
82 
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ия 


9, равно 1; таким образом, в этом случае константа 


2 
жа 


г ) зщ 242 
и (5. +1 


© ь|а 


точная. 
Определим классы функций, которые мы будем рассматривать. 


Будем говорить, что = ЕМНЬ, если /(2) имеет период 2м и ее мо- 
дуль непрерывности 
чо (5, /) = зар шах |7 (2 + #) — / (2) | 
№ ]<5 -х 
удовлетворяет условию 
1 (5, /) < Мо, (), 
где в, (5) — заданная положительная функция, являющаяся истинной 


мажорантой модулей. непрерывности [см. (19), (")], т. е. удовлетворяю- 
щая условиям: 


@ (0) =0, ‹(Г) непрерывна при & = 0, 
0<%0(1) —о(1) Зо (6—1) при О<а<Ь. 
Пусть 05(6, /) — модуль гладкости функции } (г), т. е. 
сз (6, — заршах | / (2-52) — 279) + № 
и лусть 0, (5) — положительная функция, являющаяся модулем гладкости 
для некоторой непрерывной функции периода 2*. 
Будем говорить, что (2) © МНЪ, если 
| оз (5, /) < Мо» (8). 
Если же функция в. (5) удовлетворяет дополнительному условию 
в (%6) < (+1) в (6) (0), 


Фо оудем говорить, что (2) 6 МИ*. 
сасемотрим также непериодические функции, получающиеся из функ- 
ции периода 2= путем прибавления к ним линейной функции. Именно, 
Л же мА? . 
будем говорить, что $(2) Е МНь (соответственно $ (2) МН-.), если $ (2) 
может быть представлена в-форме 
$ (2) = 1(® аг +, 
РТ и С 2 с / 2 
где и и 6 — постоянные, а /(2) Е МНь (соответственно } (2) ЕМН-). 
.© 
Г 2 
Условимея вместо 1.Нь, 1.Нь,... писать, соответственно, и Ной 
в. 7 о *^ 
В работе изучаются свойства функций указанных классов и даются 
оценки верхних граней, распространенных на эти классы уклонений 
ь в] = 
гп (7, 2). В $2, в частности, доказывается, что сели (7) ЕН? и 7#(0) = 
[0 
= (4) =0, то ‘для 2610,4] 


24 
1 (5) =0(ш = 65 (2) 
(теорема 1). Этот результат содержит известный результат Зигму..да (3) 


для ©, (1) =/ и представляет интерес, . например, для. в. (й) =й и 
; ь 1 
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Положим 


а 


| Ст (6) = зар [> - /е) совпеав| па) 
| Нь я 


| (п) 
т.е. С;’ («) — верхняя грань и-го коэффициента Фурье. 
В $3 дается оценка сверху для верхних. граней, распространенных 
2 “ 
‘на класс И уклонений ги (7, 2), т. е. доказывается,. что 


С” 
—- #2 
— Ши- О (в (--)) 


з„ (Нь) = зар || 7 (7, 2) || < 
5 


| ооорема 3). Наконец, в $ 4 дается асимптотически точное равенства‘ для 
65 „(Нь), а именно показывается, что 


с®) Е 
65, (НЬ) = ав. -- О( (=)) у 


см © 


'`Здесь уже константа — точная. 


Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за постановку 
‘задачи и за ценные. советы и указания, которые были использованы при 
выполнении настоящей работы. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


< ы 22 
Докажем прежде всего одно свойство функций классов Н»=. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть } (2) Е т в (й, /) — ее модуль гладкости и }(0)= 
= ](а4) = 0. Тогда для любого Е [0, а] 


24 
7(2) = 0 (шо, (2). 
Доказательство. Так как 1(2) Е Я?, то для ^>0. 


9 (В, /) < о, (№) < (^- 1) в (1). (2.4) 
По условию, мы имеем: 
7@- №) —2/ (2) +/а2—1) |< (®). 
‘Отсюда, полагая А =х и учитывая, что / (0) =0, получаем: 
27 (2) — 1 (21) < в (2). (2.2) 


Положим в (2.2) х = = и.) Тогла 


> =) #12...) 


—] =. 
 Умножая эти неравенства на С„ = 2” и суммируя полученные неравенст- 
‘ва по п от 1 до т, получим, учитывая, что } (а) = 


т 
т, [4 $ 9 ==) 
2 (т) < 2). 
Отсюда находим: 


пока роч) 


®—=1 
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и, применяя (2.1), получаем: ° 


(==) <> а щ (= 


2”; = 
р (=) рт 2" — т в (2)-+0(ь (=) 
== от 2 ( — 7 2 \2т 2 от , 
т.е 
Ик) т (=) +0(4 (=). (.3) 
Рассмотрим функцию ф (52), линейную для всех хЕ/м = ея Е = и 
совпадающую с ] (5) в точках х = а 
| 0, если х = 0, 
$ (57) = тм га 4 а а 
=) — ян) — зн) + ляет), воли 
(2.4) 
Так как функция (52) =](2) —$(х) обращается в нуль при х = = 
(1 =0,12,..), о Ша ЕЕ ‚(<< г) 
Ау (=) | = 14% /(2) | << в (®) =0 (вв (==), 
и, в силу теоремы Фрея (12), для всех х6 [м 
© =0( (т) = 0659) 
Следовательно, 
1(2) =$(2) + (2) =$(2) НО (›(=)). (2.5) 


Но из (2.4), используя (2.3), имеем для всех 26 Ги: 
а +) 


ыы 


< 


откуда следует: 
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Таким образом, 


| с а 4 а 
Мобила (я) +0 (% (1) 0(ш (в) 
и из (2.5) получаем, что 

18) =0 (в о (2), 
т. е. утверждение теоремы. 


‚ Замечание. Пра в» (#) =й для периодических функций получаем 
отсюда результат Зигмунда (3), доказавшего, что если > (5) =6, то 


(8) =0(8т5,). 


Докажем две леммы о верхних гранях коэффициентов Фурье и непол- 
вых коэффициентов Фурье. 


ЛЕММА 1. Существует функция $ (2) ЕНЪ, удовлетворяющая условию 
ы (2 + =") =$(2) и такая, что 


2 
в \ ф (5) соз пхах = се ] ф (1) соз пхах = (в (@). 
т ге ия 9 


Доказательство. Пусть 1(®) ЕНЬ (=1,2) — та функция, для 


которой 
п 


— \ 1 (4) соз пхах = С” (®) *. 
а у п—1 
(== (2+ =," 
&=0 


удовлетворяет всем утверждениям леммы. В самом деле, 


п—1 
1 2Кп 
Ме (о) => ХА (2+5), 


^. 
© 


п—1 


[144$ (2) |< —— Ут <, <, 


2 
и, следовательно, ф (2) ЕНЬ. Утверждение ф(2 + =) —=$(х) — очевидно. 
Цалее, в силу периодичности }(5), имеем: 


( ИЕ 2к 
—- \ ф (1) со пх ах = —- о —- \ 1(=+ 22") совпз аа = 
— =0 — 
п—1 п к 
1 1 У м | — 2 
а — \ 7 (1) сов пз 4х = — \ 1 (2) соз пд ах = С?’ (0), 
Е=0 — —п 


3 Е 
* Существование такой функции в классах Н., (# = 1,2) вытекает из того факта, 


то классы Я при нормировке в одной точке по теореме Арцела [см. (5), стр. 66—68] 

‹омпактны в себе, а следовательно, зир |а„(/)| достигается для некоторой функции 
ТЕН. 

из соответствующего класса. 
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2п 

т = 
Е \ Фф (2) созпх ах = и \ Фф (2) с0$ пх Е РЕ : с (6), 

п о 


и лемма установлена. 
Следствие 1. 


С (в) =0 (&(--)) .(=1, 2): (2.6) 
В самом деле, 


и 
С° (®) = = 


ф (2) с0$ пх ах —= =) ф (=) 60$ 245 — 


ета 


ту 


= =. \ [ (=) $ (0) | с0$ д 4х = (=)— $ (0)] с05 2 ах -- | 


= 
п 


+ и - =)— $ (0) | 605 2 42} = ых =. (0)соз: РЯ < 
«Ааа < (2,5) < (=) -0 (& (№ 
о т 
Аналогично, 


С° (в) = — [$ (=) — + (0) совааа< = ) [49 (0) |42< 


ка) 
Следствие 2. Если 1(2) 6 НЬ (=1, 2), `то 


р \ 7 (2) со их ах = 0(® (--)) с (2.7) 
Действительно, так как 
| \ 1 (2) соз пхах |< С” (®), 


то, в силу (2.6), 
С \ 1(<) с0з пх 4х = О (© (-,-)) : 
ЛЕММА 2. Пусть, 1 <т.<п. Тогда равномерно относительно т 


тт. -- 


зар | Ее \ "7 (2) соз их 45 — ® о (&) + о (= о, (,.)): 


п 


я 
Ё] 
$152 
> 
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Доказательство. Так как прибавление линейной функции не вы-. 


Юдит функцию из класса Н* и так как 


эти 


и 
| | \ (ах -- 6) созпхах = 0, 
| 0 
ю для т>.2 мы можем считать, что 


т ы: 2тль Зт. 
о 
Поэтому из условий 


А +®) — 27) +7 (=) |<» ®) 


в И) — 27 (7 — 3%) + (ит т в) | < (М, 


| Читывая, что, в силу теоремы 41 (@= 


ия), 


п 


(= +%) =0 (шв, ®)) 


7(=—= св — —#) =0(ш 6 (®)) : 
'ы получаем: 
И. -0(ш ть, (0), (2 +) =0(ш Жиь 
‘ледовательно, 
этл_ этт _зт = 
[1 т 2т И 
\ 7 (1) с0з пх ах = \ 1 (2) воз пхаз -- | 1 (2) с08 их @& 
д =. г 
этгк и 
Н | 71 (<) сов пх ах = \ 1(Е- 5. ата а + 0 (1 (-- )= 
эт _^_ эл ь 
= \ ф (Е) зп п +0 (= 6 (--)) , 
) 
ть 


99=1@+=), «оеЙЪ, +0 = ("0 


Рассмотрим функцию 


т—]—2 т-Е7—1 


о-аеы (9+0, > >= —!) 


и кк СЕОТ (0,4,1..,т—0). 
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О ЕЕ ОЕ ее сорт еоС4° 


от 2 
Для этой функции при 0<{<-- имеем: 


9+) =ч0=—(С"-—) (-1>,...т-з. 28 
$ (=) =0 (=0,1,....т—1) (2.9. 


п 


2(т—1) п 2{т—п 
п т 


\ ф(#) зп п = \ Ф(#) эт п 
д 0 
{доказательство этих соотношений см. в работе (1) или (*)). 
Оценим 41ф (1). Так как функция ф (1) имеет период — ‚ то для оценки 


2 4 2 
достаточно рассмотреть только |=. о = | и0< <в <= . Функции 


(В —$ (= :) при = 
фа (Ё) = 2. 2п 
и. при <<“ 


© — 2) к 


фз (8) = | 


получены нечетным продолжением функций с модулем гладкости в. (й, ф)< 
$ © (#); используя мы Фрея (12), заключающийся в том, что если 
1(0) =7(6) =0 и 

1 (2) при О<5<Ь 


Л (2) = ме при —6 << 0, 


то 


з (й, 71) < 5 в (1, ), 


мы получаем, что 


| АА фа (2) [ < 52 (№, /) < 5% (#) 


| фа ( (2) | < 5% (1, /) < 5%. (®). 
Так как д < а то в выражение Д} ф (1) будет входить только конечно 


число р разностей А} к ф: (1) от функций, получаемых нечетным продолже 
нием, а остальные слагаемые ‘будут вида АЕ 7 и Е :) 
причем. для них будут справедливы оценки: 


[485 (#= "| < ‘о; (®), |492 =) |< вов (®). 


Следовательно, 


АР о) + Зе) = [1 +0(#)] 


$96 [1+0(;,-)|®, 
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поэтому функция 
фо еЯ. 


фи (1) = 
и 


= 


2(т—1 2 
для О<Е<Х - ) с имеет период = . Продолжим ее периодически 


ля веех #. Мы получим: 


2тиле 
Й ъ 
зар = \ 1 (5) со из | = 
1ЕЯ. о 


2(т—1)п 


= ть | т 9 (0 тие а |+ 0 (9 . (+)) = 
$40)=$ (ия) 
2(т—1к 
а | Омичи ноты (5) - 
+(=+)-ко 
ат м 


во] эр |} номома но (в) 
ФЕНУ 


« (=н)- о 
ы[ +0(=.) "= вор ВИ (бп иё 4 | + о (ть, (,)) = 
ФЕНУ о 


9: (тн)-х®о 


"= [1 40(1)] < ®) +0 (5,1 ()), 


так как 
С° (®) = О (в (4 
2 (©) = 6)> \т//’ 
отсюда выводим утверждение леммы для т > 2, т, е. 


эт 


вшр|  дбдеентове] = СР +0 (ы" 6 () 
ЕН о 
_ Если же т = 1, то 


__ КЕ) оовтва =0(\=() а:) = о(1%,(1)). 


и > 
\ 7 (2) соз их ах = \^ = 
0 ъ 
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Следовательно, для любого т > 1 


тт 


п 
т = 7 (<) с03 пх ах 


+09 в, ( 5), 
лее. 0 


и лемма установлена. 


Следствие 1. Пусть т и п— целые числа. Тогда 


зир а : 1 (4) сов пхах | = ^^ =- СГ (© ) ня 0(""«(,)) Е (2.10) 
1ЕН\ 0 
В самом деле, из условия 1 (+) ЕНь следует, что 


в (1, = вар 9) — 2/(2) +7 —9) | < 2. (№7) < 2 (В 


И 

в» (ХА, 1) < 2% (№, /) <2(^- 1) 6 (В), 
т.е: 7 (2) 8 2Н*, а поэтому лемма 2` справедлива и для функций клае 
са 


Следствие 2. Пусть 1 (2) ЕН, т и п— целые числа. Тогда 


\ (2) созпгаз =0(*С5 (®)}. (2.111 


$ 3. Уклонение функций классов Н» от их сумм Фурье 
ТЕОРЕМА: 2\ Пусть / (2) Н*.` Тогда для уклонения функции 1 (2 
от ее суммы Фурье справедливо равенство 
п кп ` 
кг : “а 
п 
Ри (1,2) = 08 У у че | (+ 2+2 +7 (@ 2—2) созпааа + 
р 0 
1 
+0 (4 (+). 


Доказательство. В силу (2.7) имеем 


= . 20-1 
1 РОТ ЗВ 
Гъ (/, 2) =} (2) — 8, (1,2) = =\^ ии 
с | ы 
== \А1/ (2) 08 55: а пё 4 += \А1/ (4) 608 ИЕ = 
0 


т п ы([- 
2т 


1 ран 
= 2 | 4 (2) ов --5т пр аЕ- 
о г ы 


[35. 
) 


[а 


41} (2) се -. эт и 4 и 


2ъ 
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| -- \ 41 (5) 8-5 ии а) т 0 (, (5) = 
| 2. (1-9. 
| = +115) +0(6, (1). 
Но 
Г = \ 417 (5) 5 5 $1 и Е = “( | 477 (5) | — и 41) ее 
аи) 
влее, 
[3 = \ 7 (2) 4 чт ираЁ == 
5% 
2т т 
(2-9) 
2% п 
И \ А;_,/ (5) 1 от пай. 
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ункцию /(2) заменим еб полиномом наилучшего приближения ДР, (1) 
воспользуемся следующими соотношениями, доказанными С. Б. Стеч- 


ным (3): 


1. Пусть Р‚„ (2) — тригономегрический полином порядка п—1 и 
п—1 р 


Е» (7) = п ||/ (2) — Рь 1 (2) | = || (2) — Рь_1 (2) | 


эгда 


Е» (/) = |1) — Вл (2) | < б®, (9, /). 
2. Пусть |7 (5) — Р‚ (<) || <, (, 7) Тогда 


| и Л й | 
[1% (2) |< С? , (+, /} 


В силу (3.1), имеем; 
А+ (2) = 48 +Р, (2) НО (% (1,1). 


сюда, полагая 


Сп п 2 (|. =: 1) | — если п = 2, 
\ 


= 9 = 
2% 2п п 


если п = 2-1, 


(3.1) 


(3.2) 


(3.3) 
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находим: 


Ск 


2% 


п = е | ‚Р„ (2) 85 А зт п Ч - О (&»( ; 1)= 


а. т = АР.) > со иё -- 
` с 


2% 
+1 [([-Р@е+=- 0+ 22—41] 8+ Ат: Р» (2) - | г)х 
т, 


2 


Сл 


к 05 пе 48} + 0 (ы(+, /)) = (—1 и р (хи + 


п 


+ Р, (2—1) 8+ АР, (2) т м 
2 


та 


и уе 


р 
Ее. 
0 


ранр (в^—й к. (—*-+ 0] 


с03? 


с 
ПАВ т О 
2» (т) — пар (&,( ‚1)). 
Так как 
Р. (2 + №) — Рь (2—1) = 2АР, (2 +0) (101<1) (3.4) 
* | 
ДАР, (2) = №?Р» (2-01) (18,|<1), (3.5} 


то, в силу (3.2), получаем: 


м: 


Сп 


ео) ео 


+1 е-— « ПВО ео 


1 
Е 


2 


Веды: ‚1 = | 
сони 


+ (®— 1 |Р» (2+0 Е 
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‚2-9. 
Таким образом, обозначив п = м, 


и (1,2) = у оп пе +0 (%( -) 


| 


2т 


== (2 бы аа {лу (2) (8х — т} ашивай + 
ы ы 


+0 (, (;.)) а а ее де = +0(, (3 =). 


2" 


ля оценки /. заменим функцию / (5) ее полиномом наилучшего прибли-. 
эния; тогда, используя (3.1), получаем: 


уп 


14 = |419 (в) $ш ира = 


т 
уп 


а (2) [вр — т] ште ЧЕ -НО (& = у 


п 


2% 


Далее, применяя (3.4) и (3.5), находим: 


фа РВ, (=) {> — +} п иё а = — Г АР, (5) {18 — :} с05 пё 


> эт 


ке: 9—2. (#1 (+) 


— АЗР, (2) ( ыы - —в)} с08 ПРА = - 


2 5112 > 


р (0 — 


Е] (св р — 2) А, (2) ( - т =} вш иё — 


2 911? — 


- р: (ТОР, @— 91-2, ШИ 


2т 
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1 
05 = 
й 2 2 4 Е 
` 23112 — 2 $113 --- 
: д 2 
| 
=0(; 


эт 


(ГР (2-0 21; (@ +60 )+ 


уп 


п 


Эт 


+0( Ре 01+ Ра #0127 (= +00) | + 


+7 (2+0 46. 


Здесь мы использовали ‘оценки: 


о 1 7) Ре 4 1 
ба = 01 | Ре) г-в=0(+). 
25110 - 28108 == 
Таким образом, в силу (3.2), 


Га = 0 (вп? 8) О (ть, (;, 7) +0( :( 


{ ` 
&=0( (+), 
т, следовательно, 


А а +0 (&.( 1.) у 


А? (2) 810 ИЕ 


т. Г @- о (®. (..)) № 
2т т 


п 2-1) п 
Е = 
и Я 1 А? #1 (2 . я 
=. а \ 11.(2) яп шаё -- 
а > п жк 
РИ 
и п 2к--а)л 
Й Ё | - 2% ;. п 
ЕН 2 
т м (я) 
#—=0 п 2 
ти 


Л \ В 
эшщ и -- 
Е —_ т | 


==>. +=, + (1). 


к 


Оценим слагаемые Ух и — Мы имеем 
2(к- км 
ет 


41} (=) а 
п эт 
зе № 


1 . 
= ®+0* | зш ИЕ = 
21 + п 
к 2(К-+1) п 
=: г, 2-9 
е ее ь 
Е 5) \ 43 (=) 21 г эт и = 
2* (++ Е м, жк 
В 
2п 
> 
К п 2 с05 п: 
= — г Ах зы, ( и (Е т 42 = 
2® (++ т) 0 2% п Эй ик —° 
2 
аб 2и+ь* 
== 5 ) |4 п рот _ И) ея Е Е" —2|х 
2п (+ 4) 0 т + в 
Л 2 К 2 60$ 2 : 
х тя ЗНС: 72) } Е = и 
2% = ве 2п п 2п ЧЕ п 
Но функция 
[5 и) 2(Е-+ 1) д —:] 
п 2 
$» (2) = зао" _ Ват 2% т я зо 72) 
2п п ра = п 2% п 
довлетворяет условиям 
= 2(Е-+ 1 
ф(дЕ2Й", фо (ЕО) 0 
1)= 
оэтому, в силу теоремы 1, для 0 х- («= и 
4 (+ о) 
4тЕна | 
фк (2) = О (№ = 0 (2) [9] (в*+ 
Таким образом, 


в» (2). 
= и Е 
№= У \ 


р. РЕ | Ва 
Ри + г 
[1] - = 
ны - 
* о р 
[=], г 
0 п? 1 
ии 
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СЕ НО Е ЕННИ ЕНЕЕЕ Е НЕ 


п 


п 


= 5 \ 42} (2) зп пё ЧЕ = 
к=0 2=(к +4) ео 
п 2(К-1) к 
и Е \ А* ; / (2) с08 пё 42 = 
ко Вет а “м 
2([^ | -—1)= 
п 4 ( 2 
= 1 - 5 \ А = 7 (2) соз п2 42 + 
[2]-+ м 


2(К-+1) п 
в 


я 
2 
| а - № а 2) со из 4. 


\ А, = 1 (2) со п2 42 = 0(, (;-)). 


2% 


лоэтому 
а 2(А-1) м 
в А ( 4 
Я = > Е \ А, «/ (8) 03 И2 42 +0 (“, (-)). 
К=0 0 о 
Итак, 
(к 


те Аа 1 (<) соз из аз - О\ (--)) = 


Ве = 
р х ео [(е-+ё+.) +1 (2—2) спа 4# 0 (в (=\), 


что и завершает доказательство теоремы. 
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ТЕОРЕМА 3. Справедливо асимптотическое неравенство 


(т) 
8, (Нь) = зир |7 (2) — 5» (7, | < р щи--0 (4 („)). 


лЕН® 


Доказательство. Согласно теореме 2, имеем: 
[5] = 


| п 4 
и | г» (У, 2) | <5— > 2‘ $Мр 
ие 
0 


эт 

ых ы 

—- | (её + 2.) 05 па + 
0 


-- зар 
лен 
(5 


Г 1 (#—2— 3) созпа ав 


|5 (-. 
Отсюда, применяя лемму 2, получаем: 


[:]-. 


п 4 К сч(п Ш (+1 1 
8в„(Н,) <5- р че о ОВ, ( 


, (=) + 


п 
К=1 
ео) 
С° («) й м м | 
и - ы = + 0(м (-,-) 2 Пя) +0 (в (+) = й 
Е ча ы ши +0 (в (=). 
‚©. 
85 (Н,) < еи — ши - 0(, (-)) . 


’ теорема доказана. 


$ 4. Уточнение теоремы С. М. Никольского 


_ ТЕОРЕМА 4. Справедливо асимптотическое равенство 


-- <) 1 
#8 (Но -- — шп О (, (- )). 
Доказательство. Так как из условия / (2) Е Нь следует, что 


в (№, /) = ны ] Д$ / (5) | < 2%, (1) 


воз (®, /) < 2 (А-П (®), 


о 1(2) Е2Н% и, следовательно, для уклонения функции }(1) от ее сумм 
›урье справедлива теорема 2. Таким образом, 
2кт 


нах в рен + 


ИО | 
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и, в силу (2.10), мы имеем: 


зир |7» (, 2) |< 5 о = вар {|= \ (ера д) совтаа| + 
0 


У: А ЛЕН 

2кп 

-- г \ (#2 2) сова | + (в (5,))= 
0 

Е я о | ие) 

= т д | эа ьт 

Обь (1) ши (5) 
т. е. . 

8. (НЪ) < ЕС ши + 0 (в (=). (4.1) 


Для оценки 85, (Нь) снизу построим экстремальную функцию. Пусть 
функция ](5) такова, что : 


Цене-лю, 


Е + =) с08 2 42 = С‘? (®). 


п 


Существование такой функции вытекает из леммы 1. Разобьем отре 
зок [—т, т| на отрезки 


3 2 [тп 5" 25 [п 5= 
ыы ры 
и рассмотрим функцию 
0 призов ее Лт те, 
$(&®) = 7 (5) при Е Да, 


7(-=-*) при 2 Е Г., 


ф(а {+ 2*) =$(2). 


Оценим разность ф(х + #) —$(х). Если обе точки х и х- й лежат н 
одном из отрезков Гл, 1%, 13, Ла, [5, ТО 


[$ (2 1) —$(2) |<; (й, /) <: (®). 


Если же, например, х61., а х-- АЕ/Г., то хе "а ь (05 


й мы имеем; 


феи) фа) = (ва) —$(%), 
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. е., в силу неубывания о (й, }), 
|Ф(=-- ®) —$(2) | <: (# —а, ) Зо (й, ) < (1. 


‘налогичный результат мы получим для других случаев расположения 
очек хи х- 1. 
Таким образом, 


(= ®)—$ (2) |<, (в), 


‚е. Ф(2)ЕНь. Но для этой функции мы имеем- 
2кк 


ъ 
—| —2 п 


х ы [+++ (2—2) созиааа + 


2 
и 


т» (ф, 0) = = 


+0 (в, (+) = = Уд Те ое 
К=1 0 
ине - >) соз 2 42-- У (-= — 2) сова аа + 
2п 0 
в 


НИС Б-Ееынано (Е ен 
+ &— 1) С «+0 (&, (+) + ®— 1) С &) + 


+0 (5) бьн+о (6 (1. 


т. ($ 0) = - ши 0 ( (+). 


Следовательно, 


85. (> т Ф 0= р "+0 (м (+). (4.2) 


Из (4.1) и (4.2) заключаем, что 
с” - ) 1 
2 Не п О (“ ( =), 
‚ е. получаем утверждение теоремы. 
Замечание. Лебегом [см. (13)] доказано, что если ‹, (#) удовлетво- 


яет дополнительному условию выпуклости 


о (6) Е (5 < (25°), 


Го («) = —- Г (=) эт 242. (4.3) 
0 
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В случае же, когда в, (1) — произвольная истинная мажоранта моду- 
лей непрерывности, имеем: ` 


А (.:) $1242, (4.4) 


а 2 
С” (в) = в, — 


Фа 


где а, Равенство (4.4) получаем в силу того, что функция 


2 в; (29) при 0<:<>, 
Ф(Й = 
—5 1 (211) при —<1<0 


удовлетворяет условию 
[Ф(1— 2) —$Ф(1) |< 2% (2). 


Подставляя в теореме 4 вместо С‘” (5) его выражение из (4.3) или (4.4), 
получаем результат С. М. Никольского, сформулированный во введении. 


Поступило 
3. Г. 1958 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 135—155 


А. А. КОНЮШКОВ 


О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ. П 


(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым) 


В работе рассматриваются классы функций, удовлетворяющих обоб- 
щенному условию Гёльдера или обобщенному условию Дини, и опреде- 
ляется категория некоторых подмножеств функций. В частности, результа- 


ты Тарнавского [(1) — (4)] о категории множеств Н„ [Г] Но, 0%, Ш, [| В, 
распространяются на классы Ни, у в» где йе — р Натуральное 
число, а В — любое положительное [в а (1) — = 


$ 1. Введение и определения некоторых классов функций 


1.1. В работах (!) — (1) Тарнавский, продолживший некоторые иссле- 
ования Орлича, Качмажа, Банаха и др., рассматривает классы Нь, 
>, О,, Оь и определяет категорию некоторых множеств функций 
м. (5), введение]. 

Введем классы Ноки Ок в, где А — любое‘ натуральное число, 
— любое положительное, и распространим на них теоремы работ (!) — (4) 
категории некоторых множеств (в этих работах А =В = 1). 

1.2. Пусть ф (Е) — положительная функция на (0, 2*], К — натураль- 
эе число. По определению, 

1) Нок — класс всех функций /6 С». *, для которых при любых х 


:6(0, 2*] 
1467 (2)| < $ (0. (1.1) 


‘оотношение (1.1) будет иметь место и для —2^<1<0, если в правой 
асти взять Фф(|#]).) 
Здесь 


№1 (8) = У (1 (5) еп 


- конечная несимметрическая разность функции / А-го порядка с ша- 
м # в точке х. Примем в классе Нок метрику пространства С»л. 
огда Нък окажется полным метрическим пространством. 

2) Нух — класс всех функций ЕС», для которых при каждом 5 


к 
а Ц», (4.2) 
—>-5 Ф (2) 
* С„„— класс всех непрерывных функций периода 2т. 


В И (1), (2) предел берется при {+ 0, а вместо ф (#) берется ф (|1) 
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1.3. Пусть 42 (1) — положительная функция на (0, 2*], и пусть фик- | 
сированы числа Ё и В, где А — натуральное и В> 0. По определению, 
1) Р,. к, в— класс всех функций /6С», для которых при каждом 
(фиксированном) х 
© ТАУ (2 
и (1) 


& 
А 


(1.3) 


Класс О, к,в окажется полным метрическим пространством, если ввести’ 
в нем метрику пространства С». 
2) Ру к, в— класс всех функций /6С»„, для которых при каждом $ 


2" 
1 4Ё] (218 
0 


$ 2. Теоремы о классах Н 


2.1. ТЕОРЕМА _1.* Пусть $ (Е) — положительная функция на (0, 2ж] 
и А--натуральное число. 
1) Для того чтобы Н® к 0, достаточно, чтобы 


1 Ф (В =0. (2.1) 
ыю 


При выполнении условия (2.1) множество Нък будет резидуальным в 
пространстве Сов. | 
2) Для того чтобы в Нок входили не только константы, необходимо 


и достаточно, чтобы 
к 


Пи 5 < (2.2) 


Доказательство. 1) Пусть условие (2.1) выполняется. Докажем, 
что тогда множество Нъхк будет резидуальным в пространстве Сол. 
Покажем сначала, что Ну к-Е 0. При этом мы можем считать, что ф(ё) 
не убывает и 

Ах к (1) == зар 5 <> (0<1:<2м). (2.3} 
о<т<! 
Действительно, в противном случае вместо ф({) возьмем 
| $" (#) = шах (#, зар ф(т)) (0<Е<ь). 
0<т< 


$" (1) = шах (#, $* (&)), (6 <1<2м), 
где & таково, что зар ф(т) < со. Тогда . 
0<т<ь 


$" (01, Ле, к (В <1, 9-0 (1>-0), Нуке Нок 
и из резидуальности множества Н5»,к в пространстве С»„ будет следо- 
вать резидуальность множества Нок 
Подберем числа а„>0 и натуральные „(в =41,2,.. .) следующим 
образом **. Положим 
“- Е)» 
п 


* Утверждение 1) этой теоремы при А =1 было доказано Ауэрбахом и Банахом 
[см. (5), введение]. Пример функции из Ноа был дан, например, Рузевичем ($). 
** Такой выбор в случае & =1 о в работе (1). 
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Построим В, и с» по индукции. Пусть с, =1, В =2. Предположим, что 
тля < п (п>2) уже определены 6; и с:. Выберем с„ так, чтобы 


6 —П, =ь 7 а 6 < о (2.4) 


Используя условие (2.1), выберем число Б, так, чтобы 


ыы (В) Заятоная(^—), (2.5) 


где г, О <г<2л, — некоторое фиксированное число, указываемое ниже. 
Из (2.5) выводим, что 


и, следовательно, 


Положим 
1 (2) = У а с0зых; (2.6) 
1 
гогда /Е С». Покажем, что {6 Нуь. Мы имеем: 


К ре 


(= ПЕ 2^ 1 6 ( = 5) э10* ты (Ё нечетное), 
ДЕ соз В, д = 


к 
т Ве 
(—1)? 2 соз 6, (с -- >.) эшА = (Е четное). 


Из этого, как нетрудно убедиться (геометрически), следует, что для каждо- 
т 5 

го х существует число &, п, $ ЗЫ <« такое, что 
п п 


|4 „0085, 2|>4>0 (2610, 2], п> 1), (2.7) 


где г, $, 4 — константы (при фиксированном #), причем г>0, $5<2* 


п п . 
МОЖНО взять Г = 5), 5 = >). При п>2 и любом х имеем: 
< к 
к р ом 
ГА: „7 (2) | = | 2 а А: п сов в: =| > [а» А: п оз, х| 
11 | 
п—1 р со и 
—| > а ДЕ, „ со - ма ий, с0зЫз| > а, — 
1 у =т-а 
п—1 со Л 
о. а: | Аг. „совы з|— у а | А:, „ 032]. 
= ‘ $=п+1 


Далее, учитывая, что при любом х 


(%) 
| ДЕ. „ 60545 |< и „ Шах (с0$ 62)’, 
, х 


$ 
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получим: 
1 к 1 = их п—1 
м РА. поеовь, арое и 1 = 
1 р к ПРЕ К 
Уно Уи" = (2т) рт 21, 
$ (1; п) г ев 
=1 й $=1 (+ п Ф Ъ, $=1 
п 
и | ГУЙ 6056; т | 2 го 
№ @ С ) < \ > @: 
1=т-1 Ч ®(5-) =п-1 
% 


14. > 7 (2) а м = 
Е ( = Е ве а (2=)\ х — 2 а: ы  — =. Ш 2 а: 
Ф ь. „Бе (3)! 1 ® (5—1 п-1 


Покажем, что при п-> со выражение в квадратных скобках стремится 
к 4. Учитывая неравенство (2.4), имеем: 


Далее, принимая во внимание (2.5), получим, что 


2 
® (5°) не. 1 М 
п * Г. 
ен > 
каж. А та © Е |9 *— 
°(5-) п т=п-1 п Ф 5): п-+1 
% Ко м 
5 1 Й 


| А м 1 (1) а а 
Фи) ба 
Поэтому | 
14: 1 (2)| | 
10а ее со 


п->со Ф (2... в) 


и, значит, / 6 Н®х. 
со 
Отметим, что Е Нок: (по терминологии работы (5)), если последо- 
вательность {5„} выбирать лакунарной *. Действительно, по формуле (1.6) 


* Напомним, что Н®, ‚- класс всех функций / СГ (0, 2т), для которых 


14) 


п 
ро Ф (1) 
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боты (5), прип=1,2,... 


142 7 (=), а (, = 
25, т 25 
> ба -— В, а — В п 
(2) ® (25. 


, следовательно, ДЕН кт. 
Докажем резидуальность множества Н®» в пространстве С»„. 'Обозна- 


им через 5» (п=1,2,...) множество всех функций /6С»„-, для каж- 
Юй из которых существует такое х, что при любом 16 (0, 2*] 
147 (2) * 
$ © 


Иножества $”), замкнуты в пространстве С»„. Действительно, пусть 
|:} Ам и —>/ равномерно на [0,2«]. Именно, пусть 
х 
1АЁЛ (=; 
$ (#) 
Из последовательности {2:} выберем сходящуюся подпоследователь- 


ть 609—660, 2 ТО: 


ость {24„} (т=1,2,...) и предположим, что 2—2. Легко убе- 
‘иться, что при т-—>со и любом фиксированном 6 
т (2, +8) (8). 
к тогда из неравенств 
| 
ГА (2) ь 
$ ^^ 


ти т-—>осо будет следовать, что 
14 Г, 
ори 
(т) 
.е. № Е Фе, к. 
Учитывая неубывание функции $({), получаем: 
со 
со (п) 
С” Нео, к = 0 5. к" 
п =1 
1оэтому для доказательства резидуальности множества Ну, к достаточно 
оказать, что каждое из множеств м нигде не р в С”. Предпо- 
‚ > - 
жим обратное, т. е. что некоторое множество 9, *, о. нигде не 
п, 
лотным в Сэт. Тогда, в силу замкнутости множества 9,’, в простран- 
тве С», существует шар О,, (10) с центром о и радиусом го, целиком 
риналлежащий в 
Возьмем тригонометрический полином ]: такой, что 


(то) 
О, (7) с О, (№) с 5. К 
2 
в качестве /\ можно взять сумму Фейера функции { достаточно боль- 
р Г. > 
ого порядка), и функцию [Е Нек с |/з[с„. < > . Сэтой целью строим, 


# 
‘ак указано выше, функцию ДЕ Нуки в качестве ]» берем с/ при доста - 
я ® 7 
очно малом числе |с|. Рассмотрим функцию Г=л- Л. Так как 


А, =1 РК <, 
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той в (11) и, значит, г6$%. Далее, в силу условия (2.3), при 


любом т 
ГЕ Л (2) 
Ф (И) о 
Поэтому функция }» = — / будет принадлежать к ‚ что про- 
тиворечит условию /› Нк. Полученное противоречие доказывает рези- 
дуальность множества Нок. 
2) Пусть сопзё + ЕН, к, где ф({) — положительная функция. Из (1.1) 
следует, что 


<- < Мь, #Е(0, 2*]. 


белы 


АЕ (2)с», < $ (9, 
а отсюда, по теореме 1 работы (5), вытекает условие (2.2). 


Если же условие (2.2) выполняется, то к Но к принадлежат, напри- | 
м Ф, 


мер, тритонометрические полиномы с достаточно малой нормой. 

Теорема доказана. 

2.2. ТЕОРЕМА 2 *. Пусть $(Е) и $1 (1) — положительные неубываю- 
щие функции на (0, 2ж] и Е — натуральное число. Тогда для того чтобы 
Нок П Но к-Е 0, необходимо, чтобы выполнялись условия: 


—@ 4 
1% Е 2 (2.2) 
Пе №. 6.5) 


1-0 # шЕ [^*Ф(т)] 
0<=«а 


При выполнении этих условий и условия 


# | 
и 88 (2.9) 


+ +0 ? (2) 


множество Нъ, к Г Нх. к будет резидуальным в пространстве Н.,к с мет- 
рикой пространства Сол. 

Доказательство. а) Необходимость условия (2.2) следует из те- 
оремы 1, ибо в Н»к ПП Но. к не могут входить константы. Докажем не- 
обходимость условия (2.8). Если это условие не выполняется, то при 
некоторых числах а > 0 и & будет 


а, 
Фк (0 


Пусть /ЕНо, к. Тогда 
х (Е, /)с < (И. 


По свойству исправленной функции [см. (°)], 
к (&, с < Фу, (0. 


* Необходимость условия (2.8) при К = 1 была доказана Орличем [см. (5), введе- 
ние]. Резидуальность множества Е а доказана в работе (?). | 
“* В знаменателе формулы (2.8) стоит не функция ф(1), а ее исправленная функ- 


ция Ф (1) в смысле работы С. Б. Стечкина (7). Заметим, что формулу (2.8) можио 
написать так: 


Па я Лек (1 =0, (2.8) | 


Гат 
где Ло, к (1) определяется формулой т 
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едовательно, при 0 << получим: 


ок 
к (Ё, с. < = $1 (1) 
1, значит, /Е Но», к. Поэтому при невыполнении условия (2.8) 
Нок П Не, к—= 0. 


6) Докажем достаточность условий. 
1-й случай. Пусть 


ие: 
т В й 
ем: 9: (@®) < (7.2) 
Построим функцию /Е Нк ГП Н® к, положив 
| со 
| 1 (ау= ы а; с03 6; т, (2.6’) 
1 


где числа а: и 6; определим так, как при доказательстве теоремы 1, 
взяв при этом вместо функции ‹ функцию $1. При выборе чисел ав и 6» 
будут выбираться также и числа с». При этом числа 6, выбираются так, 
то выполняются неравенства (2.5). По доказанному в теореме 1, 
ЕН к. Подчиним выбор 6, еще одному условию. В силу (2.8’), суще- 
зтвует столь малое &, 0 «ВЫ «т, что 


Ф: (в) й 
= Лек (В) < —— 


т 


, (2.10) 
и, кроме того, если положить 
го будут выполняться неравенства (2.5). 


Покажем, что функция / (4), определяемая равенством (2.6’), будет 
принадлежать классу Нок. При ЕЕ (0, 2ж] и любом х имеем: 


т АИ 
Пусть о. Тогда 
п <Иче <И Ан (8) 
Пусть #>. — . В этом случае 
| од \* 
|4} сз; = | РЫ (2 () < ВА (27) 


ая 


Итак, при любых #6(0, 2ж] и 2 выполняется неравенство 


| 47 с085;2| зк 2" ьы 
$ (0 - «ИА», (5.). _ 
Эценим а; ы А, ,( $). Имеем: 
‘, 2 2 
ПРА в (5) т (5: А г. (2.13) 


О известия АН СССР, серия математическая, № 1 
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Но 


Поэтому о << 2= +1, откуда следует: 
й р 
—ы а , ы < в , 
ь: Па 
что, с учетом неравенства (2.10), дает: 
2 (2 / Зп \Е 1 
Ф. (5=) с Ак (5) <, («1 (==) Арк (Н) <-г. 
<. т 1 Г 
Из ра-енства (2.13) выводим: 
2 1 
мина ( 5, ) < т, 


а из неравенств (2.11), (2.12) и (2.14) следует, что при любых 
6(0, 2] их 


(2.14) | 


147} (2) 
Ф (1 


Таким образом, 
ГЕНькП На к. 


Докажем резидуальность множества Но, х ПН, к в пространстве Ну, к 
с метрикой пространства Ськ. 
Мы имеем: 


Нк (Нк ПН, в) = 0 (НыкП зв) = Ц М» 


где множества $9), определяются аналогично множествам $”), (доказа- 
тельство теоремы 1). Для доказательства резидуальности множества. | 
Нек П Н,к достаточно показать, что каждое из множеств М» нигде | 
ве плотно в Ну, к. Предположим обратное, т. е. что некоторое множе- | 
ство Ми, не будет нигде не плотным в пространстве Н., х. Тогда, в силу 
замкнутости множества /М„„ в пространстве Нок существует шар. 
О:, (о) (о < 1), целиком принадлежащий М». | 
Возьмем тригонометрический полином ]., для которого 


0 1 4ЁЛ (2) 
т (11) С О», (15) © Ма, И. (Ох, #< 2м), 
2 


где 9 — некоторое число. Такой полином можно выбрать следующим о 


образом. Обозначим через о„(1, /‹) суммы Фейера функции №. Известно. 
[см., например, (5), неравенство (2.3)], что 


| Дед» (2, о) [с < А“ Ло (2) [с . 
У нас ХЕНок, так что 
| 4% (2) с. <$(0, 
и, значит, (т, о) Е Нок. 
Подберем сумму Фейера с”, (2, 0) и число 0<60<1 такие, чтобы 


Л — чи, [сы < и (1 — Псы <. 
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3 качестве 1 возьмем @о,„,. Так как 
||, — бои, || су = (1 —6) [ом [с < ( — 0) [1 с. < 2, 
го 
ИАЗЛ (2) [с 
Ш 2п 
|1 — Ла [сэ —_ —- и ОА 0. 
Полином ]1 построен. В силу уеловия (2.2’), при любых ги #6 (0,2 ] 
Ат Л (2) | ый 
< ЗА < 4. 
Возьмем функцию ЕН. к П Нок, для которой 


р 1 ААУ, (2) | 
|175 с» < и ТО 


11 — любое, ЕЕ (0,2*]). С этой целью построим, как указано выше, функ- 


и 


цию / Нок П Наки в качестве ]» возьмем с/ при достаточно малом 
нисле |с,|, |с| < 1—6. 
’ Рассмотрим функцию /^ =) +]. Очевидно, “Е Нок. Так как 


| о бо, 


го /6О,, (11) и, значит, Е М»,. Но тогда из равенства ]» = /* — 1 будет 
2 


со 
‚ледовать, что » 6 Мил,, а это противоречит выбору ]}» из Нек. Полу- 


7 () 
ненное противоречие доказывает резидуальность множества Нок П Нек. 


2-й случай. Пусть 

и 
та 
+—-0 $. ( ) 

Покажем, что в этом случае доказательство можно свести к доказатель- 


тву в первом случае. Возьмем функцию 

9* (4) = шах (#, 9, (9) (0<Е<2м). 
Гогда 
к 


шт - =. 

1-0 91 (И 

Из условия (2.8) следует, что существует последовательность {и}, „—>-0, 
акая, что 


оО, (2.15) 
п—со Фх (2„) 
Иы имеем: 
й т. д* 


т = р ——-. 
Ф% (9 # шё [1$ (1)] — о<=<« $ (@) 
0<л< 


Чо из условия (2.9) следует, что при #—> + 0 


начит, 
Ни — =“ =0. (2.16) 


10* 
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Из равенств (2.15) и (2.16) выводим: 


2. 9 (8) 
Им в 


’ 


и, следовательно, 


® 
ФИ 
0 
> Фк (0) 
Оказалось, что для функции $'({) имеет место первый случай. Кроме 
того, 


Нек П Но РА П Я, 


откуда, в силу доказанного в первом случае, следует, что множество 


Нок П Н»к будет резидуальным и во втором случае. Теорема доказана. 


3. Теоремы о классах 
р 


Предварительно заметим, что при изучении класса Дркв с положи- 
тельной неубывающей функцией ш({) на (0,2*|] можно, без ограничения 
общности, считать 1 ({) непрерывной. Действительно, пусть № (#) разрыв- 
на и {Ё#} —ее точки разрыва в (0,2^). 

Пусть 

1 (1) = Ива № (1), №(2т) = Ша ш (0) 


> а ит 


и непрерывная функция (Г) получается из 1 (Ё) изменением значений на 
множестве ЭХ (из интервалов) таком, что 


а 4 
—- «о, «<<. 
В В 


Тогда Ду кв = Обь: 


ТЕОРЕМА 3 *. Пусть (1) — положительная неубывающая непрерыв- 


ная функция на (0,2ж], К — натуральное число и В`>0. Тогда если и (№) 
удовлетворяет условиям: ] 


25 
[и е 
о (1) - (9-4 
а (21) =0[ш(1)] (@—-0), (3.2) 
то множество Ошк,в будет резидуальным в пространстве Со». 


Д оказательство. Мы можем предполагать, что выполняется условие 
2" 


В 
ти < ос. | (3.3) 


Действительно, если оно не выполняется, т. е. если 


2 


ив 
\ Бр 4 = ©, (3.4) 


* При * =В =1 эта теорема доказана в работе (4). 
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то возьмем функцию 


| и (Е) = шах (Е,  (1)) ОЖ 
Покажем, что тогда’ 


ей : 

(в =, (99 

и" (21) = Ош" (И (&—>-0), (3.2) 
2" В 33 
ти < ©. {3. ) 


Кроме того, ясно, что Оу, в а Ок в. 
Условие (3.3’) выполняется, ибо 


те 2 
28 ив 


Из условия (3.2) следует, что для #6(0, 5] (& <*) 


2 (24) 
2 (8). 


<М. 


Пусть при некотором ЁЕ (0, &] 
2" (20 =) “О =Е 
Гогда 
ш* (21) _ (20) 
а И: 


№ (24) 


< 


А если при некотором ЕЕ (0, &] 
а” (2) = № (ЕЕ, 


Иа ЧН: 
1 


(2) < <2. 


гсюда следует условие (3.2). 

Докажем теперь условие (3.1'). 

1-й случай. Пусть существует & >0 такое, что при О<1< 
7" (Е) =Е. В этом случае выполнение условия (3.1”) очевидно. 

Случай, когда при #6(0,1] * (1) =%(#), невозможен, ибо тогда из 
условия (3.4) следовало бы, что 


а это противоречит доказанному выше условию (3.3’). 
2-й случай. Пусть не существует № >0 такого, что при Ох 


" () =. Выделим на (о, >) все максимальные интервалы /ш, на кото- 


> —_ 
рых 1” (1) =ш(#, и все максимальные интервалы /»„, на которых 1” (#)=1. 
е множество. 
Как тех, так и других интервалов будет счетно 


нели т 
ХЗ} зи -® 
тр (1) 


т Тт 
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тои 
2" 
дно 
* ( — 
0 
Если 
Г 
У р (1) => 
т 1Тт 
то тогда тем более 
В а 
У =) 1 < с, 
т 1т 
а значит, 
В = 
у т 
п п 


Покажем, что 


Си : 1 
Пусть существует такой интервал (0, &) < (©, 5) ‚ что во всех интер- 


7 
валах У», С (0, #5) будет 
1 В 
+2 2) 
Тогда 
ив 
х } кю =® 
у Ут, 
и, значит, 
я \ ОО 
й 
У п 


Если такого интервала (0, #) не существует, то тогда среди интервалов 
/„ существует бесконечно много интервалов (&, #) (:=1,2,...) таких, 
что 1—0, и в каждом из них можно найти точку т!, для которой 


К 
ЕВ 4 


1 (т;) т. г 


< ЕВ — ГЙ (<). 


1 
Учитывая, что "<5, находим: 


й > <; >> о — ш (=) > ий (#+) — 2. 
Поэтому 


а 1 
Е 
: р 
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Так как при #-> со 1 — < >41. го 


М в 
|5 
| 
8 


1=1 н 


Условие (3.1’) выполняется. 
Построим функцию /Е)ькв вида 


1 (2) = Ум созё;т, (3.5) 


$=1 


со 
где а >0, о а; < со и 6; —натуральные, 6;., >68; (1=1,2,...)*. При 
4+=1 
этом можно считать, что В > 1, ибо из’ выполнения условия (3.3) при 
} <1 следует его выполнение при В >> 1 и, кроме того, Хиукв, > Хюкв» 
всли В; < В.. 
Положим 


2" 
а 
и (= \ и: <6(0, 2т). 


т 
Чз условия (3.1) следует, что при *-> +0 И’ (+) > { оо, а из условий 
3.1) и (3.2) вытекает (см. (3), лемма 2), что 
И (3) =Оо [И (2*)] (<> +0). (3.6) 
Положим 
а И? (2) а) 
= 4 Ъ; Е - 
г будем определять сиб; по индукции. Положим с, =1, 6, =2. Пусть 
ри < п (п> 2) с: и В уже определены. Определим с» так, чтобы 
Я 
сэт у аб: < т (3.7) 
п = 


` выберем натуральное число 6», 6» > 6,» таким образом, чтобы 


рае, ЕН (3.8) 


1 й Я 
ат-1 < от би» та < опт бич ‚- отненро Фи» +. 


те И: а 
т № и < о 1 = 
1=п-1 1=п-1 


со 
окажем, что функция / (2) вида (3.5) принадлежит классу Оь,к,вь 


* Построение такой функции в случае & = В =1 проводилось в работе (3). 
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На основании неравенства Минковского, при п>.2 и любом 1 имеем: | 


В 
2п м 2 | адя с05 Вх р 
а) (4) > 
2п 
5, 5 


п 


Е а 


2п 
р бт 
со К 1 
т. У а 4) = Е В 
р 70) 
1=\ 2" 
в 
Далее, 
= КВ т р В $) ее 
“ ое ы < 
В, < а: \ ш (6) а!) =2 и. хх а, 
а=т-1 2" 1=т-1 
6, 
1—1 2" 1 ВЬЕВ р т—1 2 В п—1 
у 1 В К 1 В 
в.< Уч ( а 41) <х ай! (\ т а) =с Уи. 
4=1 2" 1$=1 0 4=1 
6, 


и 
Полагая # = -;_ › получим: 
ъ 


к 8 т 1 
от и пя 
т ъ ъ 
В, ( те) == > 
В 2 о ( о т © 
й я р ) ьв о 
Е о и—1 эж(т-Еи) ео 
п я к в В 
> (У ЕО | Дъ 6036,52 | аи : 
БВ ты № ее олт а 
и п 


Пусть и = 2жт - 9. Тогда 


2п (т-1) 2" 
г* К [ „ 
| Ди 6056,2 | 4и= \ Атдь 608 6% ао. 
тт оп, 0 от, | 
Имеем: 
З 2 |5 (>. х __ зшй > . (Ё нечетное) 
К я > 
| Аалт-ь"608 62| = у 
5 2 |соз (, х-+ ,) 31" > (Ё четное). 


Отсюда ясно, что интеграл 


2п 
\ А с05 бы 42 


0 ба 
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не зависящий от 7) является положительной непрерывной функцией от 
? и поэтому при каждом п =1,2,... 


2п 


пт \ | Ато 608 6,2 Во = 4 >> 0. 


х6[0,2=] 0 6 
`ледовательно, 
ты № а н 
ава, | 7 В алым т в 
т п И 
И, > те 9 [ (т + 1) ЕР х „ [то > 
т ня ЕН 
о. Ь. а т | 


1з соотношения (3.6) выводим: 


и" (&.) < =) и 


де С, — константа. Поэтому 


1 
4т 1 2® 2 


Итак, при п> 2 и любом х для функции } вида (3.5) имеем: 


2х в н 
% (1) 


от 
- /9ж\ / С в а 
> ан ИВ (5) [4 — — — Е (> 1). (3.9) 
аи’ (>) Ч к: 


'з неравенств (3.7) ‘и (3.8) следует, что при любом х и достаточно. 
ольших п 
КАФЕ 


1 
В 
0 _ ТИ 2 р 


2 

[о 
ледовательно, 6 О%® хр. 
Отметим, что /@)ьхклв (по терминологии работы (5)), если последо- 
ательность {6„} выбирать лакунарной *. Действительно, по формуле: 

|.10) работы (5), имеем (при В›> 2): 

2" К) в со 

47 2), в 
50 #284 


* Напомним, что Рекьв — класс всех функций / Е Г (0, 2т), для которых 
ИА (2) 
(1) 
0 
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Кроме того, при неубывающей ЕР 1 (+) [ем. (3) и (5)] 


и са ит нся (#2 (#). 
0 


т 


Поэтому 


| &®); (+) [1 
Е &>. >8ь У т я з си’ (5 )> >С» у в - = 


Докажем резидуальность множества Оьк.в в пространстве С... Обоз-. 


‘начим через ВИ (п=1,2,...) множество всех функций /6С.„, для 
каждой из которых существует такое т, что 
2® к в 
| А, 1 (=) | 
о - 


Нетрудно убедиться, что множества в замкнуты в пространстве Соя. 
Имеем: 


(* >] 
и И 
п®=1 


Пусть некоторое множество ть не будет нигде не плотным в Сп. 
"Тогда в С»‹ сущэствует шар О,, (/) < Ф@,. Возьмем тригонометриче-’ 


ский полином }, такой, что | 
о. (11) < О,, (о). | | 

Как следует из (3.3), ДЕ у при каждом х, где А — некоторое на- 
туральное число. | 
] 

, 


Возьмем функцию / @ )рквс | в | чае >. Рассмотрим функцию [= 


=Л+^. Очевидно, 60, (11) и, значит, 625% ‚. Так как р = Л —Я 
2 


| 
и Л6Ф5в при каждом 2, то „6 ФР,, что противоречит условию’ 


26 Оу кв. Значит, каждое ©.) в (п=1,2,...) нигде не плотно в Сул и, 
следовательно, Оьхкв резидуально в Сол. 
Теорема доказана. | 
ТЕОРЕМА 4*. Пусть ш(!) и 1 (1) — положительные функции на’ 
(0, 2=], причем функция ш1 (Е) не убывает, и пусть при некотором на- | 
туральном К и В>. 1 выполняются следующие условия: 


| 


а ФО] ©>+0)**, (3.10). 


и (1) 
0 


2 


[Е 
а ее. 


* В случае К =В = 1 эта теорема доказана в работе (*). 
** При АВ =1 это условие приведено в работах (3), (4), а при АВ =2 оно совпа-\ 
дает с условием (А) работы (3). , 
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2" 


В 
5 < о, (3.12) 
ИУ, (<) = ОУ, (2*)] (—+0) *, (3.13) 
И’ (® = о, (1 С +0 **, (3.14) 
де 
СР м. а 
и, и, © =\ ет». 6(0, 2); 


со 
огда множество Оркв П ОЭи,к,в будет резидуальным в пространстве 
кв С Мметрикой пространства См. 


Доказательство. Построим функцию ЕД, кв П Ор кв: Положим 


И) 5 а; с0$ 6х, (3.5') 


8—1 


ыбрав пока числа а; и 6; так, как при доказательстве теоремы 3, и 
зяв при этом вместо 4 и И’ функции 1 иИ'.. Здесь [> 0 — константа, 
ыбираемая ниже. При выборе чисел а» и 6, выбираются также и числа 
. При этом число 6„ выбирается так, чтобы выполнялось неравенство 


Ст й бп 


(3.8') 


— РК с з( 21 
7 (5) Е 
ю доказанному в теореме 3, 76 Ди, ‚к,в. Подчиним выбор числа 6, еще 


‚ному условию. В силу (3.14), Ь, можно выбрать настолько большим, 
`обы 


из (2") <= (>2), (3.15) 


е. чтобы 


окажем, что тогда функция 6 Дик, в. 
Учитывая условие (3.10), для каждого 5 имеем: 


со В 
ГА) [ев $ 
< 
0 0 
2" К 1 
© °|А, 60$ 6:2 | в 
У “(| М 
8=1 0 


к же вытекает из (3.11) и условия и (24) =О [ш1 (1]] (#-— 0) [ем. лем- 
‹2 работы (3)]. 

** Это условие вытекает из (3.11) и условия и (#) = о [1 (1]] (&- - 0) [см. лемму 
заботы (3)]. 
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п а ы К — ‚\ 

ео С 
р (#) 3 № (1 

0 


Е 
ео «(бе «+ 
2п ‘0 
Я 
ы о 
(< + 
5; 


Учитывая условие (3.15), получаем: 


со та 
(( ав) час а’ В (+) <=, 
0 


1Ф (1) 


где / выбираем так, чтобы 


[©] 1 
в [2 
си У ат" (+) <1. 
=1 С 
Мы доказали, что / кв П О», кв. 
Докажем резидуальность множества Оьькв П] и, кв в пространстве 
Ри, к, в © метрикой пространства С». Имеём: 


©о 
Реки (В 10, К, ПОД В =. 0 ‚ (Ри, ное к, в 


гдо множества Ф(; ; определяются аналогично множествам ©), в при 
доказательстве теоремы 3. Пусть некоторое множество М», не будет 
нигде не плотным в О. кв. Тогда, в силу замкнутости множества Ми, 
в Дь, к, в существует шар О, (№) © Ма, 

Возьмем тригонометрический полином /:, для которого 


ви 1, 


Ай — о В 
0», (= 0, и 
0 


где 8 — некоторое число. Такой полином можно выбрать следующих 
образом. Обозначим через о„ (5, 5) суммы Фейера функции /. Покажем 
Что 9 (2, о) @ ь, к, в. 

При любом х имеем: 


Аров (5, Го) = — \ АЕ (2 -- и) К» (и) аи, 


где А» (и) — ядро Фейера. Поэтому, применяя обобщенное неравенств 
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Е 
‘инковского, при любом хип=1,2,... получаем: 
. 1 п ит 
Аи © Де а (| Е Аечик, 
(\ 0 (1) ) ие ( | Е 
ег. В (2) 


о 
аи 4)" < 


п 


= | Кн (и 5(} ыы К, (и) ди =1. 


‚ качестве /; возьмем 5, (х, /о), где 6 и о», (5, д) выбраны так, что 
[7% — о 2, (1—0), < 7 
| силу условия (3.12), при любом х имеем: 


2 к в 
1 АЛ (=) | 
ит (П <} = ал (1) у А 


Возьмем, далее, функцию ЕО), кв П Ри, кв, для которой 


то С | ДА, (2 
а, @ < (1—0). 


ассмотрим функцию / = + р. Очевидно, Е Ок, в, ибо 


1 


А В ИМ 14) (9) 8 в 
ыы В, в 


1 (2) ф (#) 


2® Е в Е 
О 
Е жа 


Следовательно, ль (11) и, значит, Г 62, в. Но тогда из ра- 


внства ] = /* — 71 удод следовать, что существует х, при котором 


14 @) 
и (1) и 
ко противоречит выбору /» из Оь, кв. Значит, каждое М» нигде не 
плотно в.) к ви множество Ри, в ПО, к,в резидуально в ДП», к, в. 
Теорема доказана. 
`В заключение приведем следующее утверждение, аналогичное теореме 4. 
При выполнении условий (3.10) — (3.14) при некотором натуральном 
В>0 множество Пу к, в П В», «, в будет резидуальным в пространстве 
нЕ. в с метрикой Сук, где У х, в — класс всех функций Е С, для ко- 
орых 
О 


20) ф < 1. 
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При В> 1 это ясно из доказательства теоремы 4. Поэтому пусть 
0<в8<1. Построим функцию ] 6 Би кв П 0%, к, в, положив 


= 2 а; с08 в:т, 
=1 


где числа а; и В; выбираются следующим образом. Пусть 
-- 2 
С: —= а’ (>) (2 = И. 2, .. в 
1 


причем с, =1, 8, =2. Если при {<п (п>2) чи & уже определены, то 
определим. с„ так, чтобы 


ОЕ 4 ат (3.7*) 


с $=1 


Выберем натуральное число 6, > 6,1 так, чтобы 


п 1 у 
= (=) ее < отт г =) (3.8”} 
т В 
бт 2 :1 
у" (ь,) <=. (3.15) 


При п>.2 и любом х имеем: 


2п АК 2 { : 
А; (=) [8 В 1 ы у 
. к => 
2п 2" 
бы 5 
2 К а 2" 
в а8| Ду с08 61 [8 С У и \ ГАР соз Вх |В ь 
ил (1 4 1 (0 
2п = 
ь => 
Е | АР с0з Вх [В 


= $ 8 о ь ы 
> 1 121 (2) 4 
1=п--1 2" 
а 
Далее рассуждаем аналогично случаю В>. 1 (см. доказательство теоре- 
мы 3). Мы получим, что при п>.2 и любом х 


| | АА} (2) |8 


в в 2 
41 > Ра8 И а х 


и 
п—1 [®,®] ы 
/ С кВ | 
х о реа Ве РО 
ал 7’, (5) и Чл ап 


Из неравенств (3.7’) и (3.8”) следует, что при любом хи достаточно. 


Ымыд 
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ольших п 


2® к 
[411 (=) 8 в.в Се С 
ВВ тив: В Св 
\ О В 9% ив 
2 
ма 
‚ледовательно, 6 0%. кв. 
Покажем, что 6), к, в. Имеем: 
шей | р 
® ПАР/ (2) [6 с У к бл © "| АЁсоз 6:2 | В 
р о фХ Руа? | ры: 
| ЗСО 3 № (1) -® . № (2) } 
Е $=1 0 


ак же как в случае В `>1, находим: 


2" [АА соз 6,5 | Е 


и <ои(у). 
0 


оэтому с учетом условия (3.15’) получим, что 


"14 (2) [2 в Е 
\ —5и «св У аи (1) < о 


р 
1=1 . 


ледовательно, при достаточно малом { функции / ЕД, кв. 

Доказательство резидуальности множества Дик в П 2» кв аналогич- 
› доказательству в теореме 4. Отметим только, что из условия о @ Ди к,в 
тедует, что о„(х, ед. к, в» ГД с» (2, о) — суммы Фейера функции /, 
На 


[Аг (2, /о) [сих < [Аи (2) [с 


м. доказательство теоремы 2). 


Поступило 
7. Х.. 1957 
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ОЦЕНКА ОДНОЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СУММЫ 
ПО ПРОСТЫМ ЧИСЛАМ 


Показано, что видоизменение метода автора оценки тригонометрических 
сумм, данное в работе (1), может быть полезным и при рассмотрении 
тригонометрических сумм по простым числам. 


В этой работе я показываю, что видоизменение моего метода оценки 
ригонометрических сумм, данное в работе (т) и, в упрощенной форме, 
оложенное на Международном конгрессе математиков в Эдинбурге 
1958 г., может быть полезным и при рассмотрении сумм по простым 
ислам. 

Ради краткости я ограничиваюсь суммою сравнительно частного вида, 
›ичем в доказательстве леммы 2 точно следую упомянутой выше упро- 
‘энной форме видоизменения. 

Обозначения. При положительном В обозначение А < В показы- 
вет, что |А|<СВ, где С — постоянное число; в, ®’,...— достаточно 
злые положительные постоянные числа, меньшие 1; с, с’,...— положи- 


‘льные постоянные. 
(2) обозначает расстояние вещественного числа 2 До ближайшего ‘целого 


исла. 


ЛЕММА 1. Пусть К, 1, Х — целые, & > 10, [> 2, 
х> окей, = = [22 +3 (21|, 


‚усть каждое 2; пробегает значения 1, ..., Х и 


$ $ 8 $ 
Па = 2-Е 2—2 2. 


а ы : | Е 
гда число решений системы вида И, =, ..., к = Ёк не превосходит (, 


12 
|2 


с ина 0 


= ры Х 


Доказательство. Эта лемма есть следствие теоремы статьи (. 
ЛЕММА 2. Пусть а — целое положительное, а, — целое, а < ал И. 
#) = Ви", аб, (>33 1<В<а, Ва =а 5, п- целое, 
<< 1, 
НЫ у ети). 


а<ч< а 


158 И. М. ВИНОГРАДОВ 


и Е 


Тогда имеем: 
1 


[5] < 1,0841 ©; р = 475000 ия - 


Доказательство. Ограничимся случаем а >> е'0°"", так как в про- 
тивном случае лемма тривиальна. В обозначениях леммы 1 положим 


г 


рб о а 


Символами х, д; у, У; будем обозначать переменные, пробегающие зна- 
чения 1,..., Х, и будем полагать 


Х. = -* + 26 — он — 2, 
У, = и. -- + У — У —***— Ул. 


Находим: 


1. 7 
Я УУетлини |+ 2аз < Х* У [5.|+3ав, 
а< и<а: ху а<и<а! 


: а Кук 
бе У 6271 (Азху-+--ВАкх“у“) Е 


15| <Х? 


И а (& — 1)... (“— $ 1) 
ео 


и 


а 
х У»..., У; 
О асы ке 
Х1»... Хр И1,..., У» 


Здесь каждое Х, принимает лишь значения, равные целым числам &, 
$ 8 

интервала —6Х` <& <ЬХ’, причем, согласно лемме 1, число решений 

системы вида Х, =, ..., Хк = ве превосходит 0. А так как сумма 


по У1, ..., У, остается неотрицательной при замене чисел Х,,..., Хх любыми 
вещественными числами, то имеем: 


2 2 : 
Ч <х!” 2 у е?" (АУ 1+ “РАКЕТ к) : К 
х 27—52 2 
А а а: 


8=1 


Н. =» 


73 


> с?" Аз 73 53 


Ев 


’ 


где & пробегает все вышеуказанные значения и *, пробегает те же 
значения, что и Ё., Но всегда 


[178 Х®. 


А в случаях $ = 2п-- 1, ..., бп имеем также: 


Азть | < 0,1, лье, 
| % |< а 
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Поэтому 
5% | Еа Е2КОЛОГК 10° уу ата (К*К)е— ат: 392"? 


| 
Отсюда легко найдем: 


15| < 1,022, |5|<1,03а1-е. 


ЛЕММА 3. Пусть Р>8, << у, 0<0<+4, 0«1< и, 


\}' — произведение простых чисел, не превосходящих Р”. Тогда, полагая 


шшрР 


р = (шР) ао, 


Эелители 4 числа Е, не превосходящие Р, можно распределить среди «р 
совокупностей со свойствами: 

1) числам 4, принадлежащим одной и той же совокупности, отвечает 
рдно и то эже значение (4); 

2) одна из совокупностей состоит из единственного числа 4=1, для 
каждой из других существует свое число ф с условием, что принадлежа- 
оцие этой совокупности значения 4 удовлетворяют неравенствам 


ф<а<Е; 


Эри этом при ф$> Р" можно указать целое положительное В и две воз- 
вастающие последовательности целых положительных чисел т и у такие, 
ито значения х лежат в некотором интервале вида фо < 2< ф1°, пол- 
чостью лежащем в интервале 


р” = т ака у 


зричем указанные значения 4, взятые каждое В раз, и только эти зна- 
вения получим, если из всех произведений ху выберем лишь удовлетворяю- 
щие условиям 


ху<а, (т, у) =1. 


Доказательство. Доказательство этой леммы получается путем 
внесения незначительных видоизменений в доказательство почти такой же 
чеммы 5 гл. [Х книги ($3). 

ЛЕММА 4. Пусть Р>8, а— постоянное. «26, (“)> 3“, 
: (2) = Ал”, 1<А«Р”, Е — целое положительное, с = 0,004, 


ОИ УФ (2) У езтехи) 
х у 


‘де х и У независимо друг от друга пробегают некоторые возрастающие 
последовательности целых положительных чисел, ф(т) Удовлетворяет 
условию Ф(х) < Р* и суммирование распространяется на область 


с” Роса ра х< а ВР 


(1) 
О РР. 
Гогда 
ГЕЯ > 
5 << РР", р = Зоо бот - 
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Доказательство. Очевидно можно предполагать, что Р> Раде 
8. При #> РИ 
Р, — достаточно большое постоянное, превосходящее 9. Ир 
имеем: 


ры а. 


Поэтому будем рассматривать лишь случай : < Р”?*. Интервал (1) можно 
подразделить на < шР интервалов вида 


ово а (2) 


Пусть 5’ — часть суммы 5, отвечающая интервалу (2). Находим: 


> езя/ (ки | < 


0>у<Рх-Ч-* 


< ХР* У У У АЕ ии") 


ЗЕ и 


а 


Х<х<х’ Х<х<х' 


где & пробегает числа натурального ряда, у, независимо от у пробегает 
те же значения, что и у, и суммирование распространяется на область 


дд, ОР ГР 
Но у, и у могут пробегать лишь значения с условиями 


ИУ» Ух, Уз РХ 'Е®, 


а ЕЁ, при заданных у, и у, пробегает все значения с условием 
ХЕХ, Хо =шю( ру Рут 
Поэтому, меняя порядок суммирования, получим: 
15" < ХР? у о [55 Ау ие > Аи" 
у: <У.у<, КЕ«Х. 


Часть правой части этого неравенства, отвечающая парам значений У 
и ус условиями 


А О А 


или, также, с условиями 


шах (У, у) —- ВР, | У ча У О" ’ 
очевидно будет | 
РВ 


Рассмотрим какую-либо сумму 5%, принадлежащую оставшейся 


части 
Предполагая, для определенности, что у: > у, будем иметь: 


У ее у“ — ур Ее. 
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Применим лемму 2. Полагая 


= 00 {. 
будем иметь: 


(а — (а + 1) )шР 2“ пР 
Е о 


Но при некоторых в’ и в” (Рь достаточно велико) имеем 
(0,5 — =’ — с — 2,5%) шР < шХх (0,75 + 5”) пр, 


—@+- Ор 2“ 
Е. ето БЕ 


1 1 


| 5. | < а 47500072 < к 83800002 <х ре 
|5' г < ра. 5" < ви. 59 < р"! а 


ЛЕММА 5. Пусть Р> 8, а — постоянное, & > 6, (®) >. 3“, } (1) = Ах“, 
< А«Р", М целое, Р°—°«МХР, М <М'<?2М, 


п ва её” (ат), 


М<т<м’ 
Ат<Р 


де 4 пробегает возрастающую последовательность целых положительных 
чисел, а т пробегает числа натурального ряда. Тогда имеем: 


4 


1—6: — 
Ари 16 800 000“? ° 


Доказательство. Очевидно достаточно предполагать, что Р>> Рь, 
где Р, — достаточно большое постоянное, превосходящее 8. Имеем 


П= У 65. 5.= 3» ей, М. = шт(М’, Рау. 
а<РМ" М<т<ма 
Применим лемму 2. Полагая 


АМ“ = М"*, 0 <9<1, 


‚удем иметь 


ба 42, 


1 


1 =. 2 
9 =м’ 4750007 <=м“ не И И РЕ“. 


ТЕОРЕМА. Пусть Р>> 8, «— постоянное, а >> 6, (я) = 37", }(=) = Ат”, 
< Г’, 
$ = У ети, 
р<Р 
де р пробегает простые числа. Тогда имеем: 


Й 
1—Р # =. ке 
5<Р`’, р= 34000005 * 
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Доказательство. Очевидно достаточно предполагать, что Р>> Ри, 
где Р.,— достаточно большое постоянное, превосходящее 8. Пусть 
Е — произведение простых чисел, не превосходящих Р°”?, 4 пробегает 
делители числа ЁР, г пробегает положительные числа, взаимно простые 
с Е, т пробегает числа натурального ряда. Находим: | 


Ух в") — о Ув (а) ет, (3) 
т<Р Ат«<Р 


Пусть г; пробегает значения г, имеющие ровно ] простых сомножи- 
телей. Тогда левая часть равенства (3) представится в виде 


5+ 5, + 53 +0 (Р””), 
а — м е?т (г), 53 = м 2” (ть). 
т:<Р т.<Р 


Заставляя г, независимо от г, пробегать те же значения, что и г., по- 
лучим: 


ты 5 му ее") ы 0 (Р°°) и 


таг. < Р 


а д эми) _ 4 эт (тт) 1-е 
о оса У Е оо 
`.>Р0,5—с г>Р°,5—С „’ > Р0,5—С 
й 1 
а м < Р 
К последней сумме можно применить лемму 4 (полагая г, =, ф(2) =1, 
г = у, Е =с’ = с” =1). Получим 


9. рее 


Далее находим: 


$: = о Уре" "70 (2), 


Т2г1<«Р 


откуда, применяя лемму 4 (полагая г.=х, $ф(5)=1, г. =у, Ё=с’ = 
= с” = 1), получим 


ее 


Оценим правую часть равенства (3). Интервал 0 < т <Р можно под- 
разделить на < шР интервалов вида 


М <пт<М', М<М' <?2М. (4) 


Часть правой части равенства (3), отвечающую интервалу (4), обозначим 
символом Гм. Имеем: 


Пим =ИОм— Ом, 


где на содержит слагаемые с и (4) =1, а — Им содержит слагаемые 
с в(а) = —1. | 
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Пусть сначала 
о В 
Применяя лемму 5 отдельно к ПОми к бы получим 
И Ра 


Р°’ <. Полагая 


Пусть теперь М < 
2 = 0,001, 15=0,25: РТ = РР” °МоЕ 


мы можем распределить все значения а, не превосходящие 70. среди <р 


совокупностей согласно лемме 3. 
Часть суммы Им, отвечающая случаю 4=1, а также всем совокуп- 
тостям с условием ‹<_Р", содержит лишь значения 4 с условием 


а = ру 
'‚ следовательно, 
< МР"*° < р. 


Оценим часть И“) суммы Им, отвечающую какой-либо совокупности 
‚ условием ф > РУ. Пусть, для определенности, 0 (9) входит в Им. Имеем: 


о рзуетин, 
де суммирование распространяется на область 
М<пт<М’ Р’< хх РР" < тлухР, (2,у)=1. 
Этсюда 


0® — 5 Ув (#)50, 50 = уу Мечи, 
р 


де 1 пробегает числа натурального ряда и суммирование в тройной 
умме распространяется на область 


И<п<М, РокхрР"“, Отпр, 


ричем Ё и 11 пробегают частные от деления на # чисел х . у, кратных {. 
[усть ф(и) обозначает число решений тё=и. Тогда 9’ может быть 


редставлено в виде 
Ко У (и) Уели (ит), 
и т 
де |ф(и)| < Р" и суммирование распространяется на область 


И а < п а 0 < Ги ФР. 


оэтому, согласно лемме 4, имеем: 


о. 


164 И. М. ВИНОГРАДОВ 


Следовательно, 

Ро Я < ПРЕ. 
На основании всего доказанного мы и убеждаемся в справедливости тео- | 
ремы. 
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ЛЮДМИЛА КЕЛДЫШ 


НУЛЬМЕРНЫЕ ОТКРЫТЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


(Представлено академиком Л. С. Понтрягиным) 


В главе 1 доказано, что нульмерное открытое отображение, повы-- 
шающее размерность, представимо в виде: 1) суперпозиции неприводимого 
отображения и отображения, не повышающего размерность, 2) конеч- 
ного числа двукратных отображений и отображений, не повышаю- 
щих размерность, если размерность образа конечна. 

В главе П подробно онисан пример нульмерного открытого отобра- 
жения одномерного континуума на квадрат. 


Введение 


Мы изучаем здесь структуру нульмерных открытых отображений ком- 
актов, при которых происходит повышение размерности. В работе (5) было 
казано достаточное условие (свойство 1) для того, чтобы нульмерное 
епрерывное отображение | компакта конечной размерности п на компакт 
азмерности п {+ А, О<_ Ах со, было представимо формулой: - 


1 = фьнифафк . .. ФФь (1) 


де все ф; нульмерны и не повышают размерности равномерно* для # >> 1, 


каждое х; двукратно ** и повышает размерность на единицу. 
Из этого условия можно извлечь ряд случаев, когда отображение } 


редставимо формулой (1). В частности, из следствия 3 работы (5) 
отр. 565) непосредственно следует, что нульмерное открытое отображение 
-мерного компакта на куб размерности > п представимо формулой (1). 
` главе { мы покажем (теорема 2), что всякое нульмерное открытое 
тображение конечномерного компакта на компакт большей конечной 
азмерности представимо формулой (1). [Краткое сообщение см. в ра- 
оте (5)]. 
Входящее в представление (1) непрерывное отображение 


А = факфк. . . $1 
ия открытого } неприводимо. Таким образом, нульмерное открытое 
тображение } п-мерного компакта на (п -{ К)-мерный, п < оо, ОА о, 
редставимо в виде: 


7 = фл, (2) 


* Отображение ф называется равномерно не повышающим размерность, если для 


якого открытого множества И 
дна ф (0) < ав 0. 


** Т. е. полный прообраз $-! (у) каждой точки содержит не более двух точек. 
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где | неприводимо, а фШ— равномерно не повышает размерности. Мы 
показываем (гл. Г), что такое представление имеет место для более ши- 
рокого класса нульмерных непрерывных отображений, именно для таких, 
при которых замыкание открытого множества переходит в замыкание 
открытого множества; при этом отображение ф оказывается открытым 
(теорема 1). 

Очень многие известные примеры открытых отображений, повыша- 
ющих размерность, легко представить в виде (2). Таковы, например, 
построенное Андерсоном (3) монотонно-открытое отображение кривой Сер- 
пинского на квадрат, построенное Кажданом (2) открытое отображение 
одномерного континуума на квадрат, построенное автором монотонно- 
‘открытое отображение трехмерного куба на четырехмерный куб [см. (3), 
(°)] ит. д. Неизвестно, однако, всякое ли открытое отображение ком- 
пакта, повышающее размерность, представимо в виде суперпозиции 
неприводимого отображения и открытого отображения, равномерно 
не повышающего размерности? (Заметим, что здесь существенно ус- 
ловие равномерности, так как иначе задача тривиально решается положи- 
тельно.) 

В главе П мы используем процесс доказательства формулы (2) для 
построения примера одномерного континуума, нульмерно и открыто ото- 
бражающегося на квадрат [краткое описание см. в работе (7)]. Заметим, 
‘что до этого в литературе существовал только один пример нульмерного 
открытого отображения, повышающего размерность, именно пример 
А. Н. Колмогорова (1). Неизвестно, возможно ли нульмерное открытое 
отображение куба на компакт большей размерности. Процесс, при помощи | 
которого производится представление нульмерных отображений в виде. 
суперпозиций, по-видимому, можно использовать для изучения компак- 
тов, которые нульмерно и открыто отображаются на куб данной размер- 
ности. 


ГЛАВА 1 
Структура нульмерных открытых отображений 


$ 1. Представление кусочных отображений 


1. Мы покажем, во-первых, что при нульмерном открытом отображе- 
нии повышение размерности происходит за счет неприводимого отображе- 
ния и, во-вторых, что всякое нульмерное открытое отображение компак- 
та на компакт большей конечной размерности представимо формулой (1). 
Первое утверждение мы докажем непосредственно и для более широкого 
класса нульмерных непрерывных отображений, включающего открытые 
отображения. Доказательство представления (1) опирается на результаты 
работы (5). 

Назовем куском компакта Х замыкание открытого в Х множества. 
Непрерывное отображение / компакта Х на компакт У назовем вусочным, | 
если образ каждого куска в Х есть кусок в У. Легко видеть, что ку- 


сочными являются, например, открытые отображения и неприводимые_ 
отображения. т 
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ТЕОРЕМА 1. Всякое нульмерное кусочное отображение } компакта Х 


а компакт У представимо в виде суперпозиции двух нульмерных отоб- 
ажений: 


= Л, (2) 


де } неприводимо, а ф равномерно сохраняет * размерность и открыто. 
Пусть О — счетное, всюду плотное в Х множество, 1(0) всюду плот- 


о в У, а 1) =}{1/(Р) — нульмерное множество типа Ёо. 
Компакт Х можно представить в виде: 


со й Е 
Хх =. о и = 0) НН (3) 
=1 


4 
де 5;..., — кусок Х, диаметры 8%. ‚як стремятся к нулю вместе с-_ и 


64, Акб. . ао О бы...» 


о еА. 
Обозначая через ВФ границу множества 6 в Х или в У, положим: 
Га. як = (Вы, .. дв У Вуз, .. Ак» 
оо. (5) 
я кз И. 


1..1 К=1 


Га Гея 


3 силу (4), Гк+, > Гк; Гк замкнуто и нигде не плотно на У, так как 
ив. ар’ а в силу (4) и /(Вз,.-1), нигде не плотно на У. Так как } 


‹усочно, то 
И Ь 


игде не плотно на Х, следовательно, Г`* — первой категории на Х. р 
2. Зададим на компакте У последовательность непрерывных функций 
‚ (у) такую, что 


4 
9» (у) =0 при УЕГь, (6) 
0< 4» (у) < Е (у) при УВУ\ Г». 


со 
Определим на Х функцию Ё(5), положив для т Е Л Я те выс 
= 5: 5 Ак 
со 


Е (2) = У 16% [/ (2). (7) 


К 


Гочке 268... 10 П бы..дн1 сСотТветствуют различные ряды (7). Но так 
‹ак /(2) 6 Гь+, , то, в силу (6), 
ди, [7(2)] = 0, 


* Т.е. для открытого в 2 (Х) множества Г ат ф (И) = ЧИ. 
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поэтому значения всевозможных сумм (7) для точки х совпадают и, сле- 
довательно, Ё (5) — однозначная функция от т. 
Каждая конечная сумма 
(а 
У! вв» [/ (2), 
К 
коэффициенты которой зависят от точки т, непрерывна на Х, так како 
9% [7 (х)] непрерывна на каждом 8:,...,, коэффициенты { меняются толь- 
ко при переходе через ден = п и 0,(у) =0 для УЕГь. Так как, | 
в силу (6), ряд (7) сходится равномерво, то Ё(5) — непрерывная функ- 
ция от т. 
Рассмотрим компакт 7, точки которого М (У, 2) задаются соотноше- 
НИЯМи: 


и), 2=Р(@) 6. (8) 


Соотношения (8) определяют непрерывное отображение ], компакта Х 
на 7. Обозначим через ф проектирование 2 на У. Тогда } = $}. 

Покажем, что эта суперпозиция удовлетворяет условиям теоремы. 
Очевидно, что /, нульмерно, так как } нульмерно. 

3. Отображение ф нульмерно. Достаточно показать, что для любой 
точки У, СУ содержащая ее прямая 4,,, параллельная оси 02, пересекает 
компакт Й по нигде не плотному на ней множеству. Пусть 2, и 2, — ко- 
ординаты двух точек, принадлежащих ф’! (у), и д <», а 2, х. — две 
точки компакта Х такие, что 


2. = Р (21), 1 = Е (1), 1 (1) = 1 (т) = о. 


Для каждой точки 1:, 2, найдется хотя бы по одной цепочке кусков 
5,..д,, ее содержащих: 
в би У бы ро Зы 
А: Пе 
откуда: 
21 = 10, (Ус) + +. 4,0, (у) О &-+% 0, (у) | ..-, 
: 23 = 1, (ус) + --- + 8,8, (ус) + 9-4 (ус) + Ур (о) +. -. 
Очевидно, что 


р—2 


1 < 16, (о) +... +50, (У )-Е у 9,5 (Ус) = 14, 
>. 18, (у) + +. + 4.0, (ус) 9-1 (4) = 2.. 


22 


В силу (6), 


> 9.12 (\) < 9,-+, (уо), 


р=3 


значит, 2, < 2,. На 4, между точками с координатами 7; и 7, нет то- 
51 а 
чек ф' (у): если ] (2) = у, и 266;,..:, то очевидно, что 


Е (2) Е (2, 2,). 
Если 168... ;, то 168.1 О<Зр<ги7-Е 4. Если] =0, а .=% 
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Е (2) < 18, (у) + --. 46, (уо) Е бы (%) < 2. 


Если 7 =1, а р, =0, то 
Е (5) > 10, (у) +... + бобр (уо) 9-1 (4%) > 25. 


к как 21 И 2, — произвольные точки в ф!(у), то Ф\*(уо) нигде не 
отно на 4у,, следовательно, отображение ф нульмерно. 

4. Для любой точки МЕЁ найдется содержащая точку М поверт- 
сть [с 2, определенная однозначной непрерывной функцией, заданной 


Гу. 
Пусть у и 2 — координаты точки М. ЕЙ и 


со 


0 (9% (9) 


К=1 


усть у = %. Для некоторого г_>.0 имеем: 
аа: АЕ УВ 


ля точки у выберем последовательно числа 7», А > г- 1, так, что если 
7 фиксировано и УЕ} (54, ро ) П 7 (8 Е ), то Теа =О0и 


У и Фиинтриие. 


Е=г--1 
Положим 
ФУ =» В+ № ль. (10) 
рЫ—1 р=г-1 


Для у = у имеем: `]р=й, р<ою. 

Формула (10) ‘определяет однозначную поверхность Г. Из (7) следует, 
о [с ©, а из (9) —что МЕГ. Функция Ф непрерывна; действительно, 
'мма первых КЁ членов ряда (10) с коэффициентами &» и 7» зависящими 
п точки у, непрерывна в силу того, что 8,(у) =0 для УЕГь, а коэф- 
яциент {» или ]р может менять значение только при переходе через Гр, 
ряд (10) сходится равномерно. Так как Г, гомеоморфно У, то из ут- 
‚рждений Зи 4 следует, что ф равномерно сохраняет размерность. 

Отображение ф открыто. Пусть МЕТ, где ТУ — открытое подмно- 
ество 7. Тогда МЕЁ и ГПУ открыто в Г. Так как 


(М) Е ф(Е ПТ) = ф(У), 


‚ ф(М) — внутренняя точка в ф(ТИ), следовательно, ф(У) открыто в У. 
5. Отображение } неприводимо. Достаточно показать, что множество 


‚* точек единственности для отображения /1:2 = Д '/, (2). всюду плотно 
х Х. Покажем, что 


о аа 
Пусть х6Х `` Г\ а 2’ — произвольная точка Х такая, что х’+хи 
2’) = /(5))= у. Найдется 8;,..., такое, что 


268. 2’ 68, Теча Е бы. 


2 Е? о ЧЕ’ 
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Так как у ЕГ, то, в силу (6) и (7), Е (2) Е Е(т’). Следовательно, } (х’) Е 1 
= Л (@), О бы ни было 5’, значит х 6 И. Так как Г * первой категории 
на Х, то В всюду плотно на Х, ен } нвеприводимо. 

Сле то Открытое нульмерное отображение | компакта пред- 
ставимо в виде } =ф], где } неприводимо, а Ф равномерно сохраняет 
размерность и нульмерно. 

Замечание 1. Условие кусочности отображения } необходимо для. 
того, чтобы существовало представление (2), так как неприводимое и. 
открытое отображения — кусочны и суперпозиция кусочных отображений. 
есть кусочное отображение. 

Замечание 2. Для любого открытого в Х множества Ц 


па / (0) = аа / (0). (11). 


Действительно, найдется &,..., СО такое, что 


41 / (0) = 97 (84... ль), 
ав / (6,..4,) лежит поверхность [л,..,, гомеоморфная ] (84, .. л,). | 
$ 2. Представление открытых отображений 


1. Чтобы показать, что всякое нульмерное открытое отображение ком- 
пакта размерности п на компакт конечной размерности т > п предетави- 
мо в виде (1), достаточно доказать, что 


В = Фт—пФтрв - › . ФФ , (1 2} 


где ф; и $! такие же, как в формуле (1). 

В работе (5) формула (12) была доказана для случая, когда } обла- 
дает свойством (1) и да М, =т— 1, где М; с У — множество кратных 
точек отображения }. Мы покажем, что для нульмерного открытого отоб- 
ражения эти условия могут быть выполнены. Напомним [см. (5), стр. 549)] 
свойство (7): непрерывное отображение } компакта Х на компакт У боль- 


шей размерности обладает свойством (1), если для каждого открытого в 
Х множества У такого, что 


911 Х < аш /(Т) = 


и для каждого целого числа &, для которого Фи Х <1< А, в ГИ най- 
дется совершенное множество Оу такое, что 
д / (0%) =, 9 М, < = =#—1. (13) 
2. Доказательство представления (1) опирается на лемму 2 работы (5). 
Напомним ее формулировку: 
Пусть } — нульмерное отображение компакта Х размерности п на 
компакт У конечной размерности т > п и 9т М, =. Для любого кож- 


пакта ЕС Х и его окрестности И’ существует окрестность И такая, 
что 


ЕСИСОСУ,, 
911 Ви <п—1, аш/(Во<Е-1, 
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на Ви отображение } не более, чем -кратно (т. е. для любого увУ 
1 (У) содержит не более № точек в Ву). 
В силу известной теоремы Гуревича (“), 


Е = аш М, > т— 1, 


ак как ]/ повышает размерность. Кроме того, нам понадобятся еще две 
еммы. 

ЛЕММА 1. Пусть } — непрерывное М-кратное, М < со, отображение 
омпакта Р на компакт © большей размерности и ани М; = аа 0. Най- 
ется компакт Р, СР такой, что 


91 7 (Ро) = 90, аш Мур, = аш 0 —1. 


Пусть аш Р =з и 90 =г> $. Так как д М, =хг, то найдутся. 
ва непересекающихся куска Р Д, и ДЛ, таких, что 
Ч. 7 (63) ПА) =, А ПА =А. 
Толожим 
Р: = А, ПЛ* (А, П Г(А.)]. 


а 1 (Р,) = г. 


Так как каждой точке хЕР, соответствует хотя бы одна точка х’6А» 
акая, что }(5’) =] (5), то на Р, кратность } не превосходит М — 1. 

Если ша Мур, < г, то полагаем Р,==Р,. В противном случае, так же 
‘ак и для Р, находим в Р, компакт Р, такой, что ди } (Р.) =г и крат- 
‘ость / на Р» ве превосходит М — 2. 

Продолжая таким образом, построим компакты РОР; >... Рь 
экие, что 


Очевидно, что 


аи 7 (Р.) =, апп Мур, =, 


кратность } на Р, не превосходит М —р. Но так как на Рь < $, то, 
© теореме Гуревича (4), кратность } на Р, не меньше, чем г—$ 1, 
этому 
р М — (п — 5-1 
ледовательно, найдется Ё такое, что 
91 /(Р»ь) = г, да Мур, =г— 1, 


‘то и требовалось доказать. 

ЛЕММА 2. Если } — открытое нульмерное отображение компакта Х 
азмерности п на компакт У конечной размерности т > п, то отобра- 
юение }\ в представлении (2) можно построить так, чтобы оно облада- 
о свойством (1) и а М, =тр— 1. 

со 


Представление Х = Ц 48... дз в силу леммы 2 работы (5), можно 
= 
брать так, что если Ч] (54,..1,)>п, то 
аи / (84, .. абы...) < аа 7 (6... 1.) — 1, | (14) 
ОП 8... лю Пды.. ча = А, (15) 


де РС У— нульмерное Ё., выбранное так, что если ТУТ — какое-либо от- 
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крытое в У множество, то 
ати (ИР) = аш ИУ —1. (16) 
Условие (15) легко удовлетворяется (заменой в доказательстве леммы 2 
в работе (5) М, на РИ М, так как В 0 М, — нульмерное Е). При этом 
на М,._ лло П бы... лм отображение } конечно-кратно. 
Так как отображение / открыто, то для каждого открытого в Х мно- 
жества Г имеем: 
Во» © / (Во), 
и формула (5) принимает вид: 


Г. .ль == 7 (Вь,. ). 


В силу (14), " 
@тГ = т — 1. 
Так как М; СФ "*(Г) и отображение ф нульмерно, то 
д41т М, < ана ф“* (Г) <ЗашГ = т — 1. 
В силу теоремы Гуревича (4), 41а М; > т— 1, следовательно, 
д М; =т— 1. 


Покажем, что построенное так отображение }, обладает свойством (“). 
Пусть О — открытое в Х множество и 


п < ашд (0) =г< тм. 

Из (14) следует, что апп 1 (И) =х. Тогда найдется 8,..:, СО такое, что, 
Чи} (854,..1,) =. Так как 

Бь 


= 
не 


то, всилу (6), на /, (Вы 1) отобразкение Ф есть гомеоморфизм, следо- 
вательно, 


| 
| 


Фи /, (В: й. 4) = апт 7 (В, 
А так как 


Вз д Ех: И, П а ь 
71...2К 


и на 6... Пб;.. д, отображение ], а значит и ]., конечно-кратно, то 
на Вь, а, отображение ], конечно-кратно и его кратность <М < ©. 
Случай 1. фл (Ва а) =Г. Так как кратность каждой точки 


отображения ], на В; . не больше некоторого числа М, то, применяя 


и,. далее, О. > 0, >.,—@ы, так 


а 
лемму 1, найдем: О, < В, т 


9: Мно.., Чтр(0)=Ь ФМ, =ЕЬ—1. 
41) <г— 1. Тогда 
О Вь. ЕР 


& \ 1. Ик 


Случай 2. Чи 7, (В, _ 


В силу (16) и того, что БПГ=ЛА, имеем: 
Чиа 7 (64... и ПГ) =г— 4; 
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ледовательно, 
| 91 7, (8,.. ПГ =. 


| 
к так как М, с р (Г”), то можно положить 


9: =, м 
1. 


. к 
силу того, что ани }1(6;, .. ях) = т, найдется 6... ик..1,) $2, такое, что 


Ч 7. (8;,....)=т, Чиа (6. до Пды.. аа) =т— 1; 


‚а 84...40 П 5+,..,: отображение } конечно-кратно, и так же, как в слу- 
ае 1, мы найдем: 


9:28, лью П и И И —- 1. 


ТЕОРЕМА 2. Нульмерное открытое отображение ] компакта Х ко- 
ечной размерности п на компакт У размерности п-Ё О<Ё< о, 
редставимо в виде суперпозиции 2К--1 нульмерных отображений: 


= Физ Фкфк.. ФФ, (47) 


2е каждое ф; двукратно и повышает размерность на единицу, а все ф 
е повышают размерности (равномерно для & > 1). 

Теорема следует непосредственно из доказанной леммы 2 и следетвия 

работы (5) (стр. 564). 

Для открытого отображения ] одномерного континуума на понтря- 
анский двумерный континуум, построенного А. Н. Колмогоровым, фор- 
ула (17) принимает вид: 

ах, 


{е $ двукратно, а ф равномерно не повышает размерности. 


ГЛАВА П 


Одномерный континуум, нульмерно и открыто отображающийся 
на квадрат 


Мы построим сначала двумерный континуум 2 в пространстве 242 так, 
о 2 проектируется на квадрат С, лежащий в плоскости ху, и это про- 
‘тирование является нульмерным и открытым отображением. Затем, от- 
авляясь от Й, мы построим в четырехмерном пространстве 22 равно- 
рно сходящуюся последовательность двумерных континуумов Хх так, 
о Х» проектируется на 7 в пространство 22. Топологический предел Хх 
нтинуумов Х» есть искомый континуум, а его ортогональное проекти- 
вание в плоскость ху — нульмерное и открытое отображение на квадрат С. 


$ 1. Построение континуума # 


1. Пусть С — единичный квадрат, две стороны которого лежат на осях 
и Оу, а 
= О (, у), О<п<сю, 


уравнение поверхности, являющейся суммой боковых гранеи всех рав- 


оких пирамид с высотой й = ты основаниями которых являются 


Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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О Е: 


% “ 
квадраты, полученные от деления С на 4" равных частей. Континуум б» 


< т . %, . = 
есть сумма 2” следующих поверхностей К, & = 1.....2:; чиела 120 
вятся во взаимно однозначное соответствие со всевозможными п-значными 


двоичными дробями: И 
) 


1—0, а41... ат, вы = | ] 


Поверхность К? определяется уравнением: 


п 
Е У @:Ф, (т, У). 


—1 


к 
Всякая поверхность КУ*", определенная уравнением 


п-Е 
2= Ха», аи =0, 
ф=1 
лежит под поверхностью Кф, определенной уравнением 
п—1 
.] \ 
= Хар Е Фь 


р=1 
так как 
х 


Заре ь 


8=1 

Равенство имеет место только на прямых х = -Р. и у= г. . Действи- 
тельно, часть поверхности 2 = ф„(х, У), определенная на квадрате с со 
сторонами, равными „=, лежащими на прямых & = = = к есть бо- 
ковая поверхность равнобокой пирамиды с основанием с и высотой с 7 
Если 2 = Фик (т, У) — уравнение бононой поверхности равнобокой пира- 
миды с основанием с и высотой Е оды ТО 


Фи-к (2, У) < Фик (т, У) 
Й 
и для точек, удаленных от границы с больше, чем на ре, Имеет место 
строгое неравенство. Из равенства 


9" (т, у) = У} фичи (1, у), (т, у) вс, 
следует: АЯ 
2 фик (2, У) < Фи(т, у), (2, у) 6 шёс. (1 
—=1 


Возрастающая последовательность континуумов И» равномерно схо 
дится к континууму: 


2, — двумерный континуум, который проектируется в плоскость ху н 
квадрат С. Континуум Й для каждого п>.1 есть сумма 2” слоев Во... 
где Ао,...„ содержит все поверхности ы г>1, для которых первые : 


| 
} 
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коэффициентов равны @;,..., а». Эти слои могут пересекаться вдоль 
иний, которые проектируются в плоскость ху на прямые х= — или 
7. 
Ре 


2. Проектирование & на С есть нульмерное открытое отображение $. 
| Для точки (х, У) ЕС ф! (5х, у) есть множество всех точек с коорди- 
татами: 


со 
а У ат Фи (т, у), 
Па 
где 0, 41... ав. ..Ё— всевозможные двоичные числа. Если у точек М, и 
И› из ф1(х, У) д «а», то найдется наименьшее п такое, что 
| а = 0, а2=1, ф»(х, у) +0. 
Для любой точки МЕф! (х, у) либо 


п—1 со 
2< Уаф(@ау+ УФУ. 
Т=1 т==п--1 
кибо 
| п—1 
2> Ура, (т, у) Е Фа, У) 
Т=1 


и, в силу (1), точки М, и М, содержатся во взаимно дополнительных 
открыто замкнутых частях ф1(х, у), значит, 

д ф`1 (т, у) = 0 
к отображение ф нульмерно. 

Открытость ф следует из того, что для МЕД’ и любого открытого 
пара д с центром в М найдется поверхность К? 62 такая, что ф(К? П 8)Э 
.Ф(М), значит, Ф«(М) — внутренняя точка в $(К? Г] д), а следовательно. 
твФ(Й Г). 


$ 2. Вспомогательный континуум с 


0 Пусть дан прямоугольник п, стороны которого лежат на прямых 


Л, О =, 


слой П.. С. Полосу т, содержащуюся между прямыми 
2Р-+1 Е 2рР-+ 1 


1 т 
= г. И - Ее ИЕР разобьем на прямоугольники ДА прямыми 
2+1 С 
— Е 9-0. 


Положим от равным части слоя Па,.аоо, Которая проектируется на Ас 
сли 4 нечетно, и такой же части Ва,.. ло, если 4 четно. Часть 01, Ко- 
орая проектируется в границу ДТ, есть простой замкнутый контур, лежа- 
ций в пересечении слоев 0, ранга &-- 2. Назовем его краем от. Пересе- 
ение от [|] оу, пусто, если 19—9|>1, и состоит из одной точки, если 

9% 


176 ЛЮДМИЛА КЕЛДЫШ 


9’ =9-+1. Положим 


м 1 
© =в Ре 
а а 
Пусть построен континуум 
п Ш 7 
"= 0 о, 
$=1У=1 


где о: — часть слоя В ‚о, проектирующаяся на прямоугольник или 
: 


2-24 * 


а1...ак -|-24— 
шестиугольник ДА, стороны которого лежат на прямых 5 = 
Й 1 к : 1 
Ре и = а: 65 К 61— 
Я = т и равны Ня или БЕЯ } 5+ пересекается с некоторым о! \, 
ее Я 
содержащимся в слое Ао... а, ан 0. Если с и с', пересекаются с одним с! 1, 
то о! [] с', непусто, только если У’ =у-1, и состоит из одной точки. 
2р- 1 
2к 
принадлежит некоторому с}, ] + 1. Край же каждого с" есть сумма двух 
1 


Для {< п каждая точка края с', не лежащая на прямой х = { 


п — 
простых дуг [м и [%, где [1 содержится в си 
* п—1 д п. > |. 
торого Х и {<п—1Т в <, |6}, а (» может пересекаться © 9, + су 
п— 
только в концах. Проекция [: в квадрат С содержится в границе А, “ 
п—1 : 
или А, (А). 
в ® ыо 
Заключим каждый Д, в прямоугольник (шестиугольник) А, ‚ одна 
или две стороны которого лежат на стороне Ду * или А, Ц) А), а 0с- 


тальные — на прямых, параллельных осям координат и отстающих от сто- 
1 


ока (ии * 
Разобьем (так, как мы это делали с полосой п) каждую разность 


рон Ау на расстоянии 


или может быть для неко-. 


эй 


Ф 
А," АУ на два (три) шестиугольника и прямоугольники А"! прямыми о 


и 25 +1 2-4 . 
— рае? У фаер 
для шестиугольников Дт!" полагаем с"! равным проектирующейся на А" 
части слоя На, ах {2п_1000› а для прямоугольников — такой же части того же 
п--1 п--1 
слоя или слоя ее {2п_10ю Так, чтобы "+ и ре лежали в разных 
В п п-т 
слоях; тогда от!" [| о есть точка, содержащаяся в с”. Каждая точка |= 


принадлежит некоторому вм, а край каждого те состоит из двух про- 


ЗА у 
стых дуг Е" ‚ 1=1,2, где ПЁС оз (или о" |] о\), а РН может пересе- 


к 
каться © с», и «п, только в концах. Будем говорить, что кусок 7% под- 
чинен куску о”. Таким образом, для континуума 
пт 


= 95 


1=1 у=1 


выполнены индуктивные предположения. 


Положим 
со Ри 
в = Ши {юр с" = |] Ц 5%. (2) 
Ио 1—1 1 - 


2. Пересечение с [| (7 `\ ©) есть замыкание суммы счетного множества. 
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м 


простых дуг, лежащих в 
со 


[9] (Во, аа ло П Ва... аки). # 


п=1 
Действительно, если 
9. © Ва аи 
то часть слоя Ва, ау +2" Которая проектируется на Д,, принадлежит 
й\ с и 
в, П (2) < НЕ о П Нов ны 
Каждый с” содержится в континууме 


п 
оо" ое, (3) 
7=1 
где каждый вы соединен с с" псследовательностью ан, ри ана: так, 
ето р оны подчинен о". Если ст подчинен с", то, очевидно, 
п-т Тя1 


у ве = к. Е ву и 0,1, содержащиеся в том лежат в разных сло- 
ях Ги . 
оп П А = д". 


Проекция су в С есть многоугольник Ду, граница которого содержит 
Ау ПА» ', а остальные стороны лежат на прямых, параллельных сторо- 
нам Л, и отстоящих от них на раостояние 


со 


1 1 
У ок-аг = 3 окреп * 
т=и--1 2 р 3-2 ри 


'Гак как стороны АУ не меньше то 


а 
к-т ы 


А" ПА =А и 5" П < = А, 
если |У—^|> 1. 


Положим 
со Ма > 
& = ПУ ®. (4) 
П=1 У=1 
окажем, что 
д1т @ = 0. (5) 


Проекция 5” [| 0*;: есть отрезок 
АВЕО А 
В окрестности каждой внутренней точки М в АВ содержится конечное 
число многоугольников ДХ, следовательно, М ВО Прин ра 8. 
Точка А есть проекция точки А’ 5" — & П5*, а точка В — проекция 
точки В’6 8,1. Поэтому 
8, П бу =.А; 


= 1 
ть 
так как диаметры су, а значит и &», стремятся к нулю вместе с „и 


го (5) доказано. 
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$ 3. Построение континуумов Х» 


1. Пусть ®0 и ^о — прямоугольники в С, ограниченные отрезками пря- 


1 


4 1 
мой = и, соответственно, прямых 2 =-. +5. В м0 и симметрично | 
Г 1 з] 
относительно прямой х = 5. в по построим по континууму с; и с» в слое 
Во ( =1). Континуум 1 есть сумма двух кусков Й, и Й., лежащих слева 


и справа от плоскости 5х = э. Положим 


5% = 7, \ са О <, 9 — 23 в: О <». 


Пусть 8 — сумма соответствующих множеств (4); со; и &3 < с»; тогда. 

аш = 0. в | 

Для построения континуума Хо определим на каждом 5? непрерывную | 
функцию $} так, что 

Л 

(М) =0, 0<+(М) <>, 

МЕ8, М5 8, (6) 

фе ==0. 


Пусть 52 ==5%, а 5: — лежащий в пространстве 1у7 континуум, со- 
стоящий из точек Р=Р(М,#), с координатами МЕ. и ё=® (М). 
Из (6) следует, что 


5% (53 = 8. 
Положим 
Х = 5 |) ра 


2. Континуумы Х„, п> 0, строятся по индукции в пространстве ху2 
так, что 


Хы ( Э. (7). 


Каждый континуум 5 ра: гомеоморфен своей проекции брив 7; проекция 5 ма 
в квадрат С есть прямоугольник пп. Если п = 2—1, > 1, то сторо- 


Н 2—1 . 
ы Ра лежат на прямых: 


1 
„= гы + ай (8) 


= ыы е (9) 
Если п = 24, Ё> 1, то стороны хи лежат на прямых (9) и 


кр 1 
— к Е. Е (10) 
2к к 
В случае р=0, р=2”', 4=0 или 4=2”' одна или две стороны мл 
могут лежать на стороне С. 
Каждый прямоугольник к” есть сумма нескольких прямоугольни- 
ков се или ти. Легко подсчитать, что 


тк тк — 
р’а П р’а А, 
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эсли |р—р’|>1и 
| к лай == А 


сли с . тп п т п 
В , |4 х еп Пра ("Ва П па.) есть полоса прямоугольника 
== — т п 
о (Па:)» содержащего миа О тиц, отсеченная прямыми 
__ 29 +1 и 2 
| Уа 22-1 3.22А-1 ' 
всли п = 2—1, и прямыми 
3.22К-1 * 
осли п = 24. 

3. Построим куски 9: континуума 7, которые проектируются на пря- 
моугольники пра. Для п=0 это 5 и 59. Предположим, что построены 
| т ет 
куски Куй и построим куски 5 . 

Случай п= 24, &>.0. Пусть на прямоугольник п", проектируется 
конечное число непересекающихся кусков Эра, пра С пра — прямоугольник, 
этороны которого лежат на прямых: 


2р +1 24-1 
г = Е Е А Е (у= 0,1, если # = 0). 62 


`Гредположим, что каждый континуум та: определяется формулой: 


т зе Бр А ЩЕ > Е т 
ра == Вра зы сои 0 у бра? (12) 
где В"; — связная сумма частей Ара, слоев ранга > п, проектирующихся 
= 1 
з ы со ОИ ее вы м 
аа части пра, отсеченные прямой х = гг с наименьшим $; от‚, — конти 


хуумы типа с, проектирующиеся на полосу п к, отсеченную от пра 
какой-либо прямой (11), и пересекающиеся с Ари» по отрезку его края, 
& сра’; — аналогичные континуумы для а (р’а’) = (р9). Если Враи есть 
часть слоя Ва,..с„, ТО 


(13) 


бра = Ва... а,..азбаз о 0 ила о 
Пегко видеть, что условия для 9": выполнены при п = 0. 
Часть $", проектирующаяся на пьф. с пра, состоит из нескольких 
сомпонент бт;. Пусть 
5 — пре П пре ПП пр. 
Эчевидно 
м-мум, истин, мсии, 


т 


‘раница пр’ лежит на прямых: 


Р 5 И ы 
а, У — ок ° 


Каждая компонента 9, части бу» проектирующейся на 5%, состоит 
в двух частей 57°”, проектирующихся соответственно на 9 Л =1, 2; 
° П] 59” проектируются на 8%” Г] 51°. В каждом 6» мы построим два 
юонтинуума с%’ < 51° так же, как в п. 1 построены континуумы о; И 9. 
сли г — наименьшее число, для которого 5%” содержит часть слоя Ла,..ар, 


180 ЛЮДМИЛА КЕЛДЫШ 


проектирующуюся на о 
о (55 Ва....а,00 0 Ва....а,10 $>г з>пт-- И (14) 


. . п Ея, 
Пра’; — часть брау, которая проектируется на ®рд’ [| пра, — связна. По- 
ложим 


Эл Вы Ы о о: у ар ьх С: Ре) (15) 


где 9%, [(см. (2) и (3)] — те о Ы и проекции 
которых содержатся в на тая как < бо С си» есть часть некоторого слоя 2, 
которая проектируется на ти" \\ тра, то легко проверить, что $ опре- 
деляется формулой (12). 

4. Различные $741, проектирующиеся на лиф, между собой не пере- 
секаются и так как содержащиеся в п", прямоугольники п”фл пересека- 


ются только, если |[9—4'|>1, то содержащиеся в __ раз Куски Кр 
пересекаются не более, чем по два. 

В случае п=2 +1 построение 5071 а только 
Р. 


каждое слагаемое о" пересевкающее плоскость т — ож 


континуума 


ст ов . 
рак © Эраш, мы делим на два слагаемых: 


— 1 = 

бир = бура Й бырэ, 

так что если С ти (9% есть часть слоя Во, а)), ТО 
7 == и 1, 
Р и е2’ 

злее < Во... И ое. Е м полагаем 


СЕ ‘ст-1 1 бет-1 
91 С Эр» 9 С Эра; 


> 


1 
Легко видеть, что диаметры кусков уж стремятся к нулю вместе с Ай 


Для каждых двух содержащихся в 5": пересекающихся кусков 5, 


п-т 
Ку ’4+1« строится нульмерное множество аи аналогично тому, как 
было построено множество & в $ 3. Пусть 


+ К 1 
враз= бра П Ку в) БО бай (16) 
+) 
Очевидно, что 
д $11 = 0. (17) 


5. Пусть построен континуум Х»„ так, что каждой точке М Е.бра: с0- 


ответствует точка Р (М, еб, [см. (7)]; координата { точки Р (М, В 
определена равенством: 


нео тай п паг 
1 Фр (М) - Фра, (М) = ие р Фрлат т (М), О 1а, +1 "7-1 с Се 1. ы (18) 
Фран, — непрерывная функция, определенная на Е и удовлетворяю- 
щая следующим условиям: 
4 
а) о 
Ь) Фран, (М) =0, 
= = => 
М Е бр, а,1, Ю [ рай П (О бр.ч,1 ] > Е, ’ 


ОРУ» 
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где 


Р-Р, 1. 191= 93 если г четно, 
р, = Р», 49. = 9, +1, если г нечетно, (а) 
54’; = О те 
анны М) + ---- Фра, (М) < (М) 
ог’ МЕЕ, Е. . 


Мы построим функцию фей на 5% с 5" так, чтобы удовлетво- 


Ри 9 п, 
Грялись условия а), Ъ), с). Эти условия, очевидно, удовлетвсряются на 
‚множестве Ё„:1, если 


фа (М) =0, МЕ». 


Фра 


Пусть функция фе, удовлетворяющая условиям а), Ъ), с), построена 
та множестве 


Ел = За: П ( Е›). 


е 
Ка «р<т-1 


[Тогда функцию рф можно определить непрерывно на множестве Ё» = 
Е к И Рку: так, чтобы удовлетгорялись условияа), Ъ) и для {| = # условие с): 


т 
о Фар 5 (М <> > Фа, (М), 
р=А-1 


(19) 
МЕ п ра а. © В. 


Покажем, что на РР» [Г] Е, удовлетворяется условие ©) для любого. 
(<п--1. Для МЕР», это имеет место. по предположению. Пусть. 
МЕЕ, П Ех \ ку: , следовательно, 1 < №. Тогда 


аи (М) = 0, 


|“ в силу индуктивного предположения с) и неравенства (19) имеем: 


п-1 &—1 т-1 ь 
У Фррарнь (М) < о Ферар № (М) У Фррар 1, (М) < 


р==-Е1 р=-1 р=К-1 


#—1 
— о Ррар от 5 Фра, (М) <= я, (М), 


р=у-Е1 
М Е 5" П $ Пе, „СЕ, П.Ех. 


иледовательно, условия а), Ъ), с) выполнены для ЕЙ на множестве Р»х. 
Таким образом, Фи последовательно определяется на 


Ет-1, Ио Е, Ро == 9. 
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Континуум ЕВ. есть множество точек Р (М, #) пространства ху24, 
где М бот, а { определяется формулой (18) с заменой п на п-|-1. 
Полагаем: 

Хи = Е 
$ 4. Континуум Х и нульмерное открытое отображение Х на квадрат* 


В силу условия а), имеем: 


®(Х» Хи) < т 


У 


и последовательность континуумов Х»„ топологически равномерно сходится 
к континууму 


Х = 05. п=04,..- 
где бра состоит из всех точек Р(М, #), для которых 


= У Фанни (М). (20) 


К=1 


м @ С == а $ 


т? 


т 
В силу а), диаметры кусков 5ри (как и 5ри) стремятся к нулю 


4 
вместе с —. Покажем, что 
Ча бра П 515, < 0, ра/+ р42. (21) 
Пусть Ребра: П Е тогда 
М 6$ П 5", 
а координата & = точки Р может быть опрэделена двумя рядами: 
= $ (М) + ---- Фаины (М) + Фанни (М) + 
. РОМ) 
= $ (М) +++ Фракии (М) + Фр иг (М) +. 
„Фе (М)... В&п. 


(22) 


эк к 
Так как М 6брала, П бра, ‚ то р,, Ч, и ба «г, Удовлетворяют ус- 
ловиям (а) и Фа, (М) = 0. 


= 
Если МЕ 8ра,1,› то, в силу ©), 


ху фр-ар1, (М) < ое е ‚(М ). (23) 


к 
к=К-1 


что противоречит равенству #1 =. Следовательно, М ее В силу. 


* Легко показать, что Х не имеет локально-разбивающих точек и открытых под- 
множеств, вложимых в плоскость. Следовательно, в силу только что появившейся 
теоремы Р. Д. Андерсона (10), Х гомеоморфно менгеровской универсальной кривой. о 

** } — хаусдорфово расстояние между множествами. 
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16) и Ъ), множество точек Р(М, # Е5%н , где М брани гомеоморфно 
насти а и из (17) следует (24). Таким образом, 
Ч Х =1. (24) 


2. Проекция Х в плоскость ху есть квадрат С. Покажем, что проек- 
пирование } есть нульмерное открытое отображение Х на С. 
Мы имеем: 


1=$ф, (25) 
где ф — проектирование Х на 2, а фЬ— проектирование 7 на С; мы видели 
хм. $1), что ф нульмерно и открыто. Покажем, что ф нульмерно. Пусть 


2 (М, 1), Р (М, 1) — две различные точки ф`! (М). Координаты &, #» этих 
‘очек определяются формулами (22), где А >. 0. 


Пусть В <Ь; тогда 


М бр ииьа» Фыаи (М) > 0 


г имеет место (23). К Ф! (М) не принадлежат точки Р (М, #), для которых 


К—1 К—1 

я 1 ч ’ 

= ХУ ерин М) 5: Фа, # (М) <: < Ури (М) + Фа и (М) =Ть. 
т= т=0 


Пействительно, пусть 


Р(М, Еф (М) ‘и = УФ, (М). 


"97 
т=0 
Если для некоторого т < Е 
т т 
тат т Е Фриат ’ 


ть 
ю, в силу условия с), & <Ть, если а (М) =0, ин>Ть, если 
СО 
ыы 0) > 0. 
Если же 
Е 


АЙ. р 
Фра, 2. Е Фр»а, 1» 


к ные 
ля всех Г<А, то < Г, если Фра к == ФриайЧк › и > ТГ, если 


к 
2 -; ЕЕ Фр а’+ . 
Рик 

Итак, на прямой, содержащей ф* (М), между любыми двумя а 
сть интервал, не содержащий точек ф\* (М). Следовательно, аи ф`* (М) = 


= 0 и отображение ф нульмерно. А тогда и / =ф ф нульмерно. 
Обозначим через /„ отображение проектирования континуума Х»ь на 


вадрат С. 
Покажем, что [м открыто, т. е. для любой точки РЕХ, и ее окрест- 


юости Ив Х, точка /» (Р) — внутренняя в № (0). Рассмотрим два 


пучая. 
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1) Р(М, #) — внутренняя точка в буи. Тогда МЕ ври и М — либо 
внутренняя точка в 5": либо М принадлежит к краям содержащих ее 
кусков с, континуума о (см. $ 2), содержащегося в 5". В обоих слу- 
чаях малая окрестность 0 точки Р в Х„ содержит часть а, которая 
проектируется в 2 (гомеоморфно) на часть некоторого слоя Ва... С 2, 


содержащуюся в некоторой окрестности точки М. Следовательно, № (Р) — 
внутреняя точка в м№(0). 

2) Р(М, Е, Пбл,; тогда М Е вре. В силу условия Ъ), РЕХ„—; 
каждой точке Р’(М’, Г), лежащей в достаточно малой окрестности И 
точки Р, в Х„_, соответствует точка Р”(М’, 60. 

Пусть доказано, что м_1 открыто (это, очевидно, так, если п = — 1, 
так как Х_, =, /,=9). Тогда /„_(Р)— внутренняя точка м (У); 
следовательно, /„(Р)— внутренняя точка в /»„(0), так как №1 (Т)с 
с (0). 

Таким образом, ]» открыто для любого п. В силу (18), (20) и. усло- 
вия а), каждой точке РЕ/*(0), ОЕС, соответствует точка Р„ 6} (0), 


и наоборот, причем р(Р, Рн) <". Поэтому 


в (©, (<-> тт (20% 


где й — хаусдорфово расстояние между множествами. Так как /„ открыто. 
для любого п, то разбиение Х„ на прообразы вполне непрерывно. Из (26) 
легко следует, что и разбиение Х на прообразы }*(0) вполне непрерывно, 
а значит, отображение } одномерного континуума Х на квадрат С. 
открыто. 


Поступило 
28. У. 1958 
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ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
КЛАССОВ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВ 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


В работе доказано существование универсальн‹ го пространства для 
бесконечномерных в самом слабом смысле пространств со счетной базой (для 
пространств, распадающихся в сумму счетного числа замкнутых конечно- 
мерных множеств), построен пример компакта, распадающегося в сумму 
счетного числа иульмерных множеств, но не бесконечномерного в самом 
слабом смысле, а также введена большая трансфинитная размерность 19. 


До сих пор в теории размерности бесконечномерных пространств уделяли 
имание лишь классу + пространств *, имеющих малую трансфинитную 
змерность +* ша. В классе { нет универсального пространства ***, 
-первых, потому, что для всякого пространства А, имеющего размер- 
сть 14, всегда ша А «о, [см. (1), стр. 76], и, во-вторых, потому, что 
я любого числа я «< в, существует компакт размерности **** д. 

Для пространств, обладающих полной метрикой, наличие трансфинит- 
й размерности эквивалентно возможности распадения в сумму счетного 
сла конечномерных (или, что то же самое, нульмерных) множеств [см. (!)]. 
этому в классе © всех пространств, распадающихся в сумму счетного 
сла нульмерных множеств, нет компактного универсального простран- 
‚а даже для компактных пространств. Для некомпактных пространств 
асса © универсального компактного пространства нет еще и по другой 
ичине: Е. Скляренко недавно показал, что у множества 54, состоящего 


всех тех точек х гильбертова куба 0”, которые имеют лишь конечное 
сло координат, отличных от нуля, всякое бикомпактное расширение 


конечномерно в самом сильном смысле [см. (2), стр. 204], несмотря 


т ЖЖ 
то, что # распадается в сумму счетного числа кубов 0” *****. 


* Мы будем рассматривать лишь пространства со счетной базой. 
** Малую трансфинитную размерность определяют точно так же, как малую 
‘уктивную размерность Урысона [см. (1), стр. 75]. 
*** Пространство В универсально для класса ©, если в В можно топологи- 
ки вложить любое пространство класса ©. 

**** По-видимому, последнее доказано Гуревичем. Впрочем это следует из зна- 

ичных теорем 5 и 4 этой работы, относящихся к большой трансфинитной размер- 
ги 114. 
**** Замечание при корректуре. После того как моя работа была 
на в печать, мне стала известна статья Нагата (11), в которой, в частности, доказано, 
множество всех точек гильбертова куба, имеющих лишь конечное число рацио- 
ьных координат, универсально в классе ©. 
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В настоящей работе в связи с этим рассматриваются класс | про- 
странств, распадающихся в сумму счетного числа конечномерных зам- 
кнутых множеств, и класс $ пространств, имеющих большую трансфи- 
нитную размерность №4 *. В классе | существует универсальное про-, 
странство: это — пространство 4 (теорема 1). Компактного универсаль- 
ного пространства в классе | нет в силу теорем 4 и 5. В $2 построен 
компакт Ё класса © и, следовательно, класса $ (теорема 4), не при- 
надлежащего классу | (теорема 3). 


$ 1 


ТЕОРЕМА 1. Пространство В топологически вкладывается в про- 
странство Ж тогда и только тогда, когда оно является суммой счетного 


числа замкнутых конечномерных множеств. 
Предварительно назовем К-пространством всякое пространство, яв- 
ляющееся суммой счетного числа конечномерных компактов. Всякое 
К-пространство можно представить в виде суммы возрастающих компак- 
тов возрастающих размерностей, если только исключить тривиальный 
для нас случай конечномерных пространств. Нам нужна следующая 
вспомогательная | 
ТЕОРЕМА 2. Всякое К-пространство можно топологически вложить 
в пространство $. | 
Для доказательства этой теоремы нам понадобится одно определение 
и две следующие ниже леммы. | 
Скажем, что непрерывное отображение ] метрического пространства 
В в гильбертово или эвклидово пространство Ё аппроксимирует замкну- 
тое множество А из К, если для любой з-окрестности 0. А можно найти 
такую окрестность (зо нулевой точки о пространства Е, что 


Г" (Съо) СО. А. 
ЛЕММА 1. Всякое непрерывное отображение } замкнутого множест- 
ва В метрического пространства В в п-мерный куб 0", 0% < г, ап- 


проксимирующее замкнутое множество А, можно продолжить в непре- 


ть 
рывное отображение Е’ всего пространства К в куб 0", также аппро- 
ксимирующее множество А. 


Доказательство леммы. Пусть в наших условиях 


А-З А: р (а, 4) <1) 


|7 (2) [ = р(о, /(2)). 


2 
Большую трансфинитную размерность ш4 мы определяем индукцией по зам: 
кнутым множествам так, как это делает 9. Чех (3). Между классами |, ©, ти 
имеют место следующие соотношения: | < © 1—3 в общем случае и % СФ. = 


— : — ©\ с 
—=%=3— в компактном случае. Других включений и равенств нет, так ка! 


ЖЕГЬ РЕМ иСЕГ\З, где Р—наш пример, а @ — дискретная сумма кубов 0" 


пы > 
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В силу этих условий, имеем: 


5; = п 11 (2) | > 0 
А 


хев-—0; 


я любого =1, 2, 3,.... Можно считать, что 5; < = . Значит, ] отоб- 


жает дополнение В\ О; А во множество 0" О, 0, гомеоморфное кубу 
. В силу известной теоремы Урысона о продолжении непрерывных 
нкций, это отображение ], рассматриваемое лишь на В\ И; А, можно 
одолжить на множество А\\ О: А так, чтобы дополнение В\ И; А снова 
ображалось в О"\ Из; о. Определенное таким образом на множестве 
`` О: А отображение также будет непрерывным отображением в куб 0” 


его еще раз можно продолжить в непрерывное отображение Ё; всего 
›остранства А в 0". 


Рассмотрим отображение Ё, ставящее в соответствие каждой точке 
ЕР конец М вектора 


—> 
ой = У. 


го — непрерывное отображение пространства А в параллелепипед 0”. 
а множестве В оно совпадает с отображением ], так как на В каждое 


ее 
гображение Ё; совпадает с ]. Так так углы между векторами оЁ; (2) не 


п 
зльше чем ->_, то 


2 
5 
«я любого #. Поэтому 
[8 (2) >= 


е множества О; А. Значит отображение Ё аппроксимирует множество 
что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 2. Пусть в метрическом пространстве В даны замкнутые 
ножества А и В, АСВ, датВ< Е; тогда существует непрерывное 
пображение Е пространства В в куб 0"®, где п(Ё) =2% +2, аппро- 
шмирующее множество А и гомеоморфное на множестве В`\\А. 
Доказательство леммы. В силу леммы 1, достаточно построить 
итересующее нас отображение лишь на множестве В. Для этого рас- 
отрим разбиение множества В, состоящее из множества А и из все- 
‚зможных точек множества В, не принадлежащих А. Определим про- 
анство В (А) этого разбиения с помощью базы, составленной из эле- 
внтов какой-нибудь счетной базы открытого в В множества В\А и из 
престностей 


А-а ЕВА, р А < И (4) 


и А. Естественное отображение 2 пространства В в пространство В (.4) при 
ком определении топологии непрерывно и гомеоморфно на В`\ А. Про- 
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странство В(А) регулярно и имеет счетную базу. Множество В (4) А 
гомеоморфно множеству В`\\А. Значит, 


91а (В (АА) < А, 


а потому и 
аш В (А) <А. 


По известной теореме Небелинга — Гуревича [см. (1), стр. 89], сущест- 
вует гомеоморфное отображение ф пространства В в куб 01? такое, 
что ф(А) =0. Отображение фё — искомое. Лемма доказана. 

Доказательство теоремы 2. Пусть дано К-пространство В: 


И Е 
Чип Ф, < а Фи, < ©. 


По лемме 2, для каждого А существует непрерывное отображение Рь 
пространства В в куб 0"), гомеоморфное на Ф»\\Ф»_, и аппроксими- 
рующее множество Ф»_, (Ё =1, 2....). Пусть Л, Л, [3-3 №3: = 
координатные функции отображений Ё»х, записанные так, что вначале! 
стоят координатные функции отображения Р’\, потом — отображения РЁ. и 
т. д. Пусть 


} 
ре 


Осуществляемые функциями /у отображения в кубы 0"®, соответству- 
у С 
ющие отображениям ЁР»х, обозначим через РЁ». Каждое отображение Ёь 


/ 
также гомеоморфно на Ф,`^\\ Ф»_, и аппроксимирует Ф,_,. Функции ]м 
дают нам непрерывное отображение | 


Ф(2) = {1м (2)} | 


пространсзва В в гильбертов параллелепипед 0° и даже в 4, так как’ 
каждая точка хе В принадлежит некоторому Ф», на котором все функ- 
ции /\, начиная с некоторой, равны нулю. Отображение ф взаимно одно-' 
значно. В самом деле, если (для некоторого А) Е К\\Фь, а уЕФь, то 


каждая из координатных функций отображения аа аппроксимирующе- 
го множество Ф;, равна нулю в У и положительна в х. Если же 
хеЕФ,^ Фь—, иуЕбФ,\ Ф, 1, то среди координатных функций побран 
НИЯ Е, гомеоморфного на ФФ, , найдется одна, принимающая разные, 
вначения в точках 2 и у. Остается доказать, что отображение ф открыто. 
Для этого достаточно показать, что для любой точки хеФ.\ Фи 
любой ее окрестности Ох существует такое число е>0, что если| 


[1 (2) — Л ()|<е ) 


, й 
для всех координатных функций + отображений Ркь и Рь;1, то уЕОт. 
Допустим, что это не так. Тогда найдется такая окрестность Ох точки. 


1 
д, ЗЕФ,\Ф, 1, что для любого числа 2. т = мон 
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т 2 
орать точку Тж, удовлетворяющую условиям 


т 6 ВХ Ох 


ФЛ (а) < (4) 


т 


я всех координатных функций отображений Ру и Е 


Так как Рх, (Фх) =о и хЕФ,, то для каждой координатной функ- 
и }: отображений Р»;, имеем: 


т Л 
Ачит, 


У» (®) 


аа. 


[Еж (2) |< 
пее того, так как т аппроксимирует множество Ф,, то в любой 
крестности И. Ф, найдется по крайней мере одна точка тт. Следова- 
"ьно, в Фх имеются точки прикосновения последовательности {хт} *. 
кть теперь у — одна из этих точек прикосновения; уЕФ,. Так 
К тт Ох ни для какого т, то У6Ох. Если УФ, , то одна из коор- 
хатных функций отображения Рх равна нулю в уи положительна в х, а 
и УЕФ, \\ Ф, 1, то снова одна из координатных функций отображе- 
з Ех принимает разные значения в точках х и у, так как отображение 
‚ гомеоморфно на Ф, \, Ф,_,. Но это противоречит неравенствам (1). Тео- 
на 2 доказана. 

‚ Доказательство теоремы 1. По одной теореме Гуревича [см. 
$ 5], всякое пространство К со счетной базой с любой фиксированной 
`ледовательностью замкнутых множеств Ф„ можно топологически вло- 


—^ 


ть в компакт А так, что 
Чт К [Ф„] = да Фо. Р 


‘Значит, всякое пространство класса | можно топологически вложить 
во а вместе с ним, по теореме 2, и в 2. 


`Теорема 1 доказана. 
| 5$ 2 
р 


| Построим компакт Ё класса ©, не принадлежащий классу |. Для это- 


`строим сначала пространство &, обладающее следующими свойствами: 
га) бЕТ, 

Гб) каждое открытое множество из @ бесконечномерно, 

в) у каждой точки есть сколь угодно малые окрестности с компакт- 
‚ конечномерной границей. 

| Для построения пространства & потребуется следующее разбиение. 


'* Это единственное место в доказательстве, где требуется компактность множеств 
‚ действительно, в противном случае у каждой точки у компакта Ф;, нашлась 


окрестность Оу, не содержащая точек 2„. Тогда окрестность ИФ, = ЦОу также 
содержала бы точек х„. Нор (В\\ ОФ, ‚, Ф,) > 0, что противоречит только что 


азанному утверждению. 


Азвестия АН СССР, серия математическая, № 2 
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Троичное разбиение \” куба 0". Рассмотрим в эвклидовом про- 
странстве Е” единичный куб 0”. Разобьем его 2” гиперплоскостями, па- 
раллельными граням куба 0", на 3" равных куба первого ранга с дли-' 
ной ребра ыы Отметим среди них центральный куб С1. С каждым кубом 
первого ранга проделаем то же самое и получим 3" кубов второго ранга 
с длиной ребра Е Все кубы второго ранга, лежащие внутри централь- 
ного куба первого ранга, назовем ненужными. Среди остальных — нуж- 
ных — кубов второго ранга назовем центральными все те кубы Са 
которые являются центральными для (нецентральных) кубов первого ран- 
га, а остальные кубы назовем нецентральными. Проделав ту же опе- 
рацию с кубами второго равга, получим ненужные, центральные 
и нецентральные кубы третьего ранга. Продолжая это построение до’ 
бесконечности, получим искомое разбиение куба 0" на счетное число цент- 

_ральных кубов Са и на остаток Г типа Сь. 

Разбиение \!— это известное разбиение отрезка [0; 1], которое полу- 
чается при построении канторова множества: центральными отрезка- 
ми являются замыкания выкидываемых интервалов, а множество Г с0- 
стоит из всех троично-иррациональных точек, не содоржащихся в цент- 
ральных отрезках. Разбиение 1? — известное разбиение квадрата, которо 
получается при построении так называемого ковра Серпинского [см. (5), 
стр. 336]. 

Условимся в дальнейшем под гиперплоскостями в эвклидовом про- 


странстве Е” понимать лишь «троично-рациональные» гиперплоскости Р”* 


п 
параллельные граням куба 0 ‚› т. е. гиперплоскости вида т; = 5, где 
| 


ЕО Гаары 3". Легко проверить, что верна 
ЛЕММА 3. Каждая гиперплоскость Р”\ = ыы зи соприкасается по 


(п — 1)-мерным граням с некоторыми центральными кубами ранга К, пе- 
ресекается с некоторыми центральными кубами меньших рангов и, на- 
оборот, не пересекается ни с одним центральным кубом ранга, большего 
чем Ё. | 

Следствия. А) Каждая гиперплоскость Р"" пересекает лилиь ко- 
нечиое число центральных кубов;. 


Б) сумма центральных кубов. С» куба О" плотна в 0". 
Построение пространства 8. Возьмем в гильбертовом кубе (®, 
1 
0<х; <, отрезок 
01 = 660”: п=0 шит 


и к каждому его центральному отрезку Сх приклеим (одним ребром) по 


2 
квадрату 0% так, чтобы все они лежали в квадрате 


01 = [260°:=0 при 92 


КУ 
ре. 


К каждому центральному квадрату С® одного из квадратов О. прикле- 


ый 
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‚ (одной гранью) по кубу Оз так, чтобы кубы 0% лежали в кубе 
03 =8{260”:=0 при #>3} 


и. рис.). Продолжая это построение до бесконечности, получим искомое 
остранство &. 


Свойства пространства 8. 

а) Се] (так как 6 является суммой счетного числа кубов). 

В) Если открытое множество С в пространстве & пересекается с 
мерным кубом Ох, то оно пересекается: и с некоторым (п - 1)-мерным 
бом ОТ. 

В самом деле, тогда, в силу Б), множество С пересекается с некоторым 


нтральным кубом Св куба 0%", а поэтому и с приклеенным к нему 
-- 1)-мерным кубом Ов"". Отсюда имеем: 

6) каждое открытое множество пространства & бесконечномерно (так 
к каждое такое множество, пересекаясь с некоторым кубом Ох, пересе- 
этся и с кубами сколь угодно больших размерностей по открытым мно- 
©твам). 

в) У каждой точки Е 6 есть сколь угодно малые окрестности с ком- 
ктными конечномерными границами. 

Для доказательства назовем гиперпространством всякое мно- 


ктвс гильбертова куба 07 вида 
р 
р 8 | 260: в =, 
в, Ки р фиксированы. Легко видеть, что имеют место следующие свой- 
за: у 


\ е 0" 
пересекается в кубе аа 


т 


г) Если в Е" гиперплоскость Р"`* фо О 


Р 
„тральным кубом Сь ранга 1, 1«&, то гиперплоскость р" = в 


остранства Е”! пересекается с кубом Оз, приклеенным к кубу Св по 
„тральным кубам рангов 31—15 А—1. 

|д) Гиперплоскость Р"+"— фз = я пространства Е""^ не пересекает 
‘одного центрального куба СТ"! (так как это должны быть самое боль- 
в кубы ранга 0). 

'е) Гииерпространство Р® = а не пересекает ни одного куба 0» 


‘мерности тп - А. 
|В самом деле, полагая свойство д) доказанным, мы видим, что-соот- 


уо р т 
ствующая гиперплоскость р Ч, = 3 пространства Е” пересекретея 


3* 
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с кубами Оз, а в каждом из них пересекается самое большее с централь-| 


к р 
ными кубами ранга №. Тогда в Е”*" гинерплоскость рес 2» = за) с цев-| 


ИЕ ъ| 
тральными кубами О: уже не пересекается. Значит, она может лиш 


касаться кубов ОМ" по (п-+ & — 1)-мерным граням, а с кубами ОМ боль-| 
ших размерностей она не пересечется, так как все они приклеены к цент-+ 
ральным кубам С7*!". Этим свойство е) доказано, а вместе с ним и свой- 
ство в), потому что сколь угодно малую окрестность точки хе6 можно’ 
получить, проведя достаточно близко от нее конечное число гиперпро-| 
странств 

Р: р. 4; 
те: У за 


по ковечномерным множествам. Нетрудно показать, что каждое из них — | 
просто сумма конечного числа кубов. 
ТЕОРЕМА 3. Существует компактное расширение <Я пространства 8, 
принадлежащее классу ©, но не принадлежащее классу 1. 
Доказательство. Так как 19$ = %®%, то, по одной теореме Гура 


так как @& семибикомпактно *, то существует компактное 
расширение х@ того же веса с нульмерным наростом &6`\ 6; поэтому. 
«& © ©. Однако никакое расширение 76 не принадлежит классу |, потому, 
что никакое конечномерное замкнутое подмножество А, АС \6, нигде не 
плотно в 716, иначе нашлась бы в 16, а значит, ив 6, конечномерная. 
окрестность. Поэтому дополнение ко всякой счетной сумме замкнутых 
конечномерных множеств плотно в туб **, что и требовалось доказать. 
| 
$3 

Определение размерности 114. Если для любого замкнутого’ 
множества А и любой его окрестности ОА пространства В и для транс- 
финитного числа В существует такая окрестность И А, что (АЗС ОА ***' 
и а ГА] < о **** для некоторого числа а, меньшего чем В (в предпо- 
ложении, что для всех чисел и, меньших В, неравенство па В’<а уже 
определено, начиная с а =0), то 9 В < В; Ша В = В, ели ша ВЗ 8 
и Ша АЗВ-1. 
Число 114 В, если для данного пространства В его можно определить, 
назовем большой трансфинитной размерностью пространства В. | 
Замечание. Множество окрестностей { пространства В называю! 
большой базой, если для любого замкнутого множества А и любой его ок- 
рестности ОА найдется такое (/, что АСИСОА. Наименьшую из моше 
ностей больших баз пространства В назовем большим весом *****_ Легко по- 


* и 
Это значит, что у каждой точки имеются сколь угодно малые окрестности 
с компактной границей [см. (1)]. 
** На это обстоятельство обратил мое внимание Б. Левшенко. 
ж+ж 
Это требование 0.1 СОА эквивалентно обычному требованию [0/4] С Сол 
в силу нормальности. | 
*+ж* 
** Через ый мы обозначаем границу: |0 | = [И] ^\\0. Е] 


***** Следуя Н. А. Шанину [см. (°)], я ранее большие базы и вес называл при 
вильными. 


4 
ь 
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азать, что всегда 


| . Е к», 
для компактов 


= (В) 5 (В) < К», 


це м (А) — большой вес, а <(А) — вес пространства А [см. (У етр тя. 
тсюда легко заключить, что если размерность тай есть, то всегда 
аа К < о, а для компактов шаВ < в. 

ТЕОРЕМА 4. Если пространство В имеет трансфинитную размер- 
ость 14, то оно имеет и трансфинитную размерность т4; если компакт 
’ является суммой счетного числа нульмерных множеств, то он имеет 
‘рансфинитную размерность Шт4. 

Замечание. //икакое пространство В, являющееся суммой счетного 
зсла попарно не пересекающихся открыто-замкнутых множеств В» ра?- 
ерности ш4 В = п, не имеет размерности т4, хотя 14 В = 0%. 

° Действительно, допустив, что некоторые ‘из таких пространств имеют 
эзмерность 114, и взяв из них пространство наименьшей размерности па, 
егко прийти к противоречию. 

Доказательство теоремы. Первое утверждение легко доказы- 
зется по индукции. Для доказательства второго нужна 

ЛЕММА 4. Если В = М | №, где Шам =0и МПМУ = А*, то для лю- 
320 замкнутого множества А и любой его окрестности ОА существует 
срестность (А такая, что (АСОА и П0АСМ. 

Доказательство леммы. Возьмем окрестчость О.А такую, что 


А, = [0,4] СОА, 
открыто-замкнутое в М множество М’ такое, что 
МП 4 САЯ’СОА. 
Тогда найдутся открытые в К множества Н, и Н» такие, что 
ПА МП Та М ПН МНО *. 


ожно считать, что Н» [\] [0,А] = А и О.АСН, СОА (в противном случае 
ожно перейти к множествам Н»’ =Н.\ [О.А] и Ну = (Н, 0 0, А) ПОА). 
— искомая окрестность (А, так как АСН,, ЕВ А, и, значит, 


(1 Н,) П ИСИОИ,. \Ы:=А. 


емма доказана. 

Доказательство второго утверждения теоремы А. о- 

тив, что существует компакт А,, не имеющий размерности [14, но та- 

й, что А, = () №, где Ша \, = 0, найдем в нем замкнутое множество 
т 


и его окрестность ОА, такие, что если ИА, С. ОА,, то граница ТА: не 
геет размерности 19. В силу леммы, существует такая окрестность И А\, 
о ПА, СОА, и |0 АСВ, \ №.. В компакте А, = |0 А:| существует замк- 


* Л — пустое множество. 
+* В силу наследственной нормальности, для любых двух множеств №; и №, та- 
х, что [№1] Г №» = №] П М, = 4, имеются непересекающиеся окрестности Н: и Л/> 


делимость по Хаусдорфу). 
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нутое множество А» и его окрестность (в В) ОА» такие, что если УА. с 


СОА», то граница |УА.| не имеет размерности №4. В силу леммы, есть. 


окрестность ИА» такая, что (ОА. СОА и В: = ОА; с В, \ №». Продол- 
жая это построение до бесконечности, придем к непустым компактам В» 
таким, что А СА, М», чего не может быть (ведь тогда П И, = АМ 
Теорема доказана. 

Следствие. Между классами |, ©, ги $ имеют место следующие 
соотношения: |< © 215$ в общем случаеи с © == Зе — в кол- 
пактном случае. 

ТЕОРЕМА 5. Для любого трансфинитного числа В, В <, в классе 
© существует компакт 0° размерности ша ОР = В. 

Следствие. В классе © не существует компактного универсального 
пространства для пространств класса |, а также и для классов 1, 3 и ©. 

Доказательство теоремы 5 заключается в следующем построении и 
дальнейших четырех леммах. 

Определение 2. Если п < въ, то компакт 0" — п-мерный куб (при 
п = 0 — точка). Если В, В«в, — предельное число, то компакт 08 — 
сумма всех попарно не пересекающихся компактов 0”, а < В, и точки Ев, 
в которой каждый компакт (0^ и любое открытое в 0” множество от- 
крыты в 0°, а окрестностями точки Ё являются дополнения до конечно- 
го числа компактов 7 *. Если В, В < ®1, — изолированное число, то ком- 
пакт 08 — тихоновское произведение компакта 0—1 на отрезок 01. 

Замечание. Каждое порядковое число В можно единственным обра- 
зом представить в виде суммы о (8) А (В), где < (8) — наибольшее из всех 
предельных чисел, не превосходящих числа В, аА (В) = В — « (В). Очевид- 
но, что 


08 м] о х о" . 
Для доказательства нужного нам равенства ш4 0° = В введем следую- 
щие классы компактов Ё8. 
Определение 3. Если п < ®%, то класс Я» состоит из всех п-мер- 


ных компактов К”. Если В, В < в;, — предельное число, то класс $8 со- 


стоит прежде. всего из компактов Р8 вида ЕЦ К“, где К“ — компак- 


ты, взятые‘ по одному из каждого класса %», & <В, кроме, быть может, 
конечного их числа, и еще из предельной точки Ё с топологией такой же, 
какая была введена в определении 2 для компактов (08; кроме того, класс 
%в состоит еще из всевозможных произведений компактов РВ на нульмер- 
ные компакты К’. Если В, В <, — изолированное число, то класс $5 
состоит из’ произведений компактов РВ на Ё(В)-мерные компакты: 


АВ ров) х КВ). 


ЛЕММА 5. Если компакт Ф есть. сумма конечного числа попарно не 
пересекающился** компактов Ф; таких, что а Ф; < в, то и шаф <а. 
Доказательство леммы легко проходит по индукции. 


* ОВ есть александровская компактификация локально-бикомпактной суммы () 0%. 
** По-видимому (для конечного числа слагаемых), лемма верна и без этого 
предположения; для размерности 114 это не так [см. (19), стр. 188]. 


ОИ НЕСЬЙ 


< 


. 
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ЛЕММА 6. Для любого компакта К? всегда ша К? ЗВ. 

Доказательство. Пусть для всех чисел, меньших бесконечного 
‘исла В=а- А, где а =а (В), а = К (В), лемма доказана. Пусть 

К = Р*х К" =(ЕЦИ К) х К* = (Ех КЦ (КАХ К) 

` пусть А — замкнутое множество в АК, а ОА— его окрестность. Найдем 
ужную нам окрестность (А множества А в самом трудном предположе- 
ии, что АП(ЕХ К*) + Л. 

"Пусть Аё = АП (ЕХ К) а А’— такое замкнутое в К* множество, что 


|: =ЕХ А’. Так как множество А’ компактно, то существуют окрестность 
точки Ё и окрестность ОА’ множества АД’ такие, что [0Ё Хх ‹ ОА’ СОА, 
| = Л, а Та |ОА'| < &. Уменьшая окрестность ОЁ, можно добиться того, 


то дополнение А“ [0Ё х ОА'] будет целиком лежать в К®\\ (ОЕХ К”), 
‚ е. в сумме конечного числа компактов К”: х К*. Так как каждый из 
их и открыт и замкнут в К®, то существуют окрестности А»; множеств 
Ах; = АП(К\М Хх К") 
экие, что [(/А›;] СОАП (К х К") и ша| ПА», |<^, + #. 
Тогда окрестность (А=(0ЕХОА) Ц ЦИ А»; — искомая, так как 
+ 
[ГА] соА, |0Ех ОА Е 84, Ша |[ОЕХ ОА <“ Е 
19 04»; < «-+ #. Значит, по лемме 5, и ша 04| <а + &,что и тре- 
овалось доказать. 
Перегородкой между замкнутыми непересекающимися множествами А 
В пространства А назовем такое замкнутое множество С, что А \С = 
- СИЛ, где С и Н — непересекающиеся открытые множества такие, что 
ЕСи ВСН. 
В каждом кубе О” обозначим через А”? и В" пары противопо- 
ожных (п — 1)-мерных граней (1 = 1,2,..., п). 
ЛЕММА 7. Для любого трансфинитного числа В, В < вт, и любого на- 
урального числа п в компакте 08+" = 0х 0" для пар 0х А" Ъ, 


вх РМ нельзя найти перегородок С; с пересечением [| С; размерно- 
р 


пи ша ПС: < В. 


вательство проведем индукцией по числу В п. Для натуральных 
сел К + п. это известно (впрочем, доказательство можно извлечь из по- 
тедующего). Пусть для всех чисел © и ] таких, что «+1 <В-п, это 


(п—1) В (п—1) 
рно, но в компакте 081" = 0*х 0" для пар ЗИ. ИФ 
ществуют перегородки С: с пересечением размерности < В. Представим 


к 
гда компакт 081" в виде произведения: О" = 0" х О'х 0", гдеа = (В), . 


Е =А (В). Имеем: 
3 х д) 2 0" х же ов х В"-5 еы 0" х Ве (: аки, п), 


е НВ 0 о ВИНЫ О х В, Пусть 
в ОУ ая 


‚остальные (п # — 1)-мерные грани куба ба 
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Тогда, так как ша (П С) < В, в пересечении [| С; существует перего- 
". 1 


®— (и--Е—1 
родка С’»., между множествами 0” Хх а НОС Во ) размерно- | 
сти < <В. В 0"" существует перегородка С»-, между множествами 
ОХА" и 0“х ВЕТ такая, что Са ПП С; =Сиа. Продолжая 


в! аа 1<п 
этот процесс, мы придем к перегородкам С; #&=1,..., п- К, между 
0" х АПТ и 0*х В" Ъ для всех пар с пересечением [Г] С; размер- 
ь 1«пт-ЬК 


ности “<<... «в. < В. Так как В =а-+- &, где а — предельное | 


число, то ша ГП С; <. Приведем это последнее утверждение к противоре- 
«тк 
чию. Для этого заметим, что 


О — - о х К-т [9] | Ах о. 
ОО ОО 
Так как число © — предельное, то существует такое число ^, Х<ощ, что 
Па П © ИХ. 


«к-т 


1" — 0^х О\\", для которого 


ХПН) В-и, 


х К-т Е 
получим, что между парами О’ х А‘ ау ый > В "1 имеются перего- 


родки С =С:П ИТ" е пересечением [Г] С! размерности <Х (в силу 
«пк | 


монотонности размерности ш4 по замкнутым множествам), вопреки индук- | 
ционному предположению. 
Лемма доказана. 
Отсюда почти непосредственно вытекает | 
ЛЕММА 8. Для каждого компакта 0° всегда та 08 > В. | 


Поступило } 
7.УТ. 1958 г. 


Тогда в компакте О 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 197—212 


Е. 1. СКЛЯРЕНКО 


О РАЗМЕРНОСТНЫХ СВОЙСТВАХ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


Работа посвящена изучению некоторых размерностных свойств беско- 
нечномерных пространств с помощью перегородок. 


Введение 


Настоящая работа в основном посвящена исследованию бесконечно- 
ерных пространств с помощью «перегородок». «Перегородкой» между 
иножествами А; и В; П. С. Александров предложил называть всякое 
акое замкнутое множество С, что дополнение А `\\С несвязно и притом 
ак распадается в сумму непересекающихся открытых множеств С и Л, 
6 4_С, а ВСЯ. 

Основное определение.” Назовем пространство К слабо-бесконеч- 
омерным, если для любой счетной системы т пар замкнутых мно- 
‹еств А; В,, А; П В; = $*, можно найти конечное число (вообще гово- 
я, зависящее от т) перегородок С;**, 1=,..., в, с пустым 
оресечением: Г С;=$. Если это не так, назовем А сильно-бесконечно- 

р 


ерным. 

И определение предложено Ю. М. Смирновым. Для компактных про- 
гранств оно эквивалентно определению П. С. Александрова, в котором 
е требуется, чтобы число перегородок С; было конечным [см. ('), стр. 
4—15 предисловия к русскому переводу]. Такой подход дает возмож- 
ость пользоваться теорией существенных отображений П. С. Алексан- 
рова [см. (^), (3)], чего нельзя сказать о подходе Гуревича [ем. (т), 
р. 75—78]. 

В $1 изучение некомпактных слабо-бесконечномерных пространств 
одится к компактному случаю двумя способами. Это, прежде всего, 
срема 4 о вложении: есякое некомпактное слабо-бесконечномерное про- 
пранство со счетной базой можно топологически вложить в слабо- 
сконечномерный компакт. 

Теорема 3 характеризует некомпактные слабо-бесконечномерные про- 
ранства: это такие пространства, которые можно разложить в сумму 


* ф— пустое множество. 
** Разумеется, каждое С; является перегородкой между А; и В,. 
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слабо-бесконечномерного компакта Ф и счетного числа открытых конеч-_ 
номерных множеств Г» так, что выполняется следующее условие схо- 
димости: 

$) начиная с некоторого номера, все точки каждой последователь- 
ности {1;}, х: 6 В, не имеющей предельных точек, содержатся в одном из _ 
множеств Г. | 

Наконец, доказывается, что известное подмножество Н гильбер- 
това параллелепипеда, состоящее из всех тех точек, которые имеют 
лишь конечное число отличных от нуля координат, нельзя топологичес- 
ки вложить ни в какой слабо-бесконечномерный компакт (даже биком- 
пакт!), несмотря на то, что оно слабо бесконечномерно почти во 
всех известных в топологии смыслах* (в том числе и в смысле 
П. С. Александрова), кроме принятого здесь определения Ю. М. Смирно- | 
ва (теорема 5). 

В $2 доказывается теорема о наличии в сильно-бесконечномерных 
бикомпактах бесконечномерных канторовых многообразий. В отличие 
от аналогичной теоремы Б. Левшенко [см. (3), теорема 6], в которой 
под бесконечномерным канторовым многообразием понимается всякий 
бикомиакт, не разбиваемый никаким конечномерным замкнутым мно- 
жеством, в нашей теореме от канторовых многообразий требуется, — 
чтобы они не разбивались никаким слабо-бесконечномерным замкнутым ' 
множеством. 

Наконец, в $ 3 анализируется принятое здесь определение слабо-бес- 
конечномерных пространств; мы хотим установить, что даст это опре- 
деление, если потребовать, чтобы число перегородок С:, дающих пустое 
пересечение, не зависело от выбора счетной системы пар {(А,, В;)}. Ока- 
зывается, это определение приводит нас к конечномерным пространствам. 
Из теоремы 7 получаем: нормальное пространство тогда в только тогда | 
имеет размерность Чт В < п, когда к любой счетной системе пар зам- 
кнутых множеств А, В», Аг ПВ; =$, можно подобрать п -- 1 перего- 
родку С: с пустым пересечением. 

Таким образом, во всяком нормальном пространстве В размерности 
п имеется такая счетная система пар А;, В;, Аё П В; =$, что ни к одной 
подсистеме из п пар нельзя подобрать п перегородок с пустым пересе- 
чением. 

Теорема 8 показывает, что полученные результаты нельзя формально 
обобщить на несчетные системы пар, потому что в любом компакте для 
любой несчетной системы пар замкнутых множеств Ах, В», А» Г] В» =$, 
можно найти две перегородки с пустым пересечением. 

Эта работа выполнена под руководством Ю. М. Смирнова, которому _ 
» выражаю искреннюю благодарность. | 


* Оно является суммой счетного числа замкнутых конечномерных множество 
и, стало быть, суммой счетного числа нульмерных множеств, а поэтому и слабо- _ 
бесконечномерно в смысле П. С. Александрова [см. (3), теорема 4]. Впрочем, оно Я 
не обладает трансфинитной размерностью, так как в противном случае, по одной 
теореме Гуревича, оно топологически вкладывалось бы в компакт с трансфинитной 
размерностью, а всякий такой компакт слабо-бесконечномерен [см. (1), стр. 77,_ 
и (3), теорема 4]. № 
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$ 1. Строение слабо-бесконечномерных пространств и теорема 
о вложении 


Заметим, что многие результаты настоящей работы естественно’ форму- 
шруются и доказываются не только для пространств со счетной базой 
применительно к которым они, может быть, и имеют основной интерес), 
, как правило, в значительно более общих предположениях. Поэтому 
сюду под пространством условимся понимать нормальное пространство. 
3 соответствии с этим всюду под размерностью будем пониматр раз- 
черность пи, определенную с помощью покрытий. 

Для формулировки теоремы 1 о строении слабо-бесконечномер- 
ых пространств нам потребуется понятие локальной размерности 
ос 4пи, введенное Даукером (4), и еще несколько вспомогательных по- 
1ятий, 

Определение 1. Локальной размерностью 10с дип, В пространства 
* в точке х, ЕД, называется такое натуральное п (включая число 0 
‹ символ со), что у точки х имеется окрестность Ох размерности п, но 
ет окрестностей размерности меньшей, чем п. 

Локальной размерностью 10ос дип А пространства В называется такое 
‚атуральное число п, что 1осд,А < п для любой точки х, ХЕД, но 
ос ап, В =п для некоторой точки у, уЕДВ*. 

Определение 2. Назовем последовательность точек 1: простран- 
тва А разрозненной, если она не имеет в нем предельных точек. 

Определение 3. Скажем, что последовательность точек х; прост- 
анства В почти вся содержится во множестве Г, ‘если множество {24} Г 
‹онечно ** 

Определение 4. Назовем счетную систему открытых множеств Г» 
ространства А сходящейся, если каждая разрозненная последовательность 
‘очек почти вся содержится в одном из множеств Г» ***. 


Определение 5: Пределом сходящейся системы множеств Г» назо- 
ем множество Ф = А\ |) Г». 
щф 


Введем обозначение: множество всех точек х пространства А, для 
оторых 1ос дп, В < п, обозначим через Г. 

Нами будут доказаны следующие две теоремы. 

"ТЕОРЕМА 1. Во всяком слабо-бесконечномерном **** пространстве В 
уществует сходящаяся система открытых множеств Г» конечной ло- 
альной размерности (т. е. 1ос аа Г, < со) с компактным слабо-беско- 
ечномерным пределом Ф = В \\ Ц Г». 


* В силу нормальности пространства Е (в нем всякое множество типа Е з нор- 
< 10 : 91 Е;) = 
ально, а также справедлива теорема суммы для размерности па о В. 


= зир {911 Р;}), в определении вместо открытых окрестностей можно брать и зам- 
р 


нутые. , 
**. Другими словами, для некоторого п и каждого 1, большего, чем п, имеем: х; @ Г. 


‘*** Это и есть условие сходимости 5) из введения. 
**** См. основное определение в самом начале введения. 
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ТЕОРЕМА 2. Если в пространстве В существует сходящаяся систе- 
ма слабо-бесконечномерных открытых множеств Ги со слабо-бесконечномер- 
ным пределом Ф = К`\\ 0 Ги, то В слабо-бесконечномерно. 

т 


Утверждение теоремы 1 вытекает из следующих четырех лемм. 

ЛЕММА 1. Для всякой разрозненной последовательности точек т; су- 
ществует локально-конечная* система окрестностей От; с попарно не 
пересекающимися замыканиями. 

Доказательство. В нашем случае каждое подмножество множест- › 
ва {2:;} замкнуто. Поэтому функция ](т:) = 1 непрерывна на множестве 
{2:;}. Продолжив ее в непрерывную функцию РЁ на все пространство В 


Е Пра 
и взяв полные прообразы Ё (; ——=, +3) интервалов (: 5» 
получим искомую систему окрестностей Оз:. 

ЛЕММА 2. Для любой локально-конечной счетной системы попарно 
не пересекающихся замкнутых множеств О» таких, что а О, > п, 
сумма |) О» сильно-бесконечномерна. 

п 


Доказательство. Так как 4), >.п, то имеется существенное** | 


отображение Ё„ множества О)» в п-мерный куб О” [см. (2), стр. 25]. 


Легко доказать, что полные прообразы СХ В ва ‚..п, пар про-. 


тивоположных (п — 1)-мерных граней куба О” нельзя разделитьв Д„ пере-_ 


городками с пустым пересечением. Множества А; = () Аи В, = 0 В, 
% 1 


в силу локальной конечности системы {)„}, замкнуты и А; П В, =$ф 
для любого 1. Очевидно, пары А;, Б; нельзя разделить в В конечным. 
числом перегородок с пустым пересечением, что и требовалось доказать. | 

ЛЕММА 3. Система открытых множеств Ги всякого слабо-бесконеч- 
номерного пространства В сходится в нем. : | 

Доказательство. Допустив, что система множеств ЁГ» не схо- 
дится, можно найти такую разрозненную последовательность точек 21, 
что множества {1:} Ги бесконечны. Из последовательности {1} выберем 
подпоследовательность точек х., таких, что 2:6 Г». Так как она разроз- 
ненна, то, в силу леммы 1, существует локально-конечная система окрестно- 
стей Ох, с попарно не пересекающимися замыканиями. Но тогда замыка- 


ния также составляют локально-конечную систему и дип [Ох;,| > п для 


каждого п. По лемме 4, сумма (/ [0т;„} сильно-бесконечномерна, а вместе 
п 


с ней должно быть сильно-бесконечномерным и все пространство В, 
вопреки предположению. Лемма доказана. 


* Система множеств М) пространства В локально-конечна в нем, если у 


каждой точки ЕЕ есть окрестность, пересекающаяся лишь с конечным чис- 
лом множеств М,. Нетрудно видеть, что замыкания [М›] множеств М, локаль- о 


но-конечной системы также составляют локально-конечную систему и что [|) М 
^ 


= [М>]. 


2 = 


** Отображение Г в куб О" называется несущественным, если имеется такое 
отображение Е’ пространства В в границу 5” 1 куба 0”, что Е’ (1) =Е (2), если 
Е (26 5" "1. Е: 
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ЛЕММА 4. Предел Ф всякой сходящейся системы открытых множеств 


‚ есть замкнутое компактное* множество, слабо-бесконечномерное, 
ли слабо-бесконечномерно В. 


Эта простая лемма завершает доказательство теоремы 1. 
Замечание 1. Если предел Ф сходящейся системы 1 открытых 
ножеств Г; пуст, то система 77 содержит конечное покрытие (другими 


товами, () Г; = А для некоторого п). 
<" 


Значит, ели В ИГ, =ф для системы множеств [Г слабо-беско- 
т 


чномерного пространства В, то 106 ЧЯтВ< < и даже т В о, 
ии пространство В паракомпактно ** [см. (4), стр. 108], в частности, 
ли В метризуемо. 

Для доказательства теоремы 2 нужны следующие четыре леммы. 

ЛЕММА 5. Пусть Ф — слабо-бесконечномерное замкнутое множество 
ространства В; если всякое замкнутое множество Ф’, не пересекаю- 
ееся с Ф, слабо-бесконечномерно, то слабо-бесконечномерно и все про- 
пранство В. 

Доказательство. Пусть {А;, В;} — счетная система пар замкну- 
ах множеств и А; П В; =$ для любого &. Пусть А = АПФ и В, = 
- В; ПФ. Так как Ф слабо-бесконечномерно, то найдется конечная 
эдсистема пар (А; В), 1=1,....т, для которых существуют перего- 
эдки С 1=1,...,т, с пустым пересечением. Так как К нормально, 

существуют окрестности ОС; множеств тей такие, что 

ОЦЕВ\ А.\ В, и ПОС, =$ 
<т 
м. (?’), стр. 58]. Множество С; является перегородкой между А; и В; 
Ф; это означает, что 
Ф\ С: =@0НЬ 
е С; и Н; — такие открытые в Ф множества, что 

СопоН: =$; ма; и ВС Нь 

юэтому 
Ф\ 04 =4 0 Вь 


це А; = С; ОС; и В; = Н;\\ ОС; замкнуты в Ф. Кроме того, множест- 
а А.ОА; и ВЦ В; замкнуты в В и не пересекаются (#=1,...,т). 
Возьмем произвольным образом перегородки (С: между АО А; и 
О В: в В. Для них будем иметь 
ПС пФеп 00: 
<т 1<т 
‚ значит, 
Фарс: 


+<т 


* Пустое множество ф компактно. 

**= Пространство паракомпактно, если в любое его открытое покрытие можно 
писать открытое локально-конечное покрытие. Любое метризуемое пространство 
аракомпактно [см. (5) или (®)]. 
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Кроме того, Ф’ = ПС; замкнуто в В, значит, оно слабо-бесконечно- 
1<т 


в 
мерно. Поэтому для пар замкнутых множеств АП Ф’и В, ПФ, 
1=т+1, т-+2,.... в Ф’ найдется конечное число перегородок 


й 


И ..С» с пустым пересечением. '’Гочно так же, как это было сде- 
лано с перегородками С; в Ф, и здесь можно найти такие перегородки 
Ста»... Сп В пространстве В для пар (Ав, В), что 

ПП СПФ. =; 

т<1<% 
т. 6. 
П С; я ф, 
1<<п 


что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 6. Если замкнутые множества Ф., +=1,...,п, слабо- 


бесконечномерны, то слабо-бесконечномерна и сумма () Ф.. 
<п 
Для доказательства достаточно взять два слагаемых Ф, и Ф, и при- 
менить лемму 5. 


ЛЕММА 7. Если сумма (|) Г: конечного числа открытых слабо-бесконеч- 
< | 


номерных множеств Г; нормальна, то она тоже слабо-бесконечномерна. 
Для доказательства, в силу нормальности суммы |) Г;, можно взять 


такие замкнутые в |) Г; множества Н;, что Н.СГ: и |) Н; = () Г [см. 
<п 1<п 
(*) или (?’)], и применить к ним лемму 6. 


ЛЕММА 8. Если замкнутое множество Ф’ содержится в сумме от- 
крытых множеств Г», составляющих схтодящуюся систему, то Ф’ содер- 
жится в сумме конечного числа множеств Ги. 

Доказательство. Допустив, что множество Ф’ не содержится 
ни. в одной конечной сумме множеств Г», можно найти такую последо- 


вательность точек 2, что 2: @Ф’\ 0 Г,. Так как система {Г„} — схо- 
* п<1 


дящаяся, то последовательность {1:} — неразрозненная, а потому имеет 
хотя бы одну предельную точку, пусть, например точку х. Ясно, что 
т6ЕФ’ и, значит, х@Г, для некоторого п, что противоречит выбору по: 
следовательности {1:}. Лемма доказана. 

ДЕТ теоремы 2. Пусть множества Г, и дополне: 
ние Ф = А\\ 0 Г, удовлетворяют условию теоремы 2. В силу леммы 5 
достаточно доказать, что всякое замкнутое множество Ф’, не пересека: 
ющееся с Ф, слабо-бесконечномерно, а это непосредственно следует и: 
лемм 8 и 7. Теорема 2 доказана. 

ТЕОРЕМА 3. Метризуемое пространство Е тогда и только тогде 
слабо-бесконечномерно, когда в нем существует сходящаяся система от 
крытых конечномерных множеств Гхк со слабо-бесконечномерным компакт 
ным пределом Ф =В\ |) Гь. 

Доказательство. Достаточность данного условия вытекает и 
теоремы 2, а необходимость — из теоремы 1, если только заметить, что 
в силу паракомпактности каждого множества Г», справедливо равенств 


1ос аа Гх = ана Г» 
[ем (@), стр. 108]. 
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ТЕОРЕМА 4. Всякое слабо-бесконечномерное пространство со счет- 
й базой можно топологически вложить в слабо-бесконечномерный 
мпакт. 

Доказательство. В силу теоремы 3, пространство А содержит 
одящуюся систему конечномерных открытых множеств Г», предел кото- 
й Ф слабо-бесконечномерен. Если он пуст, то, в силу замечания 1, 
остранство А является суммой конечного числа открытых конечно- 
рных множеств Г», а поэтому и само конечномерно. Значит, по теоре- 
‚ Нёбелинга — Гуревича [см. ({), стр. 89], его можно вложить в неко- 
рый конечномерный куб. Если же компакт Ф не пуст, то рассмотрим 


4 у 
следовательность "ое его ; -окрестностеи: 


0, =&{т6В:р(1,Ф) <}. 


В силу леммы 8, каждое замкнутое множество Р, = В`\\ И» содер- 
исся в сумме конечного числа множеств Г», а потому каждое мно- 
вство Ёк конечномерно. Согласно одной теореме Гуревича [см. (!’), $ 5], 
юстранство К можно топологически вложить в такой компакт А*, что 


Ч Р = ам А* [Р] 
тя всех п. Покажем, что 
ЕО] 


Действительно, если Е А”`\\ Ф, то существует такая окрестность 
в, что 


В* [0 п Ф=$. 
качит, 
о(Вп В" [03], $) >0 


Во В* ЮС Е, 
Я некоторого числа п. Но так как 
В* [В п 0%] = В* [04], 


‚ 6 В*[Е„] для некоторого числа п. Итак, компакт В” является сум- 
,й счетного числа слабо-бесконечномерных замкнутых множеств. Зна- 
т, в силу одной теоремы Левшенко [см. (3), теорема 4], компакт В* 
‚або-бесконечномерен в смысле П. С. Александрова, а следовательно, 
‚в нашем смысле (см. введение). Теорема доказана. 

Замечание 2. Как показано в работе автора (7) (теорема 2), ци- 
рованную здесь теорему Гуревича можно обобщить на случай любых 
рмальных пространств следующим образом: всякое нормальное про- 
гранство В с фиксированной последовательностью замкнутых множеств 
‚ можно топологически вложить в бикомпакт В* того же веса и та- 
й, что аи Е = Чт В” [Е„] для любого п. 

Отсюда тем же способом можно доказать следующее обобщение тео- 
мы 4.. 
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ТЕОРЕМА 4’. Всякое метризуемое слабо-бесконечномерное простран-_ 
ство можно топологически вложить в слабо-бесконечномерный бикомпактЬ 
того же веса. 

Покажем, что для пространств, слабо-бесконечномерных в смысле’ 
Александрова, теорема 4 о вложении, вообще говоря, не верна. Конечно, 
существует много пространств со счетной базой, слабо-бесконечномерных ‚, 
в смысле П. С. Александрова, но не слабо-бесконечномерных в принятом . 
здесь смысле, которые можно топологически' вкладывать в ‘слабо-беско- | 
нечномерные компакты, например пространства, являющиеся суммами 
попарно не пересекающихся открытых конечномерных множеств возрас- 
тающих размерностей (см. лемму 2). Но в то же время существуют 
и пространства, слабо-бесконечномерные в смысле П. С. Александрова, _ 
не имеющие слабо-бесконечномерных компактных расширений. Приме-. 
ром такого пространства является известное подмножество Н гильбер- 


това параллелепипеда 0”, состоящее из всех тех его точек, у которых | 
лишь конечное число координат отлично от нуля. Пространство Н, явля- 
ясь объединением счетного числа кубов возрастающих размерностей, сла- , 
бо-бесконечномерно в смысле П. С. Александрова [см. (3), теорема 4]. | 

ТЕОРЕМА 5. Все бикомпактные расширения пространства Н сильно- 
бесконечномерны. 

Доказательство. Пусть Н” — какое-нибудь бикомпактное .рас-_ 
ширение пространства Н. Точки а, = {0,0,...,0...} и 6, = {1,0,0,... 

..0,...} пространства Н имеют в расширении Н” окрестности Оа: и 
О, замыкания которых не пересекаются. Пусть 3, = 1. Натуральное 
число А, и положительное число $›, г «а, выберем так, что 


Ден пе бис ыы ции п! О, 


В; =6 {ЕН =ы цепи ЮО 
Множества А, и В, замкнуты в Н и Н' [А] ПН” [В,] =Ф, в силу вы- 
бора окрестностей Оа; и ОВ.. 


Приняв это за первый шаг индукции, докажем, что существуют на- 
туральные числа А;, положительные числа в; и замкнутые в Н множеет- 
ва А; и В; такие, что № «А; из; >в, если &< р, 


Ав = 6 {{2} ЕН: < при {< п, ж=0, х: Зе при п<#<&}, 
В, =6{{2} ЕН: < при {< п, ди=е», 2: < ев: при пет | 


* 
Н [А‚] "И Аа [В] = $. 
Для доказательства предположим, что для всех чисел #, меньших 
некоторого числа п, числа А+, в: и множества А; и В;, удовлетворя- 
ющие вышеприведенным условиям, уже найдены. Найдем числа К», вил 


и множества А» и В„, удовлетворяющие этим же условиям. 
Рассмотрим (п — 1)-мерные параллелепипеды 


а» = 8{{2:} ЕН : ха: при ё< п, Хх. =0 при > п} 


= {а} ЕН: < при 1<п, т.=е», 2, =0 при 7>п}. 
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Они не пересекаются и компактны. Поэтому в пространстве Н суще- 
гвуют окрестности Оа„ и Об, компактов аи и В, такие, что 


Н* [Оба] п Н* [0] = $. 


В силу компактности, можно считать, что эти окрестности являются 
эъединениями конечного числа базисных] окрестностей. Значит, суще- 
гвуют натуральное число №, А, >, , и положительное число и 
„|< 8”, такие, что для соответствующих замкнутых в Н множеств 
пи В, имеем вложения А„С Оа, и В, С ОЬ,. Очевидно, 


НА]. ПН ^ [Вр =. 


Итак, можно считать, что числа Ё„, е» и пары множеств Ави В» 
ке построены для всех п. 

Остается показать, что в расширении И” не существует конечного 
аела перегородок С»„, п< М, между соответствующими множествами 
" [А] и НЯ" [В„] с пустым пересечением. В самом деле, если бы такие 
орегородки С„, п< М, в расширении НМ” нашлись, то в М-мерном 
убе 


0 = {2} ЕН: < при #<М, хх; =0 при > М} 


ножества С’, П ОМ являлись бы перегородками между соответствующими мно- 
оствами А» П о“ иВ„П ОУ, которые, как легко видеть, представляют собой 


У —1)-мерные противоположные грани куба О“, причем мы имели 
т, ЧТО 


— М 
П (С» п (И) ) = $, 
п<М 
то не может быть. Теорема доказана. 


$ 2. О бесконечномерных канторовых многообразиях 


Определение. Бикомпакт А назовем бесконечномерным канторо* 
м многообразием, если его нельзя разбить * никаким слабо-бесконеч- 
›‚мерным замкнутым множеством. 

Если это определение ослабить, потребовав, чтобы не существовало 
нечномерных разбивающих замкнутых множеств, то мы придем к бес- 
нечномерным канторовым многообразиям в смысле Левшенко. С 
мощью теории существенных отображений МЛевшенко доказал, что 
який сильно-бесконечномерный бикомпакт содержит бесконечномерное 
нторово многообразие в его смысле [см (3), теорема 6]. 

На самом деле верна следующая более сильная 

ТЕОРЕМА 6. Всякий сильно-бесконечномерный бикомпакт содержит 
сконечномерное канторово многообразие (в сильном смысле). 

Доказательство. Пусть В— сильно-бесконечномерный биком- 
кт, а {(А, В;)} —счетная] система} пар замкнутых множеств таких, 
о А; П В; =ф при любом &, для которых не существует перегородок 


* Говорят, что множество С разбивает пространство В, если дополнение ВС 
связно. 


Известия АН СССР, серия математическая, № 2 
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С; (между А; и В:) с пустым конечным пересечением Й +. Утверждение | 
< 
теоремы вытекает из следующих двух лемм. 


ЛЕММА 9. Существует замкнутое множество Ф бикомпакта В, 
в котором пары (А; П Ф, В; П Ф) нельзя разбить в Ф конечным числом . 
перегородок с пустым пересечением, причем никакое собственное замкну- | 
тое подмножество Ф’ множества Ф этим свойством уже не обладает: в Ф' | 
пары {А ПФ’, В; ПФ’} можно разбить конечным числом перегородок 
с пустым пересечением. 

ЛЕММА 10. Замкнутое множество Ф, существование которого утвер-. 
ждается в лемме 9, является бесконечномерным канторовым много-_ 
об разием. 

Доказательство леммы 9. Рассмотрим совокупность 5 всех. 
замкнутых множеств Ф» бикомпакта В таких, что ни в одном из мно- | 
жеств Ф, пары (А; П Ф), В. П Ф)) нельзя разбить конечным числом 
перегородок с пустым пересечением. Совокупность 5 не пуста: в нее 
входит сам бикомпакт А. Совокупность 5 является частично упорядо- 
ченным множеством: Ф‚ < Ф,, если ФС Ф,. Докажем, что любая упо- 
рядоченная в смысле этого включения часть 5’ совокупности 5 ограни- 
чена снизу пересечением всер множеств Ф» из 5’. Действительно, допу- 
стим, вопреки этому, что пересечение 

Ф = п Ф 


Ф» 65’ 


не принадлежит совокупности 65, т. е. что для пар (А; П Ф, В; п Ф) 
в Ф существуют перегородки С;, &< т, с пустым пересечением. От- 
сюда точно так же, как и в доказательстве леммы 5, можно заклю- 
чить (в силу нормальности бикомпакта ВА), что в А существуют пере- 
городки С;, {< т, между А; и В; такие, что 

П Сп Ф=$. 

1<т 

Так как каждое множество Ф) из .5’ принадлежит 5, то 
Фу ПС: =$ 
+<т 


для всех Ф) из 5’. Непустые бикомпакты 


Ф, ППС, 
1<т 


снова составляют упорядоченную по включению совокупность, а по- 


тому 
Ф 1 
П ( 7 п П С;) + $, 


1<ть 
что противоречит равенству 


ФП ПС: =$. 
<т 
Итак, для каждой упорядоченной части 5’ совокупности © пересечение 


опа также принадлежит 5. Поэтому можно применить известную 
х 
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емму Хаусдорфа — Цорна: в $ существует минимальное множество Ф. 
то множество как раз удовлетворяет условиям леммы 9, что и требо- 
алось доказать. 

Доказательство леммы 10. По существу надо доказать сле- 
ующее предложение: бикомпакт Ф является бесконечномерным кан- 
оровым многообразием, если в нем существует счетная система пар 
эмкнутых множеств Аз, В: (АПВ; =ф при всех 1), которые в Ф нель- 
ч разбить конечным числом перегородок с пустым пересечением, такая, 
то в каждом собственном замкнутом подмножестве Ф’ бикомпакта 
» пары множеств А; П Ф’и В; П Ф’ можно разбить перегородками 
‘пустым конечным пересечением. 

Допустим, что бикомпакт Ф не является бесконечномерным канто- 
овым многообразием, т. е. что существует замкнутое слабо-бесконечно- 
ерное множество С такое, что 


Ф\ С =С1и (4, 


це С, и С, — непустые непересекающиеся открытые в Ф множества. 
Югда для собственных замкнутых множеств Ф, = Ф\\ С, иФ, =Ф\ @, 
икомпакта Ф имеем: Ф, ОФ, = Ф и Ф, ПФ, =С. В силу выбора би- 
омпакта Ф и системы пар (А; В;), в каждом собственном множестве 
’›› ^=1,2, существуют перегородки С, &< М, между соответству- 
ЕЦИМИ множествами А; П Ф» и В, П Ф,), с пустым пересечением 


П С: =6. 


«М 


зз определения перегородок, так же как и в начале этого доказатель- 
тва, можно заключить, что имеются такие замкнутые в Ф, множества 


5 и Ва, лЛ=1,2, что 
Ф) = Ами Ва, Са = АмП Ва, 
Ап ЕФ В я ВП ФСФ, Хм, 
огда множества 
С; = (Ану Аз) П (Ви 9 Вы) 


пляются перегородками между соответствующими множествами А; и В, 
(бикомпакте Ф, так как 


АА СФ\\ (Ви у В»), ВС Ф`\ (Ан о Ан) 


Ф -— (Ал [9] Аз) [9 (Ви уВ»:) 
| 


я любого &, «М. При этом ГП С:СС, потому что 
&<м 


к 
П с: <: © 0 (Мы у В») т 2 ф 


<М№ 


| аналогично, 
ПС: ХФ, С П Си =$. 
1<мМ <М 
4* 
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Так как замкнутое множество С слабо-бесконечномерно, то в нем 
для счетной системы пар множеств А ПС, В; ПС при > М суще- 


ствуют перегородки С, М << М’, такие, что 


Снова так же, как и в доказательстве леммы 5, можно построить в би- 
комнакте Ф перегородки С; (между соответствующими множествами А; и 
В}, М<{1< М’, такие, что СП ГП С:=$. 


№М<1<№ 


: , 
Таким образом, в бикомпакте Ф нашлись перегородки С, &< №, 


между множествами А; и В; с пустым пересечением: 


ПС= ПС: ПП  С:сСп (Ф\ С) =$. 


<№’ М №<4< М’ 


Этого, в силу первоначальных допущений, не может быть. Значит, | 


Ф — бесконечномерное канторово многообразие, что и требовалось дока- 
зать. Лемма 10, а с нею и теорема 6 локазаны. 


8 3. Характеристика конечномерных пространств с помощью 
перегородок 


П. С. Александров обратил особое внимание на то, что размерность 
4иа можно характеризовать с помощью перегородок [см. (1), стр. 14]. 
Это можно сделать следующим образом. 

ТЕОРЕМА 7. Для того чтобы пространство В имело размерность 
9 А > п, достаточно, чтобы существовала такая система п пар замкну- 
тых множеств А;, В, А, П В; =$, которые нельзя разбить перегородка- 
ми с пустым пересечением, и необходимо, чтобы существовала счетная 
система пар замкнутых множеств А’ В, А П В; =$, такая, что ни- 
вакие п пар (Аь, В;) из этой системы нельзя было разбить перегородками 
с пустым пересечением. 

Заметим, что необходимое условие сильнее, чем достаточное, так что 
каждое из’них ‘оказывается как необходимым, так и достаточным. Имен- 
но первое условие и было замечено П. С. Александровым. В. своих нео- 
публикованных лекциях по теории размерности им была доказана выте- 
кающая из теоремы 7 

ТЕОРЕМА 7’. Пространство В имеет размерность 9 В >. п тогда 
и только тогда, когда в нем существует система из п пар замкнутых 
множеств А;, В;, А; П В: =$, которые нельзя разбить перегородками © 
пустым пересечением. 

Заметим, что для пространств со счетной базой эта теорема фактичес- 
ки доказана Гуревичем [см. (!), стр. 58, Ш. 

Доказательство теремы 7. Достаточность первого условия до- 
казывается весьма просто: пусть в пространстве В существует п пар 
замкнутых множеств 4;, В;, А; П В; =ф, не разделимых перегородками 
с пустым пересечением. По известной лемме Урысона, существуют непре- 


я 
8 
Г 
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ывные функции +, #< п, такие, что 
0<1(2)<1, 1(2)=0 для всех х6А; 


Ё (5) =1 для всех хЕВ., 


Таким образом, мы получаем существенное * отображение Ё простран- 
тва В в п-мерный куб О". 

В самом деле, если бы отображение Ё было несущественным, то наш- 
ось бы отображение С пространства Е в границу 5” ' куба 0” такое, 
то С (2) = Е(5), если Е (2) 65" *. Возьмем в кубе 0” за «перегородки» 
ежду парами его (п — 1)-мерных граней пересечения С; куба с (п— 1)» 


ерными гиперплоскостями, проходящими через центр (5. ее 5) куба 


араллельно соответствующим (п — 1)-мерным граням. Полные прообразы 
т 

`` (С;) этих перегородок С; являются, как нетрудно видеть, перегородка- 
и ‚в пространстве АВ между соответствующими множествами А; и В,, 
ричем их пересечение пусто, так как 


обфутеате лая 


Но именно этого не может быть. 

Докажем теперь вторую часть теоремы 7. Для этого с помощью изве- 
тного метода, широко применяемого Б. Левшенко [см. (3)], здесь удобно 
врейти к характеристике размерности с помощью аппроксимации се- 
ьйств функций **. 

Сформулируем в виде леммы и вкратце докажем лишь нужное нам 
ловие: 

ЛЕММА 11. Если к любой счетной системе пар замкнутых множеств 
‚‚ В:, АП В; =Ф для всех 1, можно найти п перегородок С, с пустым 
=ресечением, то к любой счетной системе действительных непрерывных 
ункций |, и для любого’ положительного числа в можно подобрать п 


% ах 1 
уе’ тт в:,..., 6 таких, что р(Ё, 8) Зе и п ва; (0) =$. 
Доказательство леммы. Пусть для данных функций 1 и чи- 


а => 0 
д=8{е6В: лы <], В-8 [68:23]. 


усть, для [простоты, при {< п существуют перегородки С ‚с пустым 
рресечением. Тогда существуют и замкнутые перегородки (+ типа С 
оке с пустым пересечением ***. Так же каки в доказательстве леммы 10, 


* Согласно П. С. Александрову, отображение Ё пространства А в куб О" назы- 
‚ется несущественным, если имеется такое ран С пространства А в грани- 
и: / 
г 6"-1 куба 0”, что С (2) = Е (2), если Ё (2) 6 5" * [ср. (*), стр. 215]. 
** По существу — это видоизмененная характеристика размерности с помощью 


’щественных отображений. 
*** Тем же способом, как и в доказательстве леммы 5, можно построить сначала 


естности ОС;, являющиеся перегородками между соответствующими множествами 


: и В; и такие, что ПОС; =ф. Потом с помощью леммы Урысона о функциях 
4 


ожно построить и замкнутые перегородки С; типа С; такие, что С; © ОС.. 
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получаем, что существуют замкнутые множества А;, В;, для которых: 
ВА ООВ ЗАВИС. 


Имея это в виду, легко построить функции &: (действительные и непре- 
рывные) такие, что 

С =" (0), (2) = (2), 
если ХЕА; ЦВ;, Кроме того, 


—* <#()<0, если 264: А, 


<#(2)<-, если хЕВ; В, 


Нетрудно проверить, что 2; (5) — искомые функции *. Лемма доказана. 
Итак, для доказательства второй части теоремы 7 достаточно по- 
строить на пространстве А счетную систему непрерывных функций } 
таких, что при некотором положительном числе в для любых непрерыв- о 
ных функций &;, удовлетворяющих условиям о(}+, 8:) <, пересечение 


П 2:1 (0} не пусто, какие бы п функций 81; НИ ВЗЯТЬ. 
уе 
Чтобы найти искомую последовательность функций } и число => 0, 


рассмотрим последовательность функций ®;, определенных на координат- 
ном эвклидовом пространстве Е" следующими формулами: 


во! у... 2 * Ут РУ, 


где у:,..., Уз — координаты точки у. Любая система @,..., ®; из п 
функций ®; определяет аффинное преобразование ©; пространства Е" 


в себя, так как для определителя и имеем: 
| П (24) > в. О 560. 


При этом каждый главный минор не больше, чем 2" №*®...2*. Поэто- 
му каждый элемент матрицы обратного аффинного преобразования 


= 2 
О. ‚не превосходит числа 2бп. Следовательно, 
. —1 —1 2 
р (©... „(2), ба, (2) < п? . 20 -р(а, 2), 


независимо от выбора хочек 2, 2’ из пространства Е” и индексов и, ..., щ 
м) 

Теперь для п-мерного пространства А, согласно теореме 4.5 Александ- 
рова [см. (?), стр. 25], возьмем существенное отображение Н этого про- 
странства в единичный куб О” с центром в начале координат о простран-_ 
ства Е". Оказывается, что функции /; = «:Н — искомые. В самом деле, 
в силу леммы 4.8 [см. (2), стр. 25], существует такое число 8>0, что. 


для любого отображения С’ пространства В в 0" такого, что о (С, Н)< 5, 


* 
Для построения нужно взять функцию =’ д;’ Равную нулю на с. и совпадающую | 
с / на А;, и с сохранением множества нулей продолжить ее в непрерывную фун-_ > 


КЦИЮ А; на замкнутое множество р удовлетворяющую требуемым неравенствам. 
[см (6’), стр. 142]. Аналогично строим функции &в; На В.. 
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опременно С" (0) + $. Пусть 


ё = : 5 
213. 2бт 
пусть функции в: таковы, что |+ — в: |<е. Возьмем произвольно п 
ункции 81,,..., 8:, И определенное ими отображение С” пространства В 
Е”. Очевидно, 
р(С”, Р) пе, 


е Р= 0... ;, Н. Легко аппроксимировать отображение С” пространства В 
+ 

Е таким непрерывным отображением С” пространства В в параллеле- 

хпед 


0... „(Н (В)) = ©... (0”), 
о 
р(С’, С”) пе 
м. (2’), стр. 212]. Тогда будем иметь: 
р (С’, Е) < 2пе. 
Заметим еще, что, конечно, нужно потребовать, чтобы 
* (0) = 6” (0), 


‘это всегда можно сделать при наших предположениях. 
Рассмотрим, наконец, отображение 


б=О. Сб’ 


юстранства К в куб 0”. Из предыдущего следует, что 


2 


20° 
(С, Н) < Е. 


зачит С * (0) $, а потому и С” * (0) + ф, т. е. 
п 8; (0) +$. 
‚орема доказана. 


Покажем, что необходимое условие доказанной теоремы нельзя уси- 
‘ть, потребовав несчетности системы пар. 

ТЕОРЕМА 8. В любом компакте В для любой несчетной системы 
р замкнутых множеств А», В», АПВ» =ф, существуют два непере- 
сающихся замкнутых множества С», и С», таких, что С»; является пе- 
сородкой между А»; и В». 

Доказательство. В силу уже известных рассуждений, достаточ- 
| показать, что в любой несчетной системе функций ]», определенных 
компакте А, какое бы число => 0 мы ни взяли, найдутся две фун- 
и 2), И 2», такие, что 

Ген — Ре и 810) п 8, (0)=$. 


› непосредственно вытекает из того, что пространство всех непрерывных 
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функций, определенных на компакте В, имеет счетную базу. Действительно, 

в системе функций ]. имеются две функции ]», и ]), такие, что 
= = 

[№ — №| < = * Полагая в», = [»., а 8». = м, | >, Получим искомые 


функции. Теорема доказана. 


Поступило 
13. УГ. 1958 
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С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ, 
ЗАДАННЫХ НА 7-МЕРНОМ ОТКРЫТОМ МНОЖЕСТВЕ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


и К функций многих переменных, принадлежащих 


С 


множество о К НЗ В частности, на этот случай 


„т и: 
классам и» ? (@), где С—произвольное открытое 


распространяется теорема вложения, доказанная для @ = А„ в работе (6). 


Введение 


0.1. В работах автора (5) и (8) рассматривались свойства введенных 


Е: ., тт) зом тп) г 
эм классов „Эл Ри» ..-‚ Ри функций, определенных на всем п-мер- 


ом пространстве А, = А или на некоторых специальных областях, при- 
вдлежащих к Ва. 

Интересные исследования, относящиеся к этим вопросам, принадлежат 
вкже Е. СарЦагдо (?), который рассматривал классы вида И/’"® (С) 
чя некоторых частных значений ри, р», Г, Го и специальных областей (С. 
. СарПаг4о интересовал вопрос о компактности в С рассмотренных им 
тассов функций. 

Настоящая работа посвящена изучению вопросов, аналогичных изло- 
онным в работах (5), (°), но для классов, состоящих из функций, опре- 
‚ленных на произвольном открытом множестве < с В». Поскольку С 
воизвольно, утверждения, которые имели место для функций, опреде- 
внных на А„, сохраняются для С только в известной их части. При 
юм соответствующие приводимые в работе примеры показывают, что это. 
‚ходится в существе дела. 

о ы место ре основная теорема 4.1, представляющая 


бою аналог) соответствующей! теоремы; вложения (при т = п), дока- 
ной в работах (5), (°). В этой теореме мы ограничиваемся рассмотре- 
(и--ь ГИ) 


‚ем, в качестве исходного, класса И’р,..р„. Приводятся примеры, по- 
‚зывающие, что условия теоремы не могут быть ослаблены. 

Отметим, что в определение класса Е входят свойства только, 
омешанных производных от входящих в него функций, поэтому при 
=... = ри=ри п. =...=т =г= 2,3,... этот класс, по крайней 

е для произвольных областей (с В», не совпадает ©. классом 


7) (С) Соболева (®). 
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Все предшествующие теореме 4.1 теоремы и леммы так или иначе 
служат для обоснования этой теоремы; исключение составляют пункты 
4.6, 2.2.3, 2.2.4, 2.2.5, приведенные попутно. 

План работы таков: 


В $1 рассматривается определенная на прямоугольном параллелепи- 


(71,-- >) 
педе сс рат, параллельными осям координат, функция } (2), ее () 


или а ры (<). Дается эффективное представление } в виде суммы 


многочлена Р степеней г; по 2; и функции Е, линейно зависящей от не-. 


ыы 
ди . 
смешанных частных производных ЕН =1,..., п). Другие подобные _ 
Г. 


д.1 
разложения / =Р--Е изучались в. работах А. Заг@’а (7) и И. А. Эзро- 
хи (3). 

В $2 приведены некоторые теоремы о продолжении функций |} за 
параллелепипед с с сохранением дифференциальных свойств; из этих тео- 


рем с помощью прежних результатов автора (5), (8) выводятся теоремы 
вложения для функций классов ты (<) и О (<). 
Нан ь 


4 > + 


В $3 вводится определение новых классов т р (Си Н м 


1... 


несколько отличных от Н "7 (С). 
1» .--› Юж 


Наконец, в $ 4 в терминах указанных новых классов доказывается 
основная теорема вложения для случая, когда С есть произвольное от- 
крытое множество. Доказательство ведется путем синтеза предыдущих 
результатов. 

0.2. Условимся в следующих обозначениях. 

Если 6 с В», — измеримое множество и } — определенная на нем изме- 
римая функция, то 


. СИА 
(19? 48)” = @<Р<°5), | 


6 
эсли этот интеграл конечен. В этом случае будем писать: 
1ЕГ»р (8). 

Всюду в дальнейшем мы считаем, что г; >20, 1 < р: <, г; = 
= г; + а, где г; — целое и «а <\1 (=1,..., п). Аналогичное пред- 
положение делаем и относительно чисел г, р, © (без индексов). 

0.3. Функция 1(2) = /(21,..., 2), определенная на открытом множе- 
стве С, имеет, по определению, обобщенную производную 9. на С, если 


для нее выполняются следующие условия: 

1) функция ] измерима на С; 

2) после соответствующего видоизменения } на множестве п-мерной. 
меры нуль она абсолютно непрерывна по х, почти (в смысле п — 1-мер- 
ной меры) для всех (т.,..., 2") на любом замкнутом отрезке, принадле- 
жащем к С (направленном по оси 21). | 


При выполнении этих условий, очевидно, существует почти всюду 
д ь. 
с: ‚ которая и называется обобщенной. 
1 
д в 
Аналогично определяются обобщенные производные т (=... 0 
к 


на С обычная производная 
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Производные высшего порядка определяются по индукции, а именно: 


Следует иметь в виду, что условие 2) говорит, что частная производ- 
ая 1) порядка $ хотя и получается из частной производной Дети по- 
ядка $—1 путем обычного составления отношения приращения иетР 
: соответствующему приращению аргумента и перехода к пределу, 
днако предварительно, быть может, надо видоизменить рут на множе- 
тве и-мерной меры нуль. Впоочем, в случае несмешанной производной 


98 ) - 
ий ‚› Как нетрудно видеть, для получения промежуточных производных 


2, 

02 д*] . 

о А ЧЕ нет необходимости всякии раз менять предыдущую 
“к 0х; 9% 


роизводную на множестве меры нуль, достаточно это сделать только по 
тношению к самой функции }. 

Заметим еще, что это определение слабее определения обобщенной 
роизводной по Соболеву, так как оно не предполагает суммируемости 
роизводной. 

0.4. Пусть г, — целые, и пусть определенная на открытом множестве 


'= А функция / (2) = / (21,..., 2.) имеет несмешанные обобщенные 
9 
астные производные = О р ки, Зы. 5 ап обла. 
ея 
к 


эющие свойством: 
(8) 
[7х [< $ 


В этом случае будем говорить, что’ функция } принадлежит к классу 


ть +, Г) 
р,.... Ри › И ПОЛОЖИМ 


ПУ ое МЛ о НЕ 
01,..., Ри 1 


(г:,..., Пя) 
0.5. Функция } принадлежит к классу Ног р (С) (г, — не обяза- 
эльно целое), если } я (С) и существует константа М такая, 


го выполняются неравенства 


у т.) — ак 
а Е №) — со ЗМ] (1) 
ри 0%, <1 (=1,..., п) и 
И (е -- №) — 2709 (2) + а — ре < МИ (2) 
и 9; =1 (й=1,..., п) для любых открытых множеств са и 


кторов №, направленных по оси 4 и таких, что в случае (1) они 

УХ а , 
вигают С’ в пределах С, а в случае (2) йк и — й сдвигают С” в пре- 
лах (. 
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Наименьшую константу М, для которой имеют место неравенства. 


(1) и (2), будем обозначать через ми”. м (С) и положим 


(г1,... ‚Ти 
Ра о (4) = а ПУТЬ, к (@) ко м „Ри (С). 


(ль... Гт) (т1».. +, Ги) ы 
Оба определения классов Ир... 'рь (С) и Не... ри (С) в этой работе 


применяются только для случая, когда С’ есть прямоугольный (конечный. 
пли бесконечный) параллелепипед с ребрами, параллельными осям коор- 
динат, в частности, когда С < В. Применительно к произвольному откры- 
тому множеству ас В появляется необходимость ввести некоторые 


(г1,..., Ги) (гл, Ро) 
видоизменения этих классов: Йр,,..., и (@) и На вв (С 


$ 1. Некоторые видоизменения формулы Тейлора 


1.1. Рассмотрим на отрезке [а, 6] функцию ](5), имеющую сумми- 
руемую ‘производную порядка г—1 на [а, 6] *. Для такой функции 
остаточный член о 5) в равенстве 


(в) = Уд Е 4 В) @<е и <9 (0 
0 | 
есть суммируемая на квадрате а < х, х, < функция: 
ьЬ | 
(=, хо) | 42 42% < со. (2) 


аа 
Разделим отрезок [а, 6] на 2г | 2 равных частичных отрезка 


Дь..., Аза 


и выберем на каждом отрезке ДА, с четным индексом по точке ххк- 
Пусть С обозначает (г - 1)-мерный куб точек (5%, 21,..., 2,), коорди- 
наты хх которых соответственно принадлежат к частичным отрезкам Дьх: 
ОСА (= 0, 1... ТР). 

Объем куба С обозначим через 


ыы 
(+9. 
Перенося в ‘равенстве (1) В (х, хо.) в левую часть и подставляя вместо 
х числа х.,..., 2 получим линейную систему г уравнений 
а и 20) дз 
о (2) =/(2)— Вон) (3) 
3—0 
с г неизвестными /? (5). Определитель системы обозначим через 
Е ви | 
г— 1)! 3 
 =И (2,/—1,..., х.— 50) = ЗО о О О) о ==. | 
ое, дб | 
А | 
я : : | 
м (к — 20)! а (к — 20) 
= о; —1,... — = м. 
2 К (т То, ‚› № Фо) Й р “к Й ’ (4 
=1 К=1 


* 
Точнее, это означает и будет означать в дальнейшем, что {1 (=) абсолют 
непрерывна вместе со своими производными до порядка г — 2 включительно. 
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э, таким образом, ®,‚ есть адъюнкт определителя И”, соответствующий. 
> элементу (5х — 2%) (7!) *. 
Из (3) и (4) следует: 


< 
Яо) т ид > “ [7 (%,) и (%,, т)] (7 = 0, 1,... ВР 55 1). (5) 
К=1 
Подставив эти выражения для производных К? (0) в равенство (1), 


х 
оинтегрировав обехего части по кубу С точек (ту, 21,..., 2,) и разде- 
в на х, получим: 


7(2) =Р(2) + Е (т), (6) 
| И: “(1—1 ..., 1—5) А) 
Е ож В (/(2к) — В (ть, 2о)] ры а& (7) 

9=0 А=1 
гь многочлен степени г— 1 и 
1 
Е(1)=- | В (2, 5) аб. (8) 
ё 


1.2. Пусть на прямоугольнике с = {4<х<Ь, с<у< 4} задана функ- 
я /(х, У), имеющая почти для всех у частные производные — до по- 
цка г—1 включительно * и почти для всех х— частные производные 
- до порядка $—1 включительно. Кроме того, имеется в виду, что 
нкция /(т, У) суммируема на с и остаточные члены в разложениях 
лора 


"1 991 (в, 9) (# — 


Ка, у) = У РН. зу) **, () 
0 
8—1 0% х 

ы (оу (2 
1—0 


<, с< У, %< а), 


горые, по условию, имеют смысл соответственно почти для всех УЕ [с, а] 
та<1,%0<Ь и почти для всех хЕе[а, 6] при с<у< у, < а, сумми- 
мы: 


| В, | Чу 4х, ах < оо, 


| В, [4у ду ах < оо. 


о. э5> бе —55 


ве < ре с 


Тогда, на основании выведенных в п. 1.1 равенств (6), (7), (8), почти 


* См. сноску на стр. 216. 
'** Н;и В, не обозначают частных производных от В, в отличие от употреб- 


мого в Бай работе обозначения де — частной производной ^-го порядка пох от {. 
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3 
для всех уЕ[с, 4] имеет место равенство | 
ИИ 
Е (1 — 20,..., 9, — 0) . 
7 (х, у) = а ен гей 
1=0 ^=1 
@— 2) 1 4 3 
х [1 (2к, у) — Вх (ть, 2о, о Ча +. | В (а, ть у) С (3) 
р. . 
и почти для всех х6@[а, 6] — равенство 
8—1 8 
Вт (Ул а 90) 
1 (т, у) = у р ТЕ я 
4=0 1=0 
ей ’ 1 / 
х [7 (2, уг) — Ву (2, уь, Уо)] аб и == В, (т, у, Уо) С", (4] 
С’ 
где мы положили 
) о, 8—1 
= 
ТТ’ =И (1 —\1,...; У: — %) = Ве у А ле чье = 
1 = 96“ 
У —\... о 
(у — 0) 
Увы а 
=1 
п считаем, что С’ сесть куб, состоящий из точек (у, У1,..., У), ГД 
ЖЕАДы (1=0,1,...,$) и А; образуют систему равных по длине отрезке! 
5. А, 1)...у Аа, 


на которые разделен отрезок [с, а]. 

Положив в формуле (4) х = хк и подставив полученное выражение для 
7(тк,У) в правую часть равенства (3), получим в результате окончатель 
ную формулу: 

1 (2, у) = Р(т, у) + Е(х, У), (5 


где 
г—:Е г 8—1 38 


Ре 


9=0 К=1 4—0 1=0 


о ы | 
$ \\ УТУ (и, Уз) — Ву (ть, уь, о) О не = ти ас’ас, (6 
С с’ 
и 4 
рву у (у) 46° 46 — 
1=0К=1 са’ | 
т1 г | 
Е. кА, = (ви, п, у) = 20- 2) 46 — х Або то, У) аб. ( 
1=0 К=1 


Р(т,у) представляет собою многочлен степени г—1 по х и степе 
$ —1 шо у. 
1.3. Функции Р(х, у) и Р(х, У) можно рассматривать как результат 
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тветствующих линейных операций над ] (2, у): 
Р(т, у) = 0.0 (2, у); 1, у) = 0.) = 07° (7, 
Е (в, у) = И. (1 (т, у); 2, у) = 0. (= 0 В). 


Операции О. и. применяются к функциям /, определенным на прямо- 
эльнике с. Подстановка 


х=а- Е, 

уе тт 
зобразует с в единичный квадрат 

= {0% 1<10. 

фувкции /(а - 1, с- ту), определенной на Д, примевимы операции 
‚(а - &, с+ тт; $7) и 04((а +ЕЁ, с- тт; 7), которые опреде- 
ются как частный случай 0, и О., когда с совпадает с Д. 
Для каждой рассматриваемой функции ](х, У) имеют место равенства: 


0. ({ (т, у); а - Е, с -- тт) = 0. (7 (а Е 1, с + т; 1), (3) 
0. (1 (2, у); а Е 1&, с тэ) = Ц. (1 (а  &, с - тт; & 1). (4) 
Чтобы убедиться в справедливости равенства (3), надо выражение, 


‚ее в квадратных скобках равенства (6) п. 1.2, записать, восполь- 
завшись формулой (1) п. 1.1, в виде 


(1) 


(6 -а=Ба—с=т) (2) 


*—1 01] (зь› Ул) (Уз — 0) 
у 7 (тк, 1) — ВБ, (хьк, РОН) 2 р Е. 


й $] 
| г ду й 
Весть, что при замене переменных (2) точки (2,...,72,), (У... , Из) 
пастей С, С’ перейдут соответственно в точки (&,...,Ё), (\4,..., в) 


пастей С., С., определенных как С и С’ для единичного а д. 
. И 4) есть следствие равенства (3), так как 


1= 0.) -+0. (9. 
1.4. Линейные операции О. и И. являются ограниченными в смысле, 
№орый будет указан ниже. 
Обозначим через в, и в, прямоугольные параллелепипеды 


0х = {431,256 с<у< 4}, 

ву = {< 25, с<у,у<а} 

этветственно в простравствах точек (2, 2%, У) (т, у; уо)- 

Предположим, что 1<9<«<р<о, 1[6Гр(з), В»х(х, то, У) 6 Гр (сх), 
| (т, у, уо) 6 Га (си). Тогда существует положительная константа со, зави- 
ая от с, р, 4, г, $, но не от }, для которой имеют место неравенства: 


| Р|,, в Сс ( |7 р (в) г | Ву | (и) (1) 
| Е, < Св ( | Вх |. (в) == | Ву | (/)- (2) 
Чтобы доказать их, достаточно Доказать аналогичные неравенства 


цельно для всех интегралов, входящих в правые части равенств (6) 
Г п. 1:2: 
р С акВи [/ (дн, у)— Ву (ть уь узде ии авас’, 


АИС 
С’ 
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я о Вити, у, Уо) аб’ аС, з 


х \\л. (2к, Фо, уе = т — 44’ АаС, | 
(етем 
== \^. (х, то, у) ас. ‚ 
б 


1 1 : : з 
Так как функции @р, Ви, ту, ут» (@— то)’, (у — Уо)' ограничены на с 


‘некоторой константой, зависящей от с, г, $, то { 
| 
191 \\ (в д) — Ву (а, уь У) |4 96’ < (риче+ умы), | 


85 з 
ьа Ви. 
191 (Ан (а, у, “Чиа < 
ас 
‘откуда 
Фе (в) < са (И в + | Виа ву), ФЕ о) < сз Ву су 
Далее, 
ь |] . |. 5- 
а \ В (о, ло, у) рать с (\ ЦВ Раваль)› Про] Ворону 
аа аа 
Наконец, 
1 
| © <%(\ ВР азы , 
‘откуда 


| © уж (вх) — С7 | Вх | (вх) г 


Этим неравенства (1), (2) доказаны. 

Если на функцию ](т,у) наложить более сильные условия сравни- 
тельно с теми, которые были предположены в начале п. 1.2, то можна 
‘написать более детальные выражения для функций В. и В, и соответ: 
‘ственно прийти к неравенствам, детализирующим неравенства (1) и (2). 
В последующих двух параграфах будут рассмотрены два таких конкрет- 
ных случая. 

1.5. Пусть 1 <а<р<оо, ги $ — положительные целые числа и пусть 
функция 7 (2, у) 6 И’? (о). Ода для /(1,у) имеют смысл формула ({) 
и. 1.2 для почти всех у@[с, 4] и формула (2) п. 1.2 для почти всех &. 
Больше того, как хорошо известно, имеют место равенства (а < х, 2. < 5}: 


х 


п: (ть 9) = р @— 2 УР (а, у) Ча, () 


хо 


Пу (Ру, ув) = $) гы. (2 — 0) 1/9 (, 3) 45. (2) 
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В данном случае /7 6 Г.,(°), поэтому 


И 
ль и е И, ира)", 
уда 
ор Зо (1) 
Аналогично, из того, что /® 6 [1 (с), следует, что 


|7, |. ера: (2) 


Из полученных неравенств (1), (2) вытекает следующее утверждение: 

Существует константа с., зависящая от р, 4, Г, $, с и такая, что для 
г, 5 

‚х функций /6И’”® (0) имеют место неравенства: 


ПР «(У ро ТИ, и (3) 
Ро НИР у, (4) 


‚ функции Р и РЕ определяются равенствами (6), (7) п. 1.2 и р> д. 
‘1.6. Пусть 1<9<р<о, г, $— целые, г—1, $5—12>0, 0«<а, 
1 и функция / (2, У ЕНра “В (9). 
“Тогда для функции /(5, у) имеют смысл формулы (1) и (2) п. 1.2 со- 
ютственно для почти всех у и почти всех х с остатками, которые можно 
исать следующим образом: 

Ве (рты у) = т @ — ИВ (у) — ХР ь у, (1) 


в 


у ыы уе (2,5) — №" (а, у). (2) 


В силу того, что 16 Нат В (с), для константы 
М; = М, (в) = Му,а’ (0; °) 


ют место неравенства (й_> 0): 


5-па ыы 
(бреечьу- 2, Рауа=) < МИ", (3) 
а—в а 


) (ву — И, у) ау =) < 1 — >. 


Цокажем, что существует постоянная с, не зависящая от ], такая, что 
[8х1 с) < </М; (°), Ву шрер < СМ, (9). (5) 


3 самом деле, пусть, 1 < р< со; тогда 
1 


х р 
|8. |< (Ин) Ра ур 4) 


‚вестия АН СССР, серия математическая, № 2 
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ИИА 


ь хх 
ИВР аль <» 1 У) — 7 (а У) и ль + 
а ах. 


ьх 
Е | | 11-9 @,у)— 1 Э (т, у) Рац ах = 


= Эа аваь + | 
ао 
ъ х,—х 
Чей 1% — №, у) — Эа урав ат = 
хо | 
х—ах—й | 
= \ [РЭ + В, 9) — Г? (къ, у) |? аж, аЪ + 
0 
5—хь 
+ы \ Ию -ьу— 9, у) Разьав 
о хы 
аь х—а = р 
Г В. Галь ву о» \ (} |179 ВУ) — 79а, Раз ау) ав + 
са 0 са 
5ъ-хаь ь 
Не» (19 — в, у)— ХЭ ура ай) а. 
о сх 


Отсюда, приняв во внимание (3), получим: 


х—а 5—х 


ГВ ид ( МРЬ"Рай + те кр ап) < с} М?. 


Этим для конечных р доказано первое неравенство (5). Второе нера- 
венство доказывается аналогично. При р = оо и 4 = со неравенства (5} 
тривиальным образом вытекают из формул (1), (2), (3) и (4). 

Из неравенства (5) и неравенств (1), (2) п. 1.4 вытекает следующее 
предложение, которое мы сформулируем в несколько Других терминах, 
заменяя г— 1 За, $— 1- В соответственно на г, $ (не целые) и г—1 
$5 —4 — на г, 5: 

Для операций Р = 0“**® (7), Е= 0“. *) (7) существует константа со. за 
висящая от р, 4, г, $, в, такая, что для всех ЛЕНЬ — с (<) имеют место 
неравенства: 


1% < (в) \ «с ей (в)? (6 


<< М5? (0, <). (1 
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1.7. Все сказанное в предыдущих параграфах по аналогии переносится 
случай функций 


Е ЕЕ 


п переменных 1(21,...,2»), заданных на прямоугольном параллеле- 
теде 


с = {акк <; Ё=Ц,...,п}. 


к 
пи функция } для любого х, имеет частные производные 5 (ВО. 
ея 
У 
‚Гу; У=1,...,п), то ее можно формально представить в виде 
Ея 7 
а у И ЕЕ (0), ан (д— 20) 
‹ д57 й 
1—0 
СЕВ со Жи р ни В) (1) 
кв а 


функция А, определена на соответствующем п -| 1-мерном паралле- 
мпеде 
в, = {ак < ль В, а, < 1®=5}, у=1,...,п. 


{сли допустить, кроме того, что }6Г,(в) и В, = Г, (в») (У=1,...,п), 

ввести в рассмотрение для каждого у куб С, состоящий из точек 

2 и), где х) Е ДФ и система равных по длине отрезков 
Ао И (у=1,...,п) 


ит отрезок (а, 6,) на 2х, +2 частей, то, рассуждая как в п. 1.2. мы 
учим п формул, соответствующих разным уи аналогичных формуле. (3) 
1.2, где роль х, у, %%, 11,...,2, соответственно играют 4, (21,..., 2—1, 
> Е: Е о 

Мы теперь можем подставить выражение для } из п-й формулы в пра- 
‚ часть (п — 1)-й, полученное выражение — в правую часть (п — 2)-й 
мулы и т. д., пока ве дойдем до формулы, соответствующей у = 1. 


эзультате получим равенство 
1=Р-РЕ, (2) 


логичное равенству (5) п. 1.2, где Р есть многочлен степеней г, — 1 
‘ветственно по х, (у=1...., п). При этом функции Ри ЕЁ являются 


льтатами линейных операций 
Р@®) = 0. @); 8) = 0.) = 05", (3) 
Р.И. =" — 0, (4) 
дающих свойством: 
0. (1 (®); а Е ЦЕ, .. . ав + Ён) = Ол (1 (аз + В»... @® + 9); 9, (5) 


"в (7 (2); а Д,..., @в 11) = Од (/ (а ПЕ...) @п „); Е) (6) 
5* 


где 
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= фа, ж=ы РР (=1,...,п), В (ев) 
| 


и 

Дд—= в =1,...,т} 
— единичный куб в пространстве точек Е. 2 
Для чисел р, (у=1,...,п), удовлетворяющих условиям: | 
13 р,<®, рр... 2 Ри 3 
.3 
в предположении, что /6 Гр, (), В, с Гр, (9,) (у=1,...,п), имеют о 
неравенства: | 
о | 
Рано 5 (Мир о + У в), (1) 
| 
А, <) Зе УВ, руб, . 

1 


аналогичные нёравенствам (1), (2) п. 1.4. В неравенствах (7), (8) константа 6» 
зависит отт, р,, °, но не от т | 
‚.. Га), 
Если Гр... (3) и рр>...2р,„ то имеют место аналогичные 
неравенствам (3), (4) п. 1.5 неравенства 


Рю < (по + И д: © 


| (<) < > К т () ы (3 


В Оби Га) (7, Е = те тп) (г, =, 1, у = 1 ема п), 


где гы обозначает ую производную от } по х, порядка г.. 
Наконец, если г:,...,Г» — положительные не целые и числа р; удов- 
летворяют неравенствам р. са ..’ > р, то для всякой функции 6 Нр,.’р 
имеют место неравенства: 
ИР, (в) 5 < || на „... тд)’ во 
б 
Нр,. .› Ру 
| 


Мг. ‚ ти) 


ПР о < МУ 9), 2) 
"я Е :й В 


В неравенствах (9), (10), (14), (12) константа с, зависит от входящих 
в соответствующие классы параметров и от с, но не от {. 


$ 2. Теоремы о продолжении ‘и теоремы вложения 
для прямоугольного параллелепипеда 


2.1. Пусть по-прежнему с обозначает. произвольный прямоугольный 
параллелепипед в А» с ребрами, параллельными осям координат. 
21% Ема Пусть г; — целые, 1 <ЗРр, << (1=1,..., п), и фун 


ция ] (9114 о (с). Тогда возможно продолжить а / на прое 
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ранство Е» так, что продолженнал функция 76 ры (В) и при этом 


существует НИ а зависящая от р,, г,, в, но не от }, такая, 


что для всех 03.2% 


а 2) о выполняется неравенство 


Я ее ву Ва ныть > 1 
и... Ри (Ви) р. я с ( ) 
2.1.2. ТЕОРЕМА. о числа г; — не целые *, 1 < р,< оо &=1,..., п), 
+ функция ен > не ее Тогда возможно и г. уно . на 
. . 


пространство В» так, что продолженная функция ТЕН ть 


этом существует константа с, зависящая от рь, г,, ве от ри с, 


о 


(гу, 
пакая, что для всех }ЕНр, р» (9) выполняется неравенство 


У] г. “то в < || (бт тя) 
) 


„бро (Кл жа: 


Справедливость сформулированных двух теорем устанавливается анало- 


(ть +, Ра) (Руьнеь Гль) 
лично тому, как это делалось в случае классов И’р и Нь 


ом. (“)]. 


В одномерном случае п=1 и г=г.<\1 теорема 2.1.2 доказана 

;. К. Дзядыком (1); при = >> она просто следует из одного ре- 
1 

ультата Катнера (3). 


2.2. ЛЕММА. 1) Пусть заданы числа т, р; &=1,...,п), 4 и нату- 
мльные числа п и т, для которых выполняются неравенства 


г>0, 1<р<9<«о, 1«<т< п, Род, (1) 
ке 
ТЕ 
п Р 7 й т 
р Е +2 
и. о (2) 
а ИМ 
т 
т-+1 т-- 
и 
В: 3 
ж=1— У, 7 (=, ‚ п) (3) 


`2) Пусть задан прямоугольный параллелепипед 


9 ={и< <, ый. 


пока не доказана 
* Для целых г; эта теорема, надо полагать, тоже верна, но д 


е при п = 1. 
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длина. | = & — а: ребер которого удовлетворяет соотношению 


т `п 
11 1 
1 и РН | 
— =... = ай (4) 
т т п Ри | 
(П в) (И ,,) | 
К=1 К=1 
Обозначим через вт т-мерное сечение в, состоящее из всех точек. 
(бан сор. С ыы .: 0) с фиксированными постоянными и о ‚20 .1 
(тт) 
3) Пусть 13.04 ор» (9) (при целых го). 1 
Тогда 


в ИТ 0=и0.0) ое Рт) (у, ое 1 ЕО) (5) 


и для некоторой константы \, не зависящей от }] и в, имеет место’ 


неравенство 
(е и гк; 


М” м (Е; от) < ® у 


1 


(6) 


ГК 
9% Гри (<) 


2.2.1. Доказательство леммы 2.2 в случае с = Д*. Пусть 


16 а (Д). Тогда функция Ё =(0л(/) отличается от ] на много- 


член Р степеней г; —1 соответственно по 1:. Поэтому 


91 Е д Ио 
р г В, п}, ВВ и 
т; 9т; 
- . 
ых (г; ) (т; ) 
У а) - 1 ь, и 2) 
Е 


Согласно 2.1.1, функцию Ё можно продолжить на пространство ВА» 
так, что для продолженной функции РЁ будет выполняться неравенство (4). 
п, 2.1.1, где-с =А, 


Отсюда 
7, ("1,--.> Г) ‚За, и < 
Нру, пра (Ви) я ы п) (вн ) 
‘ (гк) 
ое Ру а = 94а (Е ш Хе №.) < 
(ив) 
«ас, (©, + +951; ых (>... р). (3) 
Последнее неравенство имеет место на основании (2) и формулы (10) 
па 


Теперь мы можем применить общую теорему, доказанную в ра- 
боте (°) (стр. 326), в силу которой можно утверждать, что функция 
РЕН!" ") (Ви) и 


[| < |Е 


| нь «Тп) (Вл у 


(Фу) 
Н\"1 т’ (В 
4 к (т) к *’ Ри 


* Д есть единичный куб. 
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так как ГР =Ё на Ат и, таким образом, 
=|Е 
..., Рт,) (Ат) Но 


о окончательно из (4) и (3) то следовать, что Ё ен а и 
праведливость неравенства (6) п. 2.2: 


ЕЛА ›> 


ак: 
= ’ 
9%, ее. (2) 


де можно положить 
Х — сс (с — 1) С. 


2.2.2. Доказательство леммы 2.2 в общем случае. Не на- 
ппая общности, будем считать, что 
20 = (=. т) 


Пусть и Положим 
ОВ Ь, = ВЕ, Ва. 


Тогда, если р, не целое, то 


в 

/ 
(0 
© 


0: п о 
\-.- у |269 (д, А,жь,... о) — 265 (1,..., 1.) ал...4ти)“ = 
0 


1 1 ра 
и ыы +»), 1. ё, оо ба т, Тт-1ь ты ., бт) — 
0 


© 


Е 
2) “ав... дн) (Пл) О 


и” (Е, ...у ОЕ, Хт-л, ...у ты 
4= 


1 1 
= у. ‚2 © + ^), 1», . О [тёть Тт-» о 2.) — 
00 9 
1 
м 


= в и 
— в, ... тт» Хт-н» эх» 9) Гав. О 4») (Па) | 


ие Е 
а 


«в силу неравенства (6) п. 2.2 < Ай“ (П 1.) ИХ 


1 
2. 
О 


о ня 


‚34. 


1 
р 
Аз 


9} 
д; ‚ 


в  (1>0). (4) 


р (©) 
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Дело в том, что из соотношений (4) п. 2.2 следует, что 
Л 


в = ехр { ^— ((— => Ты. (2) 


где ^ — произвольное число, о 
1 а 
с ы п 
Ё ‚в Е. (3} 
40" "(Пи)": 


Если р, — целое, то, производя выкладки, совершенно аналогичные 
приведенным в формуле (1), мы получим: 


И ит, 


И Бы 
(А г \ та О ‚=) — 22, в уе 
00 


1 
+Р о а: 


р. (4) 
т дж Шер, (6) 


Неравенства, подобные (1) и (4), можно получить, рассматривая нормы, 
в смысле Г, (5), приращения функций 19®, соответствующие приращениям 
аргументов тк (Ё =2,...,п), что доказывает неравенство (6) п. 2.2. 


2.2.3. ЛЕММА. Пусть выполняются условия 1) и 2) леммы 2.2 и, 
кроме того, а 


›..› 


Тогда 
ро) = 0.) 6На" (оо) 


и для некоторой константы \, не зависящей от } и в, имеет место 
неравенство 


Ма" (зат) АМЕР (фо) () 


2.2.4. Доказательство леммы 2.2.3 при со=А. Пусть 
(т Ги) 
Е ’ (А) иг: — не целые. Тогда функция Ё =(л(]) отличается 
от ] на многочлен Р степеней г; соответственно по 2:. Поэтому 


откуда 


и, следовательно, 
(ль. Ги) м *. Тп) 
Мр.,.. Ри (7; д) = т Ри (88: д). 
Дальше рассуждения ведутся так же, как в п. 2.2.1, на основании 
2.1.2, и неравенства (12) п. 4.7. 


* Для целых г; эта теорема, надо полагать, тоже верна. Во всяком случае, если 
неравенство (1) верно при одном с для некоторой константы ^, то оно верно и при 
всяком другом с при той же константе ^. 

*ж* 
Мы считаем, что А», (а - 


я, В, р.) — 1 (91, .-., 20) 
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2.2.5. Доказательство леммы 2.2.3 в об 


щем случае. Будем 
ля простоты снова считать, что 


1 =). В; = [+ И ма п). 


Пусть ТЕНЬ! и — (<) (г; — не целые). Положим 0< В<В-+А<0Ц, 
<= 6; А = тр, В = 1“. Тогда если ©, — не целое, то 
т, т, = 
а 


и 29 (+, т...) РР, ... ‚в, ... ато) =: 
оо 


а 1 
=(\‹.. и Е (1 (11 (Е э- 1), о, ОВ Па. таль...) 2) — 
00 


1 
т —- 
а 


1 
—РОХЦЕ, Е ел мВ в) абы 4) ь (П /:) 


| 


н Де О ии ольан) 
00 


& На 
Р: р а 


я ПЕ и, 2. 2) баб. т) й 4" < 


<в силу неравенства (буке 


в 
Х (Па) : Г зар зир и" 


1<1<п 0<а;<а; А; <! 


гы 


т 
— РО... Рав. а мы = 


=. —ын 


1 
те Де» (Е, аа, (ЕН А), ось Ва 
0 


ый ПА ох 12 зир зир “Хх 
1<<т о<ва< ыы < 
й Иа ВЕ т, 
х (\ > | |. АР о О 
0 0 0 0 


1 
т к 7 71 1—1 ра ра и" 
в (т, вая * ‚ и) | с ат, У 9) ат) я в: - НИЕ и 5 й == 


о о АЯ 
— в силу равенства (3) п. 2.2.2 = Мрт" (р А) №? р (й > 0). (1) 
Аналогичные неравенства можно а рассматривая приращения 
при & =4, ‚т. Если же при каком-либо # 2 — целое, то следует 


матривать вместо первой разности вторую, что приводит к тому же. 
льтату. 
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ПОВ си 


(ру +9 Ра) 
$ 3. Определение класса4ор,..”»„ (С). 


В п.0.4 рассматривался подобный класс, в обозначение которого. 
‘входила прописная буква И. 

3.1. Пусть числа гк — целые. 

По определению, уни „т заданная на открытом множестве С, 


‘принадлежит к классу а ты Я если она имеет на С обобщенные 


9] | 
(см. 0.3) несмешанные частные производные т == 0,1: ГА ==, 0 
28. 
При этом для высших производных выполняется условие: 
д'*} 
ы <. 50 (= 5.0.7). 
97, ру (6) 


3.2. ЛЕММА. Если С = в есть прямоугольный конечный параллелепипед 


с = {ак < лк <, т 
‚то 
(г: Ги) (г1»- +. Ги) 
т... рп (3) ИР,,....ри (8). 
Доказательство. Ограничимся случаем двух переменных 5х =, 
у = <.. Пусть | 
ФМ 
(т, У) = шривь (9). 
Тогда функцию /(х, у) возможно видоизменить на множестве двумерной. 
меры нуль так, что существует множество Еу С [аэ, 65] *, отличающееся, 


от [а», 65] на множество одномерной меры нуль и обладающее следующим о 
‚свойством: 


Ро на любом ее [с, Ч абсолютно непрерывные проибводвий 
( з 
(х, У) до порядка г, —1 включительно. Кроме того, существующая 
почти всюду производная /“* (5, У) по условию обладает свойством 


В: 5: 


(а, у) Реж < оо, () 


аз а1 


откуда следует, что функция 


Ь: 
=> (т1) ра 
фид = 1, у) аа 
а1 
измерима на [а», 6] и конечна на некотором множестве Еу [а2, 5.], отли: 
чающемся от [а», 6.] на множество одномерной меры нуль. Но в таком 
случае для всех у6ЁЕ, =Е,Е, функция / (т, у), рассматриваемая как 
функция от х, является абсолютно непрерывной на всем отрезке [а1, 81] 
} | 
вместе со своими производными д {Е —=0,4,.. 9 —) и имеет место пред- 
‚ставление: | 


1 х 


а (%) 71 1 
Пе = о + реал} ©" а, увы. 


а1 


* > А, к 
[а, 6] — замкнутый отрезок, (а, 5) —открытый отрезок. 
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С другой стороны, функцию /(х, у) можно второй раз видоизменить 
а множестве двумерной меры ‘нуль, после чего, на основании рассуж- 
ений, аналогичных приведенным выше, можно указать множество 
х С [а,, 6:]| такое, что если х6Е,., то 1(т, у) по у абсолютно непрерывна 
а полном отрезке [а», 6.]. При этом, очевидно, можно выбрать различные 
очки 21,..., 7, @ Е. так, что функции ] (ь, У) (Е =1,....т), полученные 
осле второго видоизменения ], будут соответственно отличаться от 
(тк, У), полученных после первого видоизменения, на множества одно- 
ерной меры нуль. 

Таким образом, если в формуле (2) (где / понимается в смысле пер- 
го видоизменения) подставить последовательно вместо х хх, то левые 
› части будут принадлежать по переменной ук Г. [а›, 6.]. Остаточные 
ее также принадлежат к р Ь,], но тогда и каждая из функций 

К) (1, У ЕГр, [а», 6,] (& =0,1,...,г, —1), так как определитель (Вандер- 
энда), составленный из и при этих функциях, не равен 
лю. 

Отсюда, учитывая (1), легко вывести, что }(х, у) Е Г.» (). Из соответ- 
вующих формул, полученных дифференцированием равенства (2) Ё раз 
<г, —1) по 5, легко заключить, что и 7) (ЕР, (8) 

Аналогично доказывается, что д (2; у) ЕЁ. (<) = т, 
ю доказывает утверждение. 

‘3.3 ЛЕММА. Если область С ограничена двумя поверхностями вида 
‘=; (21,..., ЖА Хиуа,..., 2) (1 = 1,2), содержит в себе прямоуголь- 
'# параллелепипед 


Во $1... т) 


ее проекция в направлении ть на плоскость (21,..., Як, Жиаь ++, бт) 
впадает с такой же проекцией с, т. е. с * 


5 = {и Ы, Е ЛЕВ 
В (НЫ) 
ны С (@ 


Доказательство. Ограничимся случаем п = 2. Если / 6 и 1% (С), 
на основании рассуждений, приведенных при доказательстве преды- 
щей леммы для всех УЕЁ, и 5Е [а1, |, функцию /(57, У) можно пред- 
авить по формуле (2) п. 3.2 на св, а также, очевидно, и на С. При этом 


и (ал, у) 6 Гр, [а», 6] (&=0,,...,т— 1). 


Пусть х=ф(у), УЕ [а», 6] есть уравнение кривой части границы а, 
пусть 


ок, ИК (и-0....п-Ьы<у«Ь) 


* Отмечу, что подобные области по другому поводу рассматривались Ю. Д. Ка- 
нко в его курсовой работе. 
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Тогда 
7—1 624(9) ) > 
р: 
171. («< {х ( }.1* (а,, У) | агау ) _ 
6, 9(у),х 


г 4х в) < 


+ бо 


а а! ал 
г.—1 


в , 
как ие [х [72° (а, У, а А, е о 
0 


Продифференцировав $ раз по х равенство (2) и производя оценки, 
аналогичные (2), получим: 
«ао: (Оли): 


| Тр, (8) 


Подобным образом получаются неравенства 


9%] 


92° 


д} 


< Фо «(== 0, Чуезтьт— 
ду 


Гр, (с) 


Лемма доказана. 
Как следствие, из нее вытекает 
3.4. ТЕОРЕМА. Если область С есть (теоретико-множественная) 
сумма конечного числа областей, определенных в п. 3.3, то 


ирееей (ое ПО) 

3.5. Заметим, что для .несвязных открытых множеств (в том числе’ 
ограниченных) теорема 3.4, вообще говоря, неверна. В этом можно, 
например, убедиться, рассматривая множество С, состоящее из счетного. 
числа не связанных между собой компонент Ск (Ё =1,2,...). Если, на- 
пример, ме (С), то, не изменяя принадлежности к классу, можно. 
видоизменить ]}, прибавляя к } на Сх соответствующую константу сх так, 
чтобы видоизмененная функция ] не была суммируемой в нужных сте- 
пенях на (С. 


= (71,9 Ги) = (71,9 Га) 


$ 4. Определение классов Ир... (@), Ни ьь (@) 
для произвольной области (с В 


4.1. Как уже было отмечено в п. 2.2.2, все решения системы урав- 
нений 


р ы | 
т НЕЕ (1} 
П Й р: П р Ри 
( К=1 ,) ( К=1 :) 
можно определить по формуле 
й 1 
г. т Я | 
1; = ех т А р 
р 7, ( р] т ) О (2 


где \ — произвольное число, 


| 
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Можно считать, что каждый класс в. нЕ _ определяет некоторую 
истему чисел 
НО) был). (3) 
Если числа т,, р, Ч удовлетворяют условиям 1) леммы 2.2 при 
‚ =и, то (как уже доказано для прямоугольной области) имеет место 
пожение классов 


(ель. (т: Ри) 
НН‘ в < НР. .. Ри 
де 
ри е < 5.45 
+. 1 7 К 
и =-——>0, же» Е 0. 
1 К=1 К 
саж 
Рх Р 
же (=1,...,п) 
Е 
: К=1 
истема чисел 
в (и) @=1,... п), (4) 
ео, 


ютветствующая классу Н.' ", определяется по формуле 


1, (1) = ехр =} - — ехр т т! ы 


О 


Вы а 
Ре РР: у 
= кр [9 РЕ №) (Ев миа), (5) 
К=1 Е 
@ ^ = их т. е. совпадает с системой (2). 
Если числа г,, р,, 9 удовлетворяют условиям леммы 2.2.3 при неко- 


ром т (1 <т<п), то имеет место дальнейшее вложение классов 


я ет) с НЕ бл). 
При этом система чисел 41,() (/=1,..., т), соответствующая клас- 
(р1»- +, Рид) 
Н«”`”" , определяется по формуле 
ы У 
1) = р" }, 
21 
е 
ч 4 
’ 1 
р; = х“р,, = —-— (м =1), 
2 1 И; 
И] 
У 
е., полагая ‘и =», получим 
1) = ехр {| (1=1,...,т), (6) 
Р; 
› и — произвольная постоянная *. Сравнивая (6) с (5), заключаем, что 
тема /; (/=1,...,т) эквивалентна системе 1; (7 =1,..., т) первых т 
сел системы (1 =1,...,п). 
* Известно [см. (8)], что здесь имеет место транзитивный закон: переход от 
еее, я ки (^: соо 2 и отсюда к Ш тя яме: = эквивалентен непосред- 
2: Ри Ча 08 5р 


енному переходу от Тк Ш. 
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Из сказанного вытекает следующее утверждение. 


(г1»...› Ги) 

4.2. Если система {1 (^),...,(^)} соответствует классу Нуь,..., ри 
(е1».- -› т) (т1,-... Ти) 

то система {1, (^),..., т (^)} соответствует классу Нч” ”" С НЬ,,... ри, 


однозначно определяемому теоремой вложения при заданном. натуральном: 


т<`тп и любом 9>р,(1=1,...,п). 
4.3. Зададим теперь число #>0 и определим в. пространстве А», 
прямоугольный параллелепипед (основной параллелепипед) 


6) р) ие в) ( й ) (у 
У == о“ у =. ПМ) 
т ь Ру’) Ры 


соответствующий направлению х„ следующим образом. Параллелепипед> 
5) (#) имеет ребра д) (^), и соответственно осям т:, система 


т 


чисел {1 (#)} соответствует классу На р. (удовлетворяет уравнениям: 


(1) п. 4.1) и имеет место равенство 
19 (В) = 24. (2) 


Равенство (2) (в силу формулы (2) п. 4.1) однозначно определяет’ 
длины остальных ребер [^ (№),..., 2. (№), #%, (№),..., № (®). 


Из сказанного в. п. 4.2 следует, что для классов вложения 
аб (9. зан е.) ка 
Не с На! а Е 


о которых шла речь в предыдущих пунктах, имеет место равенство: 


Грег В. 
5 1 я) — 5% (Ё “в (У=4,...,п), (3) 
Ру... ›Рь 9,...›4 


т. е. совпадение соответствующих основных параллелепипедов; кроме 
‚ того, основной параллелепипед 


и (у = Зущлю ) 
Ч,...,9 


есть проекция соответствующего основного параллелепипеда (3) на пло- 
скость (271,..., ют). 

4.4. В предыдущем пункте были определены основные параллелепи- 
педы с(” (й) (у =1,...,п), соответствующие классу Нот". ба: Нам еще 
будет удобно ввести (п-мерные) параллелепипеды с“ (#), (со звездоч=о 
кой), каждый из которых определяется следующим образом: его ребра па 
раллельны осям координат, и все они, за исключением у-го ребра (парал- 
лельного оси ху), равны соответствующим ребрам с“) (й), а у-е ребро имеет” 
длину, равную й, т. е. равную половине длины соответствующего ребра. 
<’ (й). Таким образом, с“ (й), есть одна из половинок. с“ (й), получен- 
ная рассечением <) (й) плоскостью, орион ия ной к оси 2, и прохо- 
дящей через середину у-го ребра с“) (*). 

Зададим положительные числа х,, р, (1 < р, < оо) и # и произвольную 
область ас В,. 


= (71,5 Ра) 
или классу ИУр,,..., р, при.г; целых. 
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Введем прямоугольную сеть * 
№ (в) = №® [2 те ,) 


Оо 


\збивающую В» на равные между собой параллелепипеды, 


с (#). = я в) ее иваи 


Гу. у 


Рассмотрим (при данном у) два непосредственно рядом стоящих в на-- 
оавлении х, параллелепипеда с((й), (т. е. имеющих общую гравь,. 
ррпендикулярную оси х2,). Про тот из них, который состоит из точек. 

большей координатой х,, будем говорить, что он находится правее 
горого (в направлении х,), а про второй будем говорить, что он нахо- 
ттся левее первого (в направлении х,). 

Если параллелепипед с“) (й). < С и в то же время рядом стоящий с 
им справа в направлении х, параллелепипед с(”(й)., полностью не при-- 
»длежит к С, то такой параллелепипед мы обозначим. через ` с) (#), и 
азовем граничным в направлении х,. Остальные (не граничные) парал-- 
злепипеды с(” (#), < С обозначим через < (#),. 

Обозначим через. (й) теоретико-множественную сумму 

С° (®) = Хо (%), 
кех 2 (®).. 

4.5. По определению, функция ЕВ. рее (С), если она удовлетво- 
«ет следующим условиям: 


8 
1) функция | имеет на С обобщенные производные 5 (= О 
х 


‚гк, К =1,...,п) (не обязательно суммируемые ка. С); 
2) существует константа 


ММ =МЫ и" (0,6) 


лкая, что для всех (допустимых) й > 0 иу=1,...,п 


Ту Ту. 


| да И, (в) < М (р (`,— не целое), 


(1) 
А с М(ДЬ — (,— ело9), 


акова бы ни была сеть 


№ [| Рь:**’ Р» ь) =: № (в )**. 
тт, ..°у Ти 

Для определенности будем считать, что М (/) есть наименьшая кон- 

ганта, для которой при заданной функции ] выполняются неравенства 
)) при любых сдвигах сети № ® (®). 


* Значок (у) указывает, что сеть связана с направлением х,. Надо иметь в виду. 
со для заданных у и В возможны разные сети, получаемые одна. из другой сдвигами. 


** Т. е. при любых сдвигах сети №) (®). 
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4.6. По определению, функция РЕН в (С), если * 
1) уе. '”® (С) (см. 0.4) и 


.› Ри 
2) удовлетворяется условие 2) п. 4.5. 


Положим 
Пс. = ЖА, Мы (1:6). 


4.1. В этом пункте мы остановимся на выяснении связи между клас- 
п .‚ Ти) В (г1»- > Ти) 4 
‚сом Нр.....ри (@) и классом Нь,,.. ..р" (@) (см. введение), который уж 


рассматривался в наших прежних работах. 

1) В случае, когда @ = А», оба определения классов Н’, о а. (В„) 
т ех (В„) совпадают и М (1 = М (7) так как К (#) = 

2) р 

@=в= {<< Ы, ИВО 

есть прямоугольный параллелепипед, то указанные классы также совпа- 
дают. Однако константы М (7) и М (1), вообще говоря, разные. 

Чтобы убедиться в этом, ограничимся рассмотрением функции }(х, У) 
от двух переменных, заданной на прямоугольнике 

о=0<2«а, 0<у<Ы, 

когда ги $ — не целые. Рассуждения остаются в силе и в случае, ко- 
гда оба или одно из чисел г, $ — целые, только вместо первых разностей 
функции ] надо рассматривать вторые. 

Совершенно очевидно, что НН» 8) (с) < Н»*) (3) и М() < М (7. 

Пусть теперь ДЕН“. ® (5). Обозначим через й какое-либо положитель 


ное число, настолько малое, что по крайней мере один параллелепипед 
ПР & 
у) (в) = у ев: =). 
р, Ч 


Тогда тем более найдется с“ (#) с в, если й < №. 
Обозначим 


бт = {0 < х<а—й, О<у<ь. . 
Если й > йо, то 
В "—т 


— ие — 
Ажур г. = 


С 
а (1) 


Перенумеруем углы с» и построим четыре сети №® (ВЕ = 12. 3 
(см. п. 4.4), каждая из которых соответственно содержит в себе сторо- 
ны одного из углов. Определяем теперь, как это было объяснено в п. 4. 4, 
четыре множества с® (#) (:=1,2,3,4), соответствующие сетям рН (№). 


> @- с А. 
* Значок (5) в №) (®) обозначает в данном случае, что сеть связана с направ- 


лением оси т, 


ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ НА п-МЕРНОМ МНОЖЕСТВЕ 237 


{егко видеть, что 


4 
© 
вс У 4 (^), 
2—1 
е сумма понимается в теоретико-множественном смысле. 
По условию, /6 НН“. (3), поэтому 


— 4 — —_- — 
люб Ре < \ ПАалЯ Рае ЗАМ Ре, 
ый =1 6(%) (п) 


(1аь8 ра <вМит о<ь<ь (2) 
Из (1) и (2) следует: 


1 
(Аль, а? < Мы (0 <ь<а), 
бр 
М, = шах Мь, 42 М ()}. 


Аналогичное неравенство можно получить для Ау» ©), что доказыва- 


у что 
НН". НН“, 
р,4 (3) < Ра (э). 
5 5. Теорема вложения для произвольного открытого множества 


5.1. ТЕОРЕМА. 1) Пусть заданы числа р. &=1,..., п), 9 и нату- 
мальные числа г, для воторых выполняются неравенства 


т.х 
г; > 0, 1% р<а<о, №=-->0 (1) 
п. е. неравенства (1), (2), (3) п.2.2 при п= т), где 
| м. 
р, 
=1—У——, 2 
ие я (2 
оч ь, 
ь Ро Р; 
ты (3) 


1=1 


2) Пусть задан класс и — (С), где С — произвольное открытое 


пножество из В». 
3) Пусть 
рог б= м (4) 


Тогда 
а чая к (С) "аа О я бп) (С) <= ие ‚... ты (С) 


существует константа и, зависящая от ту, р» но не от С и }, такая, 


Известия АН СССР, серия математическая, № 2 


дса перекос ак 
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что 
== ги в д”® 
Мет); 6) = Ме в) ВУ. (5% 
1 к ПЕр (6) 
к . 
Доказательство. Пусть 16 шс О Зададим Й >> 0 и постро- | 


им (см.п.4.4) сеть 
№ (в) = №® | р 
Ри» --:› Рь 
соответствующую направлению х, (у = 1,..., п). Каждому параллелепинеду” 
у (1). сети (принадлежащему к С) приведем в соответствие (вдвое боль- 
ший) параллелепипед УС (#), левая половина которого есть У“? (®).. 
Так как параллелепипед У‘? (1), не является граничным, то УС (и) - С. 
Рассмотрим функцию } на одном определенном параллелепипеде у (#9 
На основании леммы 3.2, ео 4 (У? (®)), и на (в), согласно. 
1.7, функцию / можно представить в виде суммы 
1= ув (0+ у в (0) =9@-00, (6). 
где О есть многочлен степеней Г; =г; —1 соответственно по 2:. 
К:параллелепииеду У (й) применима лемма 2.2 при т == п, так как: 
неравенства (1), (2) и (3) доказываемой теоремы и неравенства (1), (2); 


(3) п.2.2 соответственно совпадают; кроме того, ребра УС (#) удовлет- 
воряют соотношению (4) п. 2. 2. Поэтому 


НН (7) 


ме „ п) (Е; Ё (#))- с У 


ты 1 


д’ || 


РК 
-9а к 


8) 


Гру ыы (®)) 


Далее, в силу того, что Р=0О(/) есть многочлен степеней Г; соот- 
ветственно по т:, из (6) и (7), следует, что и аа Ри) ме (^)). 


Но Р есть многочлен степени г, —1 по х,. Если р, не целое, т. е. 
0, > г, то р, =Г,=г, —1 и в этом случае производная 


Ру 
рву м Иж 
ху Фу 
9х, 
И] 
не зависит от хи Д,‚„Р,, ==0. Отсюда следует, что 
(ву) (© 
Алх, к == Ах,” (ру — не целое). (9) 
Если же а т. е. ру=г, =г,— 1, то ру = р = г, 2, 


производная В. о первой степени относительно х, и АР 
откуда } 
(5) (>) 


А, [.* = А.Е, (о, — целое). (10). 
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Из (8), (9) и (10) следует, что при р, не целом 


58) го 
Ру Ру 
—в пх,/х == ТС Алх Но: 
ми Мо ок А» о” ща 
п дк; #7: 
(| 1+» А. ) 
< м (Е; И (®)) < У, и | (11) 
пи (У 
К=1 к ПГрь (У о») 
при р, целом 
4 (5) т 9"*; ` 
я | Ад», /х, ах К» т (12) 
(УС). О С 


Введем в рассмотрение множество 


о) 
< (®) = УУ® (2). 
юстоящее из всех УС) (й), (см.п.4.4). Будем считать р, не целым, 
эгда, на основании `(12), получим *: 
у (Ру) ($.) а) 
> — 
| А» -. || Ал. а . 
к Г4(6©) (п) м о ао || « 


гы у Ру ий (п). ЕР 


Ч 


| 57 Е п эта | 
а И <> |-: < 


ТК : 
У. \ ей 9%, Гру) К=1 У. дть Гру (п)) 
1 т 
п И гк, ПРЕ Рк Я РК ГК . 
а] ОЙ 

< ху У К У 2 дху* Е в) < 

К= Е — 

1 УС) Тр ©) рк( 
к 
0 , 
Зв к ы 65) 
к1 || 92% Гру (6) 


* Первое неравенство в (13) следует на основании соотношения 


ПВ ре ФИ пен 


ли $ =>Х6:, 9—1; второе неравенство следует ''из 'формулы ' (10), третье. неравен: 
гво — из соотношения 


1 а 
а а | р \ 9 
(5 (Хиеый ) = (51а) ‚ @=5 
ЕК гг А 
этвертое неравенство — из соотношения 


1 ! 1 
(Хуа) = (УР, 
„ли 1 <р=<49=< осо; пятое неравенство разъясняется ниже в. тексте, 
6* 


Г 
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} 

где 1 
м = шах ХР Е, в > 0. } 

1<к<п Е 

Предпоследнее неравенстьо в этой цепи объясняется следующим об- 

ТЕ ь ] 

у ] Е | 
разом: полагая Фф = =.» Имеем: | 
9%, | 

Е Ок а и —9) 


УС) 


так как теоретико-множественная сумма р (п) < С и паралле- | 
лепипеды УС) (#) перекрываются в каждой точке не более чем два раза. | 

Аналогичными ‘рассуждениями в случае, если р, — целое, на основа- 
нии (13), получим: 


д 
ь 
. 
+. 


? — 7] К 
1 у 2 | 
Е =, зря тк (® > 0). (14) 
14 (6) (в) КТО руб) | 
Из (12) и (13) следует: 
т 9 К 
рек : с 
Мите в) < Х | | 
К=1 в Гру (6) | 


т. е. формула (5). 
Принадлежность функции / к классу к (С) определяется тем, 


Абая © 


что она, по условию теоремы, имеет обобщенные несмешанные производ- 
ные до порядков г\,...,Г» (соответственно по 2;,..., 2») включительно; тем. 
более существуют обобщенные частные производные до порядков р/,..., би. 
включительно; кроме того, имеет место формула (5). 

5.2. Третье условие теоремы 5.1, выражаемое равенством (4), является 
существенным, как показывает следующий простой пример. 

Рассмотрим функцию 1(х1,у,=) =2?у на кубе А = {0% х,у,#<\1}, 
принадлежащую, очевидно, к классу №2: (А). Таким образом, 

0 = 2 Е (= 12,3). 
Положим 4 = со. Тогда 


1 32 
ыы и № &=5 (= 1,2,3). 


Зе ан байна 


В данном случае неравенство (5) п. 5.1 не может выполняться, потому 
что на А 
Г 
Эн — був = В ==0 
и правая часть формулы (5), где надо считать С -= А, равияется вулю, | 
9} | 


в т0 время как левая часть не равна нулю, так как функция 2 
х 


удовлетворяет (в метрике /») на А по переменной х условию Липшица. 
с положительной константой и левая часть формулы (5) для рассматри- 
ваемой функции больше нуля. 

В этом примере функция принадлежит к требуемому теоремой классу 


ы °®), но не выполняется неравенство (5). Усложняя пример, мож- 
но добиться того, что { не будет принадлежать к Н\-* 9, В самом де-. 


= 229. 
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ле, зададим носледовательность положительных чисел й„ (п = 1,2,,...) 
гакую, что 


64 У №, < 1 (1) 
1 


я построим в трехмерном пространстве А; точек (х,у,2) область С, со- 

стоящую из попарно не пересекающихся между собой кубов %1,5.,... 

› ребрами, параллельными осям координат. При этом мы будем считать, 

что куб 9» имеет ребро, равное 2й„. Кроме того, будем считать, что все 

‹убы о» находятся внутри куба 1 < х,у,2<)2, что, вследствие (1), оче- 

зидно возможно. | 
Определим на С функпию } при помощи равенств: 


В=й (9,2) = ту на "(п ==4525..)). 


Очевидно, 


со 


ре = ера, < 64 Ув <1, 
п=1 


п=195% 


‚ так как несмешанные производные от Ё третьего порядка тождествен- 
вс равны нулю на С, то РЕЙ’? (С) и 
Е == Че 
| ие (в) РТ, © < 


Заметим, что в нашем случае сеть (см. п. 3.2) 


№ (п) = № (> у. - и.) 


эстоит из полукубов с® (й„). (с ребром в направлении оси х длиной [» 
` остальными ребрами длиной 2/„). Будем считать, что сеть № (й„) пу- 
эм соответствующего сдвига подобрана так, что куб %»„ совпадает с од- 
мм из кубов с=(№») (состоящим из двух полукубов с (й„).) сети №” (й»). 
Если считать, как в И примере, 4 = со, то определяемые 


ловием 1) теоремы 5.1 числа н= (1 =1, 2, 3). Если допустить, как 


со следовало бы по теореме 5.1 при выполнении неравенства (4) теоре- 
з 
ыы, что РЕЙ’? (С), то мы имели бы 


1) Ваз, 
2’2'2 


ВМ И ЦЕ) > 
В (Е Е № У, ) — Ра, у, 9) СР 
| Не | и. Бр. о 
(ху, 2) ВоВ), С 9 Вы в, А 


цнако это невозможно, так как правая часть (2) стремится при не- 
| Граниченном возрастании п к бесконечности. 
| 5.3. Сделаем еще одно замечание по поводу теоремы 5.1. Дело в том, 


0 если область С совпадает со всем пространством К» или если С есть 
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нат (или в периодическом случае), то из условий теоремы 5.1 следует 
наряду с неравенством (5) теоремы еще и тот факт, что функция }/ при- 
надлежит к классу Г.» (С) и при этом выполняется неравенство 


т 


ПУ < <[ тах ИУ ь, юр 


(1) 


ту Грк(б) 


где с — константа, не зависящая от {. 
В общем случае — для произвольного открытого множества С — нера- 
венство (1) не имеет места, как показывает следующий простой пример. 
| со 


Пусть множество С есть теоретико-множественная сумма с = У бь 
1 
областей (открытых связных множеств), меры которых их = в (Сх) удою- 


летворяют условиям *: 
со 


р 5 ик © ©, оДефк = © (2) 


где Е. и числа НЕ 15%). 

Положим ]/= ак на Ск (& =1,2,...). о. 716 (С), где г — люз 
бое положительное целое. Однако /6/. (С). Первое неравенство (2) гово- 
рит о том, что множество С может быть ограниченным. 

Этот пример показывает также, что для произвольного открытого мно- 
жества С в теореме 5.1 нельзя заменить о ы на Я 2"). 


Поступило 
9. Х. 1958 
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* Эти условия можно. осуществить, например, полагая и’ =Ё РТ, 
2.) 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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И. И. ИБРАГИМОВ 


ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ В КЛАССЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучаются экстремальные свойства целых функций }(2) 
конечной степени <= у, р-я степень модуля которых интегрируема в про- 
межутке (— со, о). Для функций } (2) из указанного класса устанавли- 
вается точное неравенство между нормами |/|„, и ||, а также между 
нормами | ыы № и 7, где 1<р<2 и 1<р< р <. Кроме того, 
получается ряд точных результатов, являющихся уточнением или 0боб- 
щением некоторых известных свойств целых функций конечной степени, 
не превышающей у. 


Многие задачи теории наилучшего приближения функций действитель- 
го переменного на всей вещественной оси посредством целых функций 
чнечной степени, как видно из исследований С. Н. Бернштейна [см. (*?), 
2. 371—395 и 408—420], С. М. Никольского (3) и других авторов, тесно 
мзаны с экстремальными свойствами целых функций конечной степени. 
С. Н. Бернштейн доказал, что для класса целых функций } (2) конечной 
впени у, ограниченных на всей вещественной оси, имеет место неравен- 
во [см. (1), стр. 269—270 и 321—329]: 

шах ва (1)|<оу шах [|](2)|. (0.1) 


—©<х< —©<х<о 


Неравенство (0.1) имеет место также в метрике пространства Ёр(— со, со) 
т любом р>1 [см. (3), стр. 247], т. е. 


И (= ь < (|, (0.2) 


Мы=М@ь =( | |7 (8) 242)”. 


—_© 


Обозначим через Й’?) класс целых функций }(2) конечной степени у, 
которых выполняется условие: 


И <= (р>9). 


С. М. Никольский (3) доказал, что если 1<«3р«р’«<о и ][(2) 6 И’), 
имеет место неравенство 

и И 
ур 


Ны<2” ТВ, (0.3) 
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Ряд точных неравенств для целых функций 1 (2) конечной степени ». 
из класса И/® был установлен в работе автора (*). | 
В настоящей работе эти результаты обобщаются на целые функции | 
из класса И) для 1«р<2. | 
Рассматриваемую нами задачу можно сформулировать так: пусть | 
1(2) И? (1<р<2) и К (2) — Чегулярная функция в области |2| > ^,. 


равная нулю на бесконечности, причем Х > у — любое действительное число- | 
Требуется оценить модуль ны 
лр=эг \ ФКО& (0.4) 


==. 
посредством чисел Пр и |Фр при любом р(1<р<2), где 


Ф (и) = 


—— \ е""СК (©) аб, Фр = (( |Ф (®) | аа)» 


[= 
В частности, мы устанавливаем неравенство вида: 


шах |7 АИ, (0.5) 


находим точное значение констант Ар и & для всего класса ИР) (1<р<х2) 
и находим функцию, превращающую неравенство (0.5) в равенство. Подоб- 
ная экстремальная задача решена нами в классе тригонометрических 
полиномов [см. (5)] 

1. Мы будем пользоваться теоремой Винера — Палей, согласно которой 
класс целых функций 2 совпадает с множеством функций ] (2), допускаю- 
щих представление: 


Ка = у | ее (и) ав, (1.1) 


где Ф (и) ЕЁ, (— у, ») р ($), стр. о и имеет место равенство 


1 

Ь =( т 7) в) = ( | | (в) Ра) *. (1. 
Прежде всего мы докажем теорему, являющуюся некоторым добавлением о 

к этой теореме Винера — Палей. 
ТЕОРЕМА 1. Любая целая функция из класса И’? (1 р?) одновре 
менно принадлежит и к классу И, т. е. может быть представлена 
в виде (1.1). 
Доказательство. Известно, что целая функция /(2) конечно 1 
степени у из класса 7) при любом р> 1 ограничена по модулю на всей. 
вещественной оси: 


шах |/(2)| < В, (1.3) 
—©<х<® 


где В — некоторое положительное число, 
Далее, в силу (1.3), при 4 %р<2 имеем: 


У исераз = | 1/2) 2 (о) Раз < 


со 


<( вах 1/49) | У (ад Раз < ВИ, 


=>) 
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Е Е ом 


тли 


17 < вт ы Ир. (1.4) 


Неравенство (1.4) показывает, что если /(2) принадлежит к множе- 
тву И’), где 1«р<2, то она принадлежит также и к множеству И/®, 
. е. может быть представлена в виде (1.1). 

В силу равенства (1.1), функционал У (/) принимает вид: 


=> на | = \ г" (и) аи | К (©) 4 = 


== Фр \ “к (аи = И (и) Ф(и) аи, (1.5) 


= [== — 


Ф(и) == | 2 К (© а. (1.6) 
[С] == 


Предположим, что положительные числа р и 4 связаны соотношением 


1 1 
р г т = а р) 
Тогда, в силу неравенства Гёльдера, из равенства (1.5) получим: 
1 У и 
< {би} | 1Фд Рав}, 
си 
1 ри 
А уе ФЬ. (1.8) 


| Неравенство (1.8) показывает, что оценка |/ (/)| связана с оценками 
‚ и |Ф]ь посредством чисел у, |7 |, и р(р> 1). 

| 2. Докажем следующую общую теорему. 

| ТЕОРЕМА 2. Если целая функция | (2) принадлежит к классу И'Т), где 
Е р<2, и если К (2) — регулярная функция в области |2|>^(\ >») 
(обращается в нуль на бесконечности, то для модуля функционала 
|/) имеет место неравенство: 


| (<=) 


| Ф(п) определяется равенством (1.6), 


ры 
р 


РФ |, (2.1) 


со 


и (обдран), м = ( бура). 


—© 
| 
| Доказательство. Известно, что если целая функция }(2) опреде- 


1тся равенством (1.1), то функция ф(и) 61» (— у, у) определяется равен- 


ф (2) = = | ег} (1) 41. (2.2) 
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Введем функцию 
=] 


Ф(5) на отрезке [— у, У], 
О вне этого отрезка. 


Очевидно, что функцию ] (2) И можно представить в 
со 
7 (2) = уе \ е*чф (и) ди, 
причем 


со 


фе ему а 


виде 


Как известно [см. (7), стр. 128, теорема 74], если функция }(т) при- 


надлежит к Гр(— со, со), где 1 <«р-.2, то функция 
со 


о 42+ 
Зы а 
= \ (в) е а 


Ё(т) = 
удовлетворяет неравенству: 


\ [2 (2) паек ек) \ иораг)т. 


На основании (2.3) мы можем утверждать, что для функции 
Е 
$6 == - 1 (1) а 
имеет место неравенство: 
с — ан, ф —— 
1—2) “42 (2^) * (Иа) Раз)7", 


причем нетрудно заметить, что 


| ф- 24 = | 19 4== \ | (9) баз = |9. 


— 


Таким образом, неравенство (2.4) принимает вид: 


Побовае < (ок) * "(1 кора, 


А 


или 


ат 


[2 < (2) м | Ее | 


В силу (2.5), неравенство (1.8) можно записать в виде: 
7 Ч ВР В | 
< уе) и ИЗ ФЬ,. 


Отсюда, на основании (1.7), следует неравенство (2. 1) при 


1 ро 


(2.5 


условии, 
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Покажем, что неравенство (2.1) верно и при р=1. В самом деле, 
‚равенства (2.2) следует, что 


о = пах [999 < | М. = (2.6) 


—© 


лее, из равенства (1.5) имеем: 
4 У 
МТ <=: шах |9 (и)|- | |Ф (а) |4. 
Уж —у<и<у к 
сюда, на основани! неравенства (2.6), находим: 


4 
(<>; 7 -1ФЬ, 
‘о совпадает с неравенством (2.1) при р=1. 
3. Отметим ряд следствий из теоремы 2. 


Следствие 1. Дия целой функции /(2) из класса И’), где 0 <р<2, 
веет место неравенство 
1 


Е 
шах |/(2)1< (>) ИЛЬ (3.1) 
<х< о 

чем знак равенства достигается в случае р=2 для функции 

__ 81 Ух (2) 
1 (2) = пм в. 
‚ Доказательство. Полагая 
КО =(6—2)* (|=|<»), 


| равенства (0.4) находим, что / (/) = /(х), а из равенства (1.6) находим, 


| 1 
| Ф (и) = 2" и |Фр= (2%)?. 
этому при 1< р<2 из неравенства (2.1) следует неравенство (3.1). 
кажем, что неравенство (3.1) верно и в случае О р<.1. Положим 


=1-“, где О<х<1. Тогда (3.1) запишется в виде: 
1 


У 


т 
_ шах |7(4)] <(%) И. те 


1В силу неравенства 


со © 


са “ат < ( шах |/(8)|) | У а, 


И: < (шах |7(2) У, 


1 


1 а 
у т ет Г 
в < (=) ( в #(=) |) += [74 


тах. ие < (у. 
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Последнее неравенство показывает, что неравенство (3.1) верно и в случае 


Озр=а Е 
То, что в неравенстве (3.1) для случая р=2 знак равенства дости- 
Эш ух ВИ, В 
гается для функции / (2) = —_—, вытекает из следующих равенств: 
эт ух 
ы шах |/(5)|= шах | =». 
—©<<х<® —©=<х<® 


: нЕ 
51п ух р 


ч аз) = (пу) 


мы =(\ 


Неравенство (3.1) в случае р=2 доказано в нашей работе (4). 
Примечание. Заменяя в неравенстве (3.1) функцию ](т) Е’ 
(0 <рж2) ее производной д” (1) (п =1,2,3,...), получим: 


1 
шах |/^ | < (>) МЬ ©<р<2. 


—©с<<х< а м 


Отсюда, в силу (0.2), следует неравенство: 
1 


р ое 


тах |/^ 991 < (=) УР, ©<р<2) (3.2) 
—©<х<о х р 


Таким же образом из неравенства С. М. Никольского (0.3) в случае 
р’ = со получим: 


, 
(п) ве — и о 
шах | (2)|<2 ||, (3.2*) 
<х<со 
Очевидно, неравенство (3.2) является уточнением неравенства (3.2*). В то же 
время само неравенство (3.2) может быть уточнено. Это более точное 
неравенство, являющееся уточнением неравенства (3.2), устанавливает 


Следствие 2. Для любой производной целой функции }(2) из класса 
У. где 1 < р.2, на вещественной оси имеет место неравенство: 


п -—^ + } 
шах |/“(2)|<[п"(ир--1)] 2", (3. 
—©<<х<о 
причем в случае п =1 и р=2 знак равенства достигается для функци 


— 81 06032 (2) 
№ (2) (2)? У2 в’. у 


Доказательство. Пусть 
КО =п! 6—1)" ", 


где х — действительный параметр такой, что |х| <”. Тогда из равен: 
ства (0.4) находим, что 


Ух @) оо 


В силу равенства (1.5), имеем: 


ее: 
; п Фих 2 р В 
Фа) = те", Фь= (р). 
Поэтому из неравенства (2.1) следует (3.3). 
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Очевидно, в случае п =1 и р=2 неравенство (3.3) примет вид: 


ом [Х (<) | < -У = УВ. (3.3*) 
кажем, что в неравенстве (3.3*) знак равенства достигается для нечетной 
ой функции / (2) из класса И/®. 

Имеем: 


И А 2) м Че. 


(2)? У (У)? У 


Полагая здесь { = У х, получим: 


(МИ =)? „Их. 


Ъюда следует: 


(УИ 2) (И =)? 


а 


Уз 


ЕЕ о и Е с Уаз 
2 гы 


= А 
У — и а Уз а}. 
В работе (8) доказано, что 


ыы 


а 
2 


‚довательно, 
Я г. 
2 ж\2 
АВ = 4 (3=) == (= 
Вычислим значение |} (5)]| при х = 0. Очевидно 
У27? чп ух — 2 яп ух -- 2ух с03 Ух 


р й 
а) =ех- 28 


Рзтё — 291 Е- 21603 
13 Г 


Нт |} (Е) | = УВ 
1—0 {—>0 
Применяя правило Лопиталя, находим: 
У (0) | = бщ Я =З. 
1—0 


‹им образом, 


Г ®)|=У 


е. неравенство (3.3*) превращается в равенству для функции {о (2). 
авенство (3.3) в случае р=2 доказано в нашей работе (“). 
Заметим, что если в неравенстве |(3.3) формально положить р = со, 
толучится неравенство С. Н. Бернштейна (0.1) для п =1. 
Следствие 3. Для коэффициентов Тейлора ап (п == 0, 1,2,...) целой 
кции }(2) из класса Й?, где 1<р<.2, имеет место нераеенство 


ао, 


ты 
12| < Аи (ир-Е Г РИ: 3.4) 
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Неравенство (3.4) непосредственно следует из неравенства (3.3). 

Следствие 4. Если су, с1,..., Си — произвольные комплексные числа 
и а, а1,..., @»,... — коэффициенты Тейлора целой функции ](2) иг 
класса И’? где 1 т <2, то имеет место неравенство 


[5 |< се} 2 И 3.4") 
в РР 


Неравенство (3.4*) непосредственно следует из неравенства (3.4). 
Следствие 5. Если 


со 
Ге) = Зале (1<р<2) 
=0 
и В,, В. — любые действительные числа, то имеет место неравенство 


лед] < ()* АЛЬ. > 


вен 


(3.5) 


Е 
. Е)! ир + 1? 
В самом деле, имея в виду, что 
Ва 
да = я тв — ВЕ, 
В 
и пользуясь неравенством (3.4), мы получим неравенство (3.5). 
Заметим, что в случае В, = — В» = — В (В >> 0) неравенство (3.5) примет 
ВИД: 
1 р 
( УР < в" 
| 7 а=| < 28() И, у, 659 
—вВ 


то (2т + 1)! (2тр + 1)Р | 
Следствие 6. Если } (2) ЕЙ’? (1 <р<2) и 0<в<-—, то имеет 


Место неравенство 
У@е+5)— (2—3) < 28-1: : (> у. (3.7) 


Доказательство. `Положим 
к®= (2—5) (2+1), 
Тогда функционал /(/) примет вид: 
по) 
Далее, в силу равенства (1.6), имеем: 
а, 


ро оби НВ ; 
= е*(е? —е: 3) = Зее аш". 


ТЕТРА ААСЗИРАЗНИНИ ЗЕНИТ ТИ 
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Отсюда находим: 
У 
Фь=( \ 


Таким образом, из неравенства (2.1) следует, что 


е!х Эры ва 0 ( |5 р 4) < 2 т №) 


|+ В) —1(#— #)| <=). 2.2. (2) 


Итак, неравенство (3.7) доказано при условии 1 «<р<2. Если в нем 
рмально положить р= осо, то получится следующее неравенство 
Н. Бернштейна [см. (2), стр. 442]: 


В В 7 УВ и 
|/(=+5)—/@—3)| «25%. шах |7). (3.8) 
Это неравенство дополняет неравенство С. М. Никольского [см. (?)]: 
у У п | п 
_шах |7(2)1 < $ вор |1 (2+ 2)—/(+—$)|. — 659) 


Напомним, что если 


(2) = = \ еме ф (и) ди, (3.10) 


ва. 


функция 


(г) = = } (1310 и) м2 ф (и) аи (3.10*) 


зывается сопряженной с функцией ] (2). 
Следствие 7. Если }(2) — целая функция из класса И’), то для 


икции 7(2), сопряженной с }(2), имеет место неравенство: 


У 
шах |7(2)1< (+)? МЬ (3.41) 
д 1<р<2. 
Доказательство. Положим 
15 
КО==, 


‚5 может иметь значения +1 и — 1. В этом случае из формулы (1.6) 
‚дует, что 
Ф(и) =. — ем, 


== 


#5 46 
ис ы 
Е в. 


евидно, если положить 6 = $101 и, то из равенства (0.4) получим: 
== ее (Ев и) е%*-ф (и) ди = 7 (2). 


Далее, в силу теоремы 1, при любом р (1<р<_2) имеет место 
›авенство: 


и 
р 


МЬ-ФЬ, 


= 17(@®) |< (2=) 
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где 


|= 


У 1 
Фр = (\ |1 310и ей Ра)? = (2%) 2; 
Итак, неравенство (3.11) доказано. 
Очевидно в неравенстве (3.11) функции }(7) и 7 (+) можно меняте 
местами, т. е. мы одновременно имеем: 
1 
шах |/(2)| < (>)? и «р<2). (3.12 
—<ю<х<<® 3 


Следствие 8. Если целая функция }(2) принадлежит множеству 


И’? 4 <р<2), то при любом вещественном х имеет место неравенство: 
1 


2% г(Р") * 
|2 &) +7 @2—=) «а ЦЕ Иь (3.43 
(>) 


при 1<р<2. 
Доказательство. Положим 


к®=(—=— >) +( —2 +5). 
Тогда функционал / (7) примет вид: 
70 = (=+%)+/2-2). 
Далее, в силу неравенства (1.6), имеем: 


пи пи 


: пи 
) = де\х с08 —. 
су 


Ф (и) = еж (е УЕ ао 


Отсюда находим: 


ЮФЬ=2( } [55 22 " 


р к 1 
орт ЕВ 
)?=2 2( сов 5. аи)? = 
2 
0 


Имея в виду, что 


СОБР = —. 


®.— а 
> 

их 
м-) 
[52 

77 


получаем: 
В РНЕ ь 
= 


Таким образом, из неравенства (2.1) следует неравенство (3.43). 
Заметим, что неравенство (3.13) остается в силе и для разности 


в 
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В этом можно убедиться, выбирая функцию К (5) в виде: 
КО (2-2) (аи). 


ре. 9. Если целая функция }(=) принадлежит множеству 

р 

(1<р<2), то при любом вещественном х выполняется неравенство: 
1 


2 = В 
Иен) 7% < 4)". Е МЬ. — 44) 


пИт г(2+ =) 


Йй 


Доказательство. Очевидно 


Це) + е+3)] =@+=)+/8)|< 
<! (+ а У ие =) +]. 


2+ =) —1@)|=||/ 


Отсюда, в силу неравенства (3.13), следует неравенство (3.14). 

М. Г. Крейн (10) показал, что при определенном условии непрерывная 
нкция 1(Й(—у<Е< у) допускает представление в виде интеграла 
‚рье — Стильтьеса: 


1 (2) = \ ети до (и), (3.15) 


‚› (и) — функция ограниченной вариации [см., например, (5), 


›. 169—173]. 


Пусть целая функция / (2) принадлежит множеству И’) (1% р<2), 
-довательно, допускает представление (1.1). Рассмотрим функцию 


У 


ле) = Деда, (3.16) 


в Ф(Е) ЕД, (— У, у) и определяется равенством (2.2). 
Следствие 10. Если }(2) — целая функпая из множества 


2 (1 <р<2) и если непрерывная функция 1 (1) (—у <<») допускает 
едставление (3.15), то для функции }, (т) выполняется неравенство 


шах | (2)1< (3)? (уго) 7 (3.17) 


—©ю<х<® 


# 1 <рх2. 
Доказательство. Положим 


КО=Е@ (< —фу<Е<У. 
гда из неравенства (1.6) получим: 
Ф( =т(0 =. (3.18) 


В силу (3.18), из равенства (1.5) находим: 


У 


0 = \Фозфе = тд =) 


= у 
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Кроме того, в силу (3.18), имеем: 


У 


1 у в } 
ФЬ= (\ ФР)" =( Итера). | 


= 51 


Отсюда, на основании обобщенного неравенства Гёльдера, выводим: 


Фы-РЬ=( {| \ смо (в) Рав)” < | 


[>> у Я. 1 

< \ |4 (и) | ( 4)? = (25)? . (уаг о). 

Таким образом, из неравенства (2.1) следует неравенство (3.17). Пусть, 

в частности, 
то = \ г еим 4%, (и) (—у<Е<у, |=|=1), | 


—с< 
где в, (и) — неубывающая функция ограниченной вариации. 
Легко видеть, что 
уаг, (и) = [1 (У) | 
и, следовательно, неравенство (3.15) примет вид: 


шах |/4 (|< (1) МОИУЬ (3.19) 


Полагая здесь формально р = со, получим неравенство М. Г. Нрейна 
[ем. (1°)]: 
_ шах |/ (8) |<ИТО!- шах |7. (3.20) 


<х< 


Нетрудно заметить, что в этом неравенстве функция / (2) = се’? является 
экстремальной функцией. 

4. Благодаря следствию 1 теоремы 2 мы можем доказать более общее 
утверждение. 

ТЕОРЕМА 3*. Если О р<2ир’>р, то для целой функции } (2) 
из класса \’? имеет место неравенство: 


аа 
Мы < (>) #1. (4.4) 
Доказательство. В случае р’ р, где 1 <р<.2, имеем: 


со со 


И = УР = | УР-я разг < 


—< —< 


*,Примечание при корректу-ре. ` Для случая р>>2 следствие 1 и тео- 
рема 3 могут быть дополнены: 


ый Е 
Если } (2) 6 У’ (2>2), то шах | Иез (чтр [ (=) ||› (дополнение к следствию 1); 


| те | 
Бели 2 < р р’ оо, то || (2) | = ы} 2” |9 (#) ||› (дополнение к теореме 3). 
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< (пах |/(2) |”? \ | /(е) Раз < (шах | /(2) |2] 7. 


—© 


Отсюда, в силу неравенства (3.1), следует, что 


а и р’—р р УР р’ 
Е < (;-) ® ИЕ, = (+) > МЕ. 
звлекая корень степени р’ из обеих частей последнего неравенства, 


›лучим (4.1). Неравенство (4.1) является уточнением неравенства 


М. Никольского (0.3). Очевидно вместо абсолютной константы 2 в нера- 
1 1 


А 7 
‘нстве (0.3) мы имеем константу (=)? СЯ 


ТЕОРЕМА 4. Если 1 <р<2 и рр, то для любой производной 


” (1) (п=1,2,...), где 1 (2) 6", имеет место неравенство: 
х В 1 т 
М < кар ор” >Я, (4.2) 


НЫ Очевидно, если 1 Зр<2ир’>р, то 


ры = | и (+) |’ и в в (2) | | 4х < < (шах | о (1) |7’ —р. .| 2” (2) 2). 


ка, в силу неравенств (0.2) и (3.2), следует, что 


И 


МОЕ «ЕР ОГ? >И 


‚влекая корень степени р’ из обеих частей последнего неравенства, 
лучим неравенство (4.2). 

Заметим, что если мы напе шем’ неравенство (0.3) для Г” (х) (дна 
затем воспользуемся неравенством (0.2), то получим: 


ЕО 
2" |. (4.3) 


евидно, неравенство (4.2) является уточнением неравенства (4.3). 
ТЕОРЕМА 5. Если 1<р<2, р’>р и целая функция ](2) из класса 
7) удовлетворяет условию |/|ь <1, то для обобщенного модуля непре- 
вности 


и ри, (+3) 16-3) 


сет место неравенство: 


а: 


= 1 

мы 

@р’ (1; В) < < (2 т ь) . 5 [=)* 

‚ Доказательство. При р’> р имеем: 


[ов = 


са Ге -е-ЭГ Ио ЭГе< 


бе В > 


зи /е+ 76-е) Це 3) 


<< в 


а ы 
Р [вр (/; В. (4.4) 


7> 


ый Даби 
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В силу неравенства (3.7), отсюда следует, что 
: $ Е 72’—Р 
о (7; ВР < [21% . (+) 17Ь] р; ВР. 


Извлекая корень степени р’ из обеих частей последнего неравенства, 


находим: 
ПЕ 1 р 


ву В < (21) ”. ОР д. 


Отсюда, в силу условия |/|› < 1, следует неравенство (4.4). 


Институт физики и математики Поступило 
АН Азерб. ССР 7. Ш. 1958 
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‚ РОСТЕ СПЕКТРАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В статье изучается влияние поведения функций р (5) и 9 (2) в правой 
окрестности точки 1 =0 на рост при ^-> -{- со спектральной функции 
дифференциальной системы: 


— 9" (2) +9 (2) у(1) —№Фу(®*) =0 (0<=<Г< о), 
у (0) =т, у(0)=п. 


Введение 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 
— У (2) + 9(2) 9(2) — №(2)у() =0 (0%3;<6<0), (1) 


’р(1)>0 и 9(1) (0<л< Г)- вещественные измеримые функции, 
имируемые на любом отрезке [0, И, где 0 <1< Г. Всюду в дальнейшем 
ем считать эти условия выполненными. Тогда неубывающая функция 


М(®) =\2) 48 (0<2<0) (2) 


ожительна и конечна при любом тЕ (0, Г). 
Функцию и(2) (0 < т < Г.) назовем решением уравнения (1), если она 
вет абсолютно непрерывную первую производную и если равенство 


— и” (2) + 9 (т) и (2) — № (2) и (2) =0 
ет место почти всюду на [0, Г). 
Обозначим через Ём гильбертово пространство всех М-измеримых 
кций /(х) (0% х< Г), имеющих М-суммируемый квадрат на [0, Г), 
ерез [м — множество тех функций из См, которые равны нулю в не- 
горой левой окрестности точки х = Г, своей для каждой функции. 


Пусть и (5; ^) — решение системы 


— 9" (2) + а(з)у (2) — №2) у(®) =0 (0%=< 0, 


у’ (0) =т, у(0)=п (шт=Шпт=0; т? + п? + 0). (3) 


Неубывающая функция 
т (^) =*(\—0) (2-<<^«о; *(0) =0) 


ывается спектральной функцией системы. (3), если отображение 0: 
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/—>Е, где Г 6Гм, 
Г, 
Е) = \/@) и; ам @) (-®<^<), 


0 
0 
есть изометрическое отображение пространства Ём в гильбертово прострав: 
ство [+ всех <-измеримых на (— со, со) функций, имеющих т-суммируемы 
> 0 
квадрат, т. е. если для любой функции /6 Гм имеет место равенство 
1 


ИИ 0 


М. Г. Крейн показал, что если *(^) — какая-либо спектральная функ 
ция системы (3), то в, том случае, когда`п -='0, интеграл 


| 4 (>) __.* 4 
р ЛЬ 


сходится при = 4 и расходится при а =.0, а в том ‘случае, когда п = 0 
интеграл (4) сходится при х =2 и расходится при ® =1. 

В настоящей работе будет доказано, что множество вещественн 
значений «, при которых сходится интеграл (4), определяется поведение 
функции М (5) (и, следовательно, р(2)) в правой окрестности точки х = 0, 
а именно, будет доказано следующее предложение. 

.- ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Если * (^)— спектральная функция системы (3) 
то для сходимости интеграла (4) при некотором вещественном а необх 
димо и достаточно, “тобы. при п Е 0 сходился интеграл 


(,. х 


й зе 
(ме) аз) На. 
г ото 4 
а при п = 0 — интеграл . 
в С | 
&—2 | 
\ (\ 5 ам()) аМ (+) (5) 
оо | 
хотя'бы пу одном (а следовательно, при любом) значении 16 (0, Г). 
‚Если, в частности, | 
опа мае 
х5 28 хХы Я 


*`Сходимость` этого интеграла характеризует поведение функции т (Х) только 
при Х-> +-со. Действительно, как: ‘известно [см. (4)], 
0. т, 
| ехр (ИГ [2) 410) < ® при 0<#<2\ 6 (2) ах. 
оо о 
Поэтому интеграл (4) сходится при тех и только тех вещественных значениях а, 
АЙ 
Та. 
Отметим еще, что последний ‘интограл сходится при тех и только тех значениях 
со 
(о 
а > 0, при которых сходится интеграл \ 0) ал. 
ла | 
1 


при которых сходится интеграл 
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(как нетрудно видеть, при п -Е 0 интеграл (4) сходится тогда и только 


а, когда >, а при п = 0 — когда «> т. 


{ак показал В. А. Марченко (8), при М (5) =х ип=1 
а И 
<) = 28 +003) (оо), 


хорошо согласуется со сказанным выше (см. сноску на стр. 3). 
‚Заметим, что система (3) эквивалентна интегральному уравнению 


п та + \(@— 965) 40) —^ \(#— 5) у) ам 6) 0<=<1), (6) 


-М (х) — неубывающая на [0, /.) функция, определенная равенством {2), а 


0(#) =) 052<0) 
0 
вещественная функция ограниченного изменения на каждом отрезке 


'Й, где 0<1<Г, причем обе функции абсолютно непрерывны. 
гвязи с этим спектральную функцию системы (3) можно назвать спек- 
льной функцией интегрального уравнения (6). 

`Теперь понятие спектральной функции может быть обобщено на тот 
‘чай, когда М (2) (0% х< Г; М (0) = 0) есть произвольная (а не только 
юлютно непрерывная) неубывающая функция, а 0(1) (0<%5<Г)— 
‚извольная вещественная функция, имеющая ограниченное изменение 
‘каждом отрезке [0, |, где 0<1<Ё. Основная теорема распростра- 
тся и на этот случай, если дополнительно предположить, что 
*) > М (+ 0) =М (0) =0 при любом хЕ (0, Г), а интеграл (5) заменить 


егралом 
х—0 хо &—2 


(} 549465) \ зм(8)) * ам (9. 


Основная теорема в этом общем виде является уточнением полученных 
чи ранее результатов [см. (?)]. 


$ 1. Некоторые факты теории дифференциальной системы (3) 
в случае 9 (х)=0 


В этом параграфе будет приведен ряд фактов, заимствованных главным 
азом из работ М. Г. Крейна. 
1. Пусть ф(2; №) и $(5; ^) (0 << Г.) — решения дифференциального 
внения 

А (0<;< п, (1.1) 
еделяемые условиями: 

ф (0; ^) =1, $х’(0; Х =0, ф(0; х) =0, $’ (0; №) =1. 

Нам понадобятся в дальнейшем некоторые свойства функций ф(х; ®) 
(г: №). 
Отметим, прежде всого, что при 0% 2<Ё 
; ЮУ (2; )-Ф' (а; фа; №) =Ф(0; №)" (0; ХФ (0; ®)$(0;^) =1. (1.2) 
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Нетрудно. убедиться, что функция ф(2; ^) представима в виде 


(5) = (2) — №. (®) 4 №6, (@) — (а) +---, (1.3) 


где 
х 8 


9% (2) =1, Фыы(@) = \(\9 (дам (0) 45 (0<=<пт-=0,1,2...), (14 
функция ф(х; ^) —в в. 


ф(2; ^)'= фо (2) — *ф, (2) + №» (2) — №34: (2) ..., (1.5) 
где 


ф (в) =2, ыы (а) = (4. (0ам (0) 45 (0<=<4пт=0,1,2,...), 
кк (1.6) 

‚а функция Фф’ (5; Х) —в виде 
ф (2; №) = $, (2) — *$, (2) - №, (2) — *39, (2) +.... (1.7 

Как легко следует из равенств (1.4) и (1.6) и из того, что АМ (5) = 
=р(1)4х, где р(х) > 0, 
$; (2) > 0, $,(2)>0, $,(2)>0 при 0<з<Е (1=0,1,2,...) 


$, (0) =$,(0)=$.0=0 (=4,2,...). 


Легко показать [ем. (*), стр. 266—269], что функции $(х; ^), о 
и ф (2; ^) при фиксированном 26 (0, Г.) являются детерминантами Фред- 
гольма нагруженных интегральных уравнений с положительно определен 
ными ядрами. Поэтому имеют место представления: 


$(2; №) = = в) ф (2; => т)» 


те (1.8 
гео) 
1 
где ^; (2) > 0, у, (2) > 0 и цв; (1) > 0 — корни этих функций. | 


Заметим, что, как следует из `(1.8) и (1.3), при 2> 0 


1$(5; —2) (+5 ей. < я 2 фи (2), 
откуда получаем: | 
ф(х; —2) < е 2) (>0; ОЗ а=Ь. (1.9} 


Аналогично, из (1.8) и (1.7) вытекает, что 


} 


Рак ® (1>0; 0«2<8. а. з 
и того, из (1.3) и (1.7) и неотрицательности функций ф, (2), фо (5), ..- 
‚ ф (2), ф. [еее следует, что при 2>0и О%х<Ё 
$(2; —2) >14. (>21, ей 
фед >. (4.12) 
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2. Функцию комплексного переменного ©(2) будем относить к клас- 
| (В) в том и только в том случае, когда она определена и голоморфна 
Пип 2-Е 0 и удовлетворяет требованиям: 


© (2) = (2), 
Ш О (2) 1220 (2-0). 
М. Г. Крейном дано описание множества всех спектральных функций 
отемы 
— У (2) — № (2) у(2) =0 (0%;<1, 
У (0) =0, 90 =1, 
> 1< ГД, а именно, доказана [см. (5)] следующая теорема **. 
Если © (2) принадлежит классу (В) или вырождается в бесконечную: 
танту, то функция 
ф' (1; 2) © (#2) +41; 2) 
К (2) = опыте 9 ое 
надлежит классу (В) и допускает единственное абсолютно сходя- 
еся представление вида 


ОИ 


в(а= т (2+0), (1.14) 


=. 
(№ =т(\—0) ([—-<<^<ою; *(0) = 0) — некоторая неубывающал: 
Рнкция. Совокупность всех полученных таким образом функций *()\)! 
„падает с совокупностью всех спектральных функций дифференциальной 
стемы (р, [; 0,1). 
$ (1; 2) 
Ф (1; 2)’ о 
(2) == 0, голоморфна при 26 [Х., со), где № = № (1 (> 0) — наименьший 
рень функции $ (1; 2). Поэтому соответствующая спектральная функция! 
{^), в силу формулы обращения Стильтьеса, не имеет точек роста при. 
< ^, и, следовательно, 


а аыб бры 


Функция 


которая получается в правой части (1.13) при 


ункцию т, (^) = то (^— 0) (то (%,) = (^, —0); то (0) = 0), определенную” 
им равенством, будем называть главной спектральной функцией си- 
емы (р, 1; 0, 1). 
Из (1.2) и (1.11) следует, что при 2> 0 
| $ (2; —2) ] ыы 1 


$ (2; —2) |  9(;—9’ 


* Такое обозначение мы будем применять для системы типа (3), если 4 (2) ==0; 
и этом на первом месте будем указывать функцию р(2), на втором — правыи' 
‘нец интервала, в котором рассматривается дифференциальное уравнение, а затем 
сла т и п. 

** В работе (5) эта теорема формулируется иначе. Однако, как легко видеть. 
и. (4), равенства (1.16) и (1.17)], из равенств Фо (=) =1 и 4о (2) = < следует, что 
ф' (1 220 (2) +4; 2 _ &а-+о@) + 612) 
$7 (1; 90 ()++(2) ГР) а+0(@)) + 2:19’ 
так как из принадлежности одной из функций О (2) и (+ О0(2) классу (Е) выте- 
ет принадлежность другой, то теорема 1 работы (5) влечет формулируемое здесь 
‚едложение. 


$ (0; —2) 
$ (0; Е 


а так как ‚ то 


1 
$(1; — 2) _ \ ах 
$(1; —2) 39 (8; —2) а 

0 
Таким образом, если х,(Х) — главная спектральная функция системы 
НО: то 
1 


У К °0) (2>0). 19) 
} | 


ф? (5; — 2) - 2 


1 


Как известно [см. (4), $ 1 и 3], при фиксированном 2(Ги2_>> 0) точка 


ф' (1; )Е-+$(1;2) 
Ф’ (2) Е-Ф (1; 2) 


с изменением Ё от — со ДО со описывает против часовой стрелки границу 
круга К, (1, 2), лежащего в верхней полуплоскости. Отсюда следует, что при 
Чт2.> 0 правая часть в (1.13) принадлежит кругу К, (1, 2). Таким обра. 
зом, когда функция *(^) пробегает совокупность всех спектральных функ 
ций, число В (2), связанное с *(^) равенством (1.14), принадлежит К, (1, 2). 
Отметим, что радиус г: (1, 2) круга К, (1, 2) [см. (4, $ 1] определяется 


равенством 
1 


г-1(1, 5) = 2 = ($ (; 2) |?аМ (2). (1.16) 
0 

3. Для системы (0,1; 1,0) описание множества всех спектральных 
Функций усложняется. Имеет место следующая теорема. | 
Если О (2) принадлежит классу (В) или вырождается в бесконечную 
жонстанту, то функция 
‚› ___ $’ (1:29 (2 + $0 2) \ 
и ТЕТЕ (1.10 
принадлежит классу (К) и допускает единственное абсолютно сходязцееся 

представление вида 


а: (- о —:)4 0) (120), (1.18) 
‚где с — вещественная константа, зависящая от выбора &(2) 6 (В), а =(*) = 
=1(^ —0) ([—-< <^< о; *(0) = 0) — неубывающая функция. | 


Совокупность всех полученных таким образом функций т (^) совпадае 
< ‘совокупностью всех спектральных функций системы 


2) —№@у@ =0 (0<=<), | и 


У (0) =1, у9(0)=0. 


Функция — О, которая получается в правой части (1.17) пр 


52 (2) ЕЕ со, голоморфна при 26 [и, со), где ш = в (1 (>> 0) — наименьш 
корень функции ф’ (1; 2). Поэтому соответствующая спектральная функция 
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|) ‘системы (р, 1; 1, 0); которую. мы будем называть главной, не имеет 
ек роста при — со <) и, как следует из (М. 1 и (м 18), 


(1; 2) ^ й ул 
тт у (7; 5 ош | (- ВО И аи —)4ч (^) (2Е|шь оо). — (4.19) 
: Е - ва 


пложив здесь 2 = 0, получим, что 


о С =: ца >) а (). 


№ 


* (1; И — 
мя у о. о = нь, 2 (26 [, оо)). (1.20) 


Ма 


| `Учитывая, что функции $ф(5; ^) и ф(5; №) удовлетворяют дифференциаль- 
у уравнению (1.1), получим, в силу (1.2), что 


ее о 
[$ (5; ==] = Ра; — 2) (0 < с: о. 


гак как $’ (0; —2 =. 0 


1 * 
$' (8—2) ее —% 
ЕЯ к 6—0) 
\ 3: 


(1.20) и последнего равенства’ вытекает, что 
Г аме ‘оао. 
ея ге р о Х 
етеяв= хоча @2>0, о. 
0. р Е 
Когда 2>>0, точка 
__ ®' (Еф (1 2) 
У (ВЕНУ (12) 
я изменении { от — со До со описывает против часовой стрелки гра- 
цу некоторого. круга Ко (, 2), лежащего в верхней полуплоскости. 
этому при ш2`>0 правая часть равенства (1.17) принадлежит кругу 
(1, 2). Радиус го (1, 2) этого круга определяется равенством 


1 
кт (1,2) = 21 \ |4 (2; 2)|?аМ (+). ‚:* (1.22) 


* В общем случае, указанном в конце введения, функции ф’ (2; ^) и $' (2; ^) 
ют скачки в тех же точках, что и функция М (2), в остальных точках они не- 
рывны, а последнее равенство приобретает вид 


ыы АМ (=). 


и") те -яу@+0 2’ 
0 


, конечно, функция М (2) непрерывна при 2 =, о и объясняются измене- 
‚ получающиеся в основной теореме при гереходе к общему случаю. 
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$ 2. Два ‘важных нредложения © росте спектральных функций 
систем (р, #; 0, 1) и (р, 1; 1, 0) 


В этом параграфе ‘будут доказаны две теоремы, из которых стане 
ясно, что множество значений а, при которых ‘сходится интеграл (4 
где т(\) — спектральная функция системы (0, [11,1 — 8) (Е =0, 1), зависи 
лишь от числа #(1 = 0, 1) и поведения функции р(5)в сколь угодно ‘мало 
правой окрестности точки х = 0. Это будет следовать из теорем | и 1 
если мы учтем, что, согласно определению, всякая спектральная функци 
системы (р, [;1, 1—9) (1 =0, 1) является спектральной функцией систем 
рат, те 92 

Для доказательства теорем 1; и 1› мы воспользуёмся следующим дока: 
занным нами ранее предложением [см. (3), теорема 1] об интегральны 
представлениях функций класса (К). 

ТЕОРЕМА А. Для того чтобы функция }(2)6 (В) допускала абсо 


лютно сходящееся представление 
со 


ао | (+4) (па 0), (2.1 


—© 


где а — вещественное число, а т(\) =т(^ — 0) — неубывающая функци 
такая, что при некотором &«(0<а<2) 

С ат (^) 

—_ со, 

ХР < 


—© 


необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 
со 


к 49 < оо. 
ы ы 
ТЕОРЕМА Г *. Если хотя бы одна из спектральных функций т, (№ 
системы (р, [; 0,1), где О<1< Г, такова, что 


е Чт (^) ыгд. 
Г И р оо" (и== 0), 2 


то для любой спектральной функции т. (Х) этой системы 


А | 
т Е (2.3) 


Доказательство. Как следует из сказанного во введении, при 
&>.1 утверждение теоремы тривиально, а при «<. 0 не может выпол- 
няться условие теоремы. Итак, пусть О<а<1 и пусть В, (2) и В, (2) — 
функции, определенные равенствами 


во} 5329, ъе=( 9 (шо). 


* Номера предложений, относящихся к случаю п +0, мы будем отличать инде- 


ксом 1, а номера предложений, относящихся к случаю п = 0,— индексом 0 (см. сно- 
ску* на стр. 261). 
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Мм 


гменив теорему А* к функции В; (2),. получим, согласно (2.2), что 


Е — 


Е (2.4) 


1 


и В, (2) и В,(7) принадлежат кругу К,.(1, Н) радиуса г’ (1, #7). 
вещественности ^,(7) (7=1,2,...) в представлении (1.8) функции 
2; К) следует, что д 


|$(2; )[21 (>90). 
гда формула (1.16) дает: 


о О 
им“ (>0. 
сказанного выше и последнего неравенства вытекает, что 


° 1 (9) — ВИ М 


‘следовательно, 
[То А, (#0) — Ша А: (#0) < = М-* (0. 


‹Учитывая (2:4) ито; что. > @,. получим отсюда: 


со <о со 

° па Аз (2) 1 Е, (М) Й Я) 
>, 
и 1 1 


эва применяя теорему А, получим неравенство (2.3). 

Теорема доказана. | 

ТЕОРЕМА 1. Если хотя бы одна из спектральных функций т, (^) 
темы (р, 1; 1, 0), где 0<1<Ь, тамова, что 


Г 4) . 
ня (па = 0), 


—© 


= Мы имеем право применять здесь теорему А, ибо, если функция }(2) 6 (П) 
ускает абсолютно сходящееся представление 


Пень | т) ша, 6 


>— вещественное число, а. т(^) =т(Х — 0) (1(0) =0) — неубывающая функция, 
она представима и в виде (2.1), причем в обоих представлениях фигурирует одна 
в же функция т(^). Действительно, из абсолютной сходимости интеграла в пра- 
‚части (*) вытекает абсолютная сходимость интеграла 


фо ме 
\ аа # «о. 


—со 


3 


тому положив ЕТ. +, получим из (*), что 


ра + П (емо. 
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то для любой спектральной функции <. (^) этой системы 


С ат (^) 
ы Е 


Доказательство. Из сказанного во введении следует, что в До 
казательстве нуждается только тот случай, когда 1 <«<2. 
Как следует из п. 3 $ 1, существуют два вещественных числа с: и & 
такие, что значения функций 


Во ч- ере рар 


Видны + | (- + =) 4+) 


—< 

принадлежат кругу Ко (2, 2) при любом 2 из верхней полуплоскости. 
Учитывая равенство (1.22), определяющее радиус круга Ко (1, 2} 

и представление (1.8) функции ф(х; ^), убедимся при помощи предложе- 
ния А в справедливости теоремы. 


8 3. Доказательство основной теоремы для систем (р, Г; 0, 1). 
и (р, Г; р 0) 


ЛЕММА 1. Каковы бы ни были числа В6 (0,1) и 0>>0, найдутся два 
таких конечных положительных числа О, (В, 6) и О. (В, 6), что при Х>. $ 


Р: (В, 0) 42 .2» (8,6) 
Аа <} = К 


Доказательство. Произведя замену 2 =, получим: 


со 
1 а ` 
ат не ее {3.9 
7х З 
При 0<%В<! 
Г д 
вез <, 
а так как и функция положительна и > >0`>0, то 
со . со й 
И 
°` т 


Обозначив первый интеграл в (3.2) через . у (В, 0), а третий — чере: 
О: (В, 0) и учитывая равенство (3.1), получим утверждение леммы. 

` ЛЕММА П,. Если 0<1<Т, то для любого ВЕ (0, 1) найдутся два 
таких конечных положительных числа С, (В, 1 и Са (В, 1, что пр 


055<1 
О) <} да. 09а) 
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‚ Доказательство. Из неравенств (1.9) и (1.11) вытекает, что 


2 74 5 
а аа 
ара, 69) за; — 2) и 28 (13+ 2, (2)? в 


к как $, (2) — неубывающая функция, то из замены 2$, (2) = и следует, 
‚› при 0<%<х</ 


р С кой т а 
] зато 916 › ем У} ак (3.4) 
. Ф1(х Ф1 (1) 
И. = С В—1 г ди Е 
ложив 
В 4и ы ди 
С; (В, д Ыб ееН * С. (В, ее 


Ф1 (1) 


тучим из (3.3), (3.4) и (3.5) утверждение леммы. 
‘'ЛЕММА По. Если 0<1<Г, то для любого ВЕ(0, 1) найдутся два 
ких конечных положительных числа &, (В, 1) и &, (В, 1), что при 0<х<1 


< 8, В, фр 


8, (В, 1) [ф, Аа < т Ее 


‚Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы Ш, 
ько ‘вместе неравенств '(1.9) и (1.11) нужно использовать неравенства 
10) и (1.12). 
'ГЕОРЕМА П.. Пусть *(^) (= ®<^« оо). — какая-либо спектральная 
чкция системы : 

-"®—№фуф=о ©0<2< 1), а 

у’ (0)=0, у0)=14; 

еоа интеграл 


ЕТО 3.6 
тар ее 


дится при тех и только тех вещественных значениях «, при которых 
дится интеграл 


( М (3) аз)" ах 


пя бы при одном (и, следовательно, любом) 1 (0, Г.). 

‚Доказательство. При «< 0 интегралы (3.6) и (3.7) расходятся, 
ри «> 1 сходятся. Для интеграла (3.6) это следует из сказанного 
введении, а для интеграла (3.7) это легко усмотреть непосредственно, 


0< М9 <М (= 0<#<). 


Осталось рассмотреть лишь случай, когда 0 << 1. 


Пусть [1 — какое-либо число из интервала (0, Г), а то (Х) — главна 
спектральная функция системы (р, [; 0, 1). Так как *(^) является спект 
ральной функцией системы (р, Г,; 0, 1), то, как легко следует из определе 
ния спектральной функции, т (\) является спектральной функцией систем: 
(о, 1; 0, 1). Поэтому, согласно теореме 1, интеграл (3.6) сходится при 
и только тех значениях %«(0<«а<\1), при которых сходится интегра, 


| ба = 8 
о Заае’ 


ице №, = № (0—0. 
Как было сказано в п. 2 $1, при 2>0 


з 1 © © , 
ви И ети" 


и, согласно известной теореме о перемене порядка интегрирования [см. (") 
стр. 134], 


8 


Е 279? (т; Е ЕАО (3.10) 


независимо от того, конечны или бесконечны левая и правая части этоге 
равенства. 
С одной стороны, из равенства (3.10) и лемм Ги П, следует, что 
| 
Что (Х 
С, (а, ее Ра о =. (3.16 


№ 


С другой стороны, из тех же лемм и того же равенства (3.10) выте: 
кает, что 
| 
С, (а, 2) ее) а2> > 2, (а, о +5 и (3.12) 
0 А, ы 
Так как числа С, (а, 1), С. (*, 1), О, (а, 1) и О, (а, \\) конечны и положи 
тельны, то из неравенств (3.11) и (3.12) следует, что интеграл 


ты (^) (3.1 


Е 
№! 


сходится при тех и только тех значениях «(0 <«<1), при которых сх 


дится интеграл 
1 


\ 9—1 (2) аз. 


0 


Так как №, >0, то интеграл (3.13) сходится при тех и только тех зн 
чениях &, при которых сходится интеграл (3.8) и, следовательно, инт 
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и (3.6). А так как, согласно (4.4), 
9. (®) = \М (8) 4, 
‚0 
этим. теорема доказана. 
ТЕОРЕМА По. Пусть *(^) (— со <^< оо) — какая-либо спектральная 
кция системы 


— У" (2) — № (2) у (2) =0 (0<=< 1, 
у’ (0) =4, у(0)=0; (р, [; 1, 0) 
Ва интеграл 
С ал (^) 
р А+ | Е (3.14) 


ится при тех и только тех вещественных значениях &, при которых 
дится интеграл 

ых Се 

\(\зам ()) ам) (3.15) 

90 
я бы при одном (и, следовательно, при любом) 16 (0, Г). 
Цоказательство. При я <\1 интегралы (3.14) и (3.15) расходятся, 
ри &>. 2 сходятся. Для интеграла (3.15) это легко усмотреть непосред- 
-нно, а для (3.14) это следует из сказанного во введении. Остается 
‘‚мотреть случай 1 << 2. 
Пусть / — какое-либо числ” из интервала, (0, Г,), а то(Х) — главная 
`тральная функция системы (р, 1; 1,0) (см. п. 3 $ 1). Как и в дока- 
‚льстве теоремы П;, из теоремы [о следует, что интеграл (3.14) схо- 
‚я при тех и только тех значениях © (1 «а < 2), при которых схо- 
‚я интеграл 


о Г 


им образом, для доказательства теоремы достаточно показать, что 
‚грал (3.16) сходится при тех и только тех значениях @а (1«<%«<2), 
‘которых сходится интеграл (3.15). 
Положим 


А А 
‚4 4 
= = = \ т (> и). 


0 №1 
следует из (1.21), 


1 со 
оаМ ааа, (нда 0) 
о = АО (3.17) 


одя из этого равенства, мы с помощью лемм Ги По точно так же, 
при доказательстве теоремы П., получим, что интеграл 


Ре _ 4% 0) Е 
\ т Хх а 
На На 


ится при тех и только тех значениях «(0 <х—1< 1), при которых 


звестия АН СССР, серия математическая, № 2 
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сходится интеграл 
пт 


} фам (з). 
0 
Учитывая, ято интеграл (3.18) сходится тогда и только тогда, когд: 
сходится интеграл (3.16), а также то, что, как следует из (1.6), 


ф! (=) = \ зам ($), 


мы получим утверждение теоремы. | 


$ 4. Доказательство основной теоремы в общем случае , 


1. Возвратимся к системе (3). Докажем сначала основную теорему да 
случая, когда п + 0. Для этого нам понадобятся два вспомогательн 
предложения. ы 

ЛЕММА Ш.. Если п +0, то найдется такое число (0, Г.), что 
любая спектральная функция системы (3) является спектральной функ- 
цией системы } 

(об № =0 (0<х<®) \ со 
У’ (0)=0, У(0)=1, рву 
где % в функция °(Х) определены равенствами: я 


х | 


х=хя-=\ ку <<) (4-4) 
Р(Х) — * (+) (2) (4.3) 
тех а (4.3) 


а 0 (2) — решение системы (3) при Х = 0. 

Доказательство. Так как функция 0?(5х) непрерывна и, согласно 
условию, И? (0) = п*>> 0, то найдется число 1 (0, Г.) и два положитель- 
ных числа К.и К, такие, что при 9% 5<Ь 


К, <0*()<К 


При таком выборе /› интегралы в правых чаетях (4.1) и (4.3) сходятся. 
Будем считать, что переменные х и Х, фигурирующие в одном равен- 
стве, связаны равенством (4.1). Пусть и(х;^) — решение системы (3) и 


Ф( Хх; =Ч 8. 4.4) 


Функция Ф(Х;^) является решением системы (о, о 0). Действи- 
тельно, 


-- = Ф(Х; ^) — № (Х)Ф(х; Х) = 


_— 9 (2, ааа» 
аХ ах ==. & =) № (2) 0“ (2) 5 р = 


= 0 (2) [и (в) + и ри (2 А) — №№ (2) и (2; ге 


СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 2“ 
м ТРНЫХ Сим эм 


и (т; №) является решением дифференциального уравнения системы (3 
7* (2) [0 (2) = 9 (=). .-. 
[Кроме того, легко проверить, что Ф (0; ^) =1 и Ф' (Х; ^) [х=. = 0. 
Пусть *(^) — спектральная функция системы (3). Покажем, что она 
гяется спектральной функцией системы (6, Г; 0, И: 

|Пусть &(Х) 6 [4 (0, ь), где 

й х 

М(х)= \25)45 0<х<В, (4.5) | 


0 


пед =! &(Х) 0(®) при 0 <<, 
| 0 при 4 < 5 < Г; 
ца из (4.1) и (4.2) следует, что 

Г, 1 


% 
172) р (2) 42 = 172) раз = \ в (Х)РРООаХ <. (41) 


(4.6) 


хим образом, / (2) © См. Пусть 
т ь 
Р(^) = | ® и; ам (@ = 


0 


®—Ъъ 


1 (2) и (2; ^) аМ (1). (4.8) 


ласно определению спектральной функции системы (3), 


со Г 
и) р 40) = | [1 (9) (94а. (4.9) 
ЗТЬ ых ° 
р 
ава \ #(Х)Ф(Х; Хах. (4.10) 
0 


(4.40), (4.6), (4.4), (4.2), (4.1) и (4.8) следует, что 
5 


ь 
о Е 0499 еб = | Фи (а р (4 = РО. 
(4.44) 


оме того, из (4.11), (4.9) и (4.7) вытекает, что 
1 


ВО № (ХР (Х)ах. 


Из (4.10) и последнего равенства следует, согласно опредваиейй», что 


) — спектральная функция системы (р, р;0, 1). 

ЛЕММА [ГУ,. Если 0<1< 4, где 1 — число, выбранное 9 докавател»- 
г предыдущей леммы, 1 = Х (1), а функции Х (т) и М (® отрделны 
енствами (4.1), (4.2) и (4.5), то интеграл 


Г(а) = \ (( М (5) 4 Е 4% (4.12) 


8 
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сходится при тех и только тех вещественных значениях а, при ко 
рых сходится интеграл 


СЕ 
в М (5) 25) 2 (4.13 
Е Из ОХ | вытекает, что 
< 0? (2) <Ё, (0<2<14, (4.14 


где К; и ть числа; поэтому из (4.1) следует, что 


9<7=ХО< Жи «о. 


Так как 
Хх 20. 5 
М(Х)= {545945 = (5) 0* 6) до = | 08) 4М © 


то из (4.14) следует, что | 
КМ (=) < М (Х) < К.М (2) (0<=<1<), о (45) 


а так как 
Хх 
} М(5)45 = М), 


то из (4.14) и (4.15) вытекает, что 
х я 
к} М4 < | М (5) 45 < | мое (0<+<1. (4.46 
0 0 
Из равенства 


ТАхХ я ==. г х® _ х р 
\ М (5) 45) АН М (545) т 


и неравенств (4.14) и (4.16) выводим, что при & > 1 


К: "Кь “1 (о) < Г(а) < Ку "Ку Г (а), 

а при`о <1 | 

КК Рок. Па. 

Отсюда вытекает, что интегралы (4. 12) и (4.13) одновременно конечны 

или бесконечны. Лемма доказана. | 

ТЕОРЕМА Ш.. Если <(^) — спектральная функцая системы (3), где 
8-0, то интеграл 

} 44 (^) 

АЕ 


(4.17) 


влодитися при тег и только тет вещественных значениях а, при которы 
входится интеграл | 
. 

$ | 


1 М (5) аз)" "4 


а 


НИИ ЧИНЕЧН 


зотя бы при одном (и, ай при. любом) 16 (0, Г.). 
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Доказательство. Пусть 0<1<Ц, где № — число, существование 
‘оторого доказано в лемме Ш, и т()\) — спектральная функция системы 
3). Так как функция т (^) является спектральной функцией системы (3), 
о, согласно лемме ПТ, она является спектральной функцией системы 
6,6; 0, 1) „Поэтому из теоремы П. вытекает, что интеграл. (4.17) схо- 
ится при тех и только тех вещественных значениях &, при которых 
ходится интеграл (4.13) и, согласно лемме ГУ., при тех и только тех @, 
ри которых сходится интеграл (4.12). Теорема доказана. 

2. Докажем теперь основную теорему при п=0. Как и в случае 
‚= 0, нам понадобятся две леммы. 

ЛЕММА Шь. Если п = 0, то найдется такое число № Е(0, Г), что 
юбая спектральная функция системы (3) является спектральной функ- 
цией системы 

—У"(Х) — ^р(Х)У(Х) =0 (0<х<,, (РТ: 4,0) 
У’ (0) =41, `У(0)=0,. 


де | и 2(Х) определены равенствами: 


х=х®=( т (0<#<1,) (4.18) 
р(Х) = *(2)в (2) (0<2<,), (4.19) 
1% ь 
р — Х (6) = | и ) 


| У (2) — функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению (1) 
[ри Х = 0 ши условиям = 
У (0) =т(= 0), У’(0=0. 


Для доказательства нужно выбрать /» так, чтобы на отрезке [0, 4] 
}ункция У (1) не обращалась в нуль, рассмотреть функцию 


Ч”; =4Р (0<х<®), 

ще и (5; Х) — решение системы (3), и показать, как и`в доказательстве 
Эммы ШЬ, что функция 9(Х;^) удовлетворяет: системе (р, [; 1,0) и что 
Кобая спектральная фувкция системы’ (3) является спектральной фун«цией 
истемы (т, 1; 0, 1). 

| ЛЕММА ТУ... Если 0<1< Ц, где 1 — число, выбранное _ при одоказа- 
ельстве предыдущей леммы, 7= (0, а функции Х (2) и р(Х) опреде- 
ны равенствами (4.18) и (4.19), то интеграл 


х 


(6 ам (8) * АМ (2) 


родится интеграл 


Хх Я 
( | бам (5)) ам (Х), 
0 


© __—>- 
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где 


Доказательство аналогично доказательству леммы ГУ!\. 
`’ ТЕОРЕМА ИЕ. Если *(^) — спектральная функция системы (3), где 
п = 0, то интеграл 


[> =) 

\ @* (^) 
1+ | [° 

—с 

стодится при тех и только тех вещественных значениях а, при которых 

сходится интеграл 


х 


(зам (5) “ам (2), 


0 


_ хотя бы при одном (и, следовательно, при любом) 1 (0, Г.). 

Доказательство этой теоремы получается из доказательства теоремы 
ПЬ, если в нем ссылки на леммы ПШ, [У\, и теорему П; заменить соот- 
ветственно ссылками на леммы Шь, ГУ. и теорему По. 


Измаильский Поступило 
гос, педагогический ин-т 40. У. 1958 
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В. С. ВЛАДИМИРОВ 
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ОБЛАСТИ АНАЛИТИЧНОСТИ 


(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым) 
Методом Н. Н. Боголюбова улучшаются границы для областей ана- 


литичности функций, используемых при доказательствах некоторых 
дисперсионных соотношений в квантовой теории поля. 


$ 1. Введение и формулировка результатов’ 


В связи с обоснованием дисперсионных соотношений в квантовой теории 
ля [см. (1), (2)] возникла следующая задача: допускают ли обобщенные 
ункции, удовлетворяющие некоторым условиям, аналитическое продол- 
ние в комплексную область и если допускают, то какова будет соот- 
ттствующая область аналитичности? 

| Приведем некоторые необходимые для дальнейшего определения и 


зовем всякий линейный непрерывный функционал (], $) над простран- 
№0ом 5 Шварца [см. (4), (5)] или, что то же, на введенных Боголюбовым 
ассах С (р, 4; п) [см., например, (°)]; при этом для обобщенной функции 
| '’удем употреблять обозначения: 


7), \7(а) (а) аз. 
|\Условимся говорить, что некоторое выражение 
ТС, х), й = (Ву, ба,..., Юм), х = (21, т, .:, ба) 


яется обобщенной функцией относительно (вещественной) переменной 
| аналитической в области С относительно (комплексной) переменной 


если при всех ф из 5 выражение \ (Е, 2) $ (12) ах есть голоморфная 


Фкция в области С. 

Под аналитическим продолжением обобщенной функции ] (5) из веще- 
у нной области С, в комплексную область @ мы будем понимать голо- 
Мрную в области @ функцию ]/(х 1), обладающую следующими 


) при каждом фиксированном у функция ](5 -й/) есть обобщенная 
|кция относительно х для тех х, при которых 2 + ЕС; 
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2) для любой функции ф из 5, носитель которой заключен в области 
С, имеет место предельное соотношение 


ее) 42-18) оф) ат, у—>0, #166. 


Наконец, условимся об обозначениях. Через х, №, р,... будем обозна-_ 
чать вещественные или комплексные точки четырехмерного пространства 
(4-вектора), например: 


д = (50, 21, Хо, 23) = (2%, 2). х = (11, Та, т), 
® = (о, Е, о, з) ГЕ (с, #) и Е 4 =: (Ро + 140, р + 4 ). 


>- —> 
Символами 2, 1?, хЁ и 1? будем обозначать формы: 


=> > 3 
хЁ = > Хак, 2? = — Те. 
1<8<3 1<8<3 


и 2 и ео 
ХЕ = Хх =, 


> > 
Через |х|, |р| ит. д. обозначим длины соответствующих векторов. 
Символами х < 0, х=0 будем обозначать области: 


< 0: вели 2. <_0 или 2—0: 
520: если х› >0 или 2? < 0. 


Преобразование Фурье 7(р) обобщенной функции 1(<2) определим по 
формуле 
(р = ее" ак, аа = ат т, аль аз 


Следуя методу Н. Н. Боголюбова [см. (!), дополнение А] и исполь- 
зуя результаты работы (7), мы докажем здесь следующую общую тео- 
рему. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть даны четыре обобщенные функции четырех 
4-векторов: 

Пи о) Пт = ео 20:9 


инвариантные относительно преобразований из неоднородной ортохрон- 
ной группы Лоренца и удовлетворяющие условиям: 


ЕР’, = 0, если 21 < 2 Ими 05, 
И:о=, если 51 < 1; ЦИ Ш, 
Рене, ебли 
Гоа =\0, если 20 Или д ее 


Предположим, что их преобразования Фурье Ру (ра, Р», Рз, Ра), 
ть (21, ..., 24) ехрё (рижл - ... Е рата) 4лл...4л4= 


== (2«)* б (р: — а - Ра) т (ри, ...) Ра), 
эпределенные на многообразии 


ра - Рз + Рз + ра =0, (1.1 


удовлетворяют условиям: 
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— 


пт = Ра, если «М +18 и < тЕка, 


—> 


Ра» = Ра, если р<(М-+1} и й<т, 1=г,а, 
Рт = 0, если (р, + рз)* < (М + 1} или Ро - Ро < 0, [т, =г,а, 
ричем считаем, что л>1, М+АХч. = ыы 


ее 2 
Пусть и  — любые фиксированные числа, подчиненные неравен- 
твам 


о Ва (2.1), 
Тогда можно указать такое достаточно малое положительное число: 


‚ не зависящее от 1, и построить такую обобщенную функцию Ф (21, 2», 


› 24, 25; 2) вещественной переменной 1, которые будут удовлетворять. 
словиям: 


1) Ф (21, 2%,...,25; #) — голоморфная функция относительно (21, 2а,..., 25). 
области 


[2 — М*|<р, |2— М] < р, |25—т|<р, 


12а —т|<рь [25 + 44| <-5, (3.1). 


г вещественные параметры т и А? независимо пробегают промежутки: 


<< ОМА, №=1(1-м9)- 4) 


2) Ф(аь 1», ..., 55; =0, если < (М-+1). 


3) Для вещественных (ри, р», рз, Ра) из многообразия (1.1), для кото- 
ых величины 


ТЕ Ра, 28 = рэ, 23 = рэ, 24 = а 25 = (р! 2 р)? 


= 
п (р-р: > (М +1} 


ринадлежат области (3.1) и рь- Рэо > 0, имеет место “представление 


| т О 
(ри, Рь» Ра, Ра) = Ф [Р', 0А, 63, Ра (ри + ра); УФ +) Ьт=ка. 


| Теорема 1 в более общей формулировке впервые была доказана. 
| Н. Боголюбовым в работе (1) (дополнение А), причем доказательство 
оводилось для случая =! и 1=3. Было установлено, что 


М 7 
ит. Этот результат был впоследствии улучшен в работе (?) и 
кем в работе (?), где было доказано, что Дм = 2. 
| При доказательстве теоремы 1 существенно используется теорема 


| 
3 2), доказанная в работе (7). Нужно отметить, что теорема 2 здесь 
| з “ 


2 
пользуется далеко не в полной мере. Поэтому значение Аш, указан- 
|> в теореме 4, может быть увеличено. Но для этого пришлось бы 


ратиться к большому численному счету. Однако при некоторых соот- 
|пениях параметров М,1 и хо объем вычислительной работы сводится, 


| 
| 


| существу, к численному решению системы трех алгебраических урав- 


ий с тремя неизвестными (например, методом Ньютона). Именно, 
|5ет место следующее усиление теоремы 1. 
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ТЕОРЕМА 41а. Пусть выполнены условия теоремы 1 и М1. Среди 
всех решений (т, и,%) (0<и<1х, 0<%5<1) системы алгеб раических 


уравнений* 
и их -у= ра (Е), ) 
И 1+ (; м ЕЕ в, 
ря (М +» — Е ЕН: ЕЕ (5.1). 


Ма 
М+1 Ка? 
о +амте) =0 


выберем решение с наименьшим х. Обозначим это решение через (Ат, из, %,) 
и предположим, что оно удовлетворяет неравенствам 


= ® и М*— т 
м+1 + к ЕЕ )*[4.- ЕЕ 


еееаь > вы 


М? — 19 Вы 
1 МЕ 0 (65.1 


Тогда с указанным Ат справедливы все заключения теоремы 1, причем 


С помощью этой теоремы вычислены значения Д?, для некоторых физи- 
ческих процессов и, тем самым, доказана справедливость соответствующих 
дисперсионных соотношений для всех А? < А! [см. (1), (3)]: 


М =7, ч=4, т1=3, 4% =2,56, 
М = ЧК Зо = 0, \ = 2, А == 2,42, 


1 
Ат > К ( 2М о Со (7 1) 
Таким образом, теорема Ла дает ббльшее значение для Дз,, чем теорема 4.. 
М =Т, то =1, т1=2, Аз = 1,291 | 

ы 


Наконец, для обоснования дисперсионных соотношений для различных 
виртуальных процессов [см. (?)] мы установим здесь справелнивовйй 


следующего утверждения, 
ТЕОРЕМА 1Ъ. Пусть выполнены условия теоремы 1 и М =Т, т. = 09 

= 2; пусть, далее, Е — любое число из промежутка [0,2]. Тогда спра-. 

зедливы все заключения теоремы 1, если область аналитичностиц (3.1) —. 


{4.1) заменить на 
[2 — М| р, |2 — М*| «р, [28—т| «р, [24—--2#|<р, №: 
в + 44° |< >, Узор АЬ 


ое аки кет Ви) 


* Такое решение всегда существует. 
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Нужно отметить, что значение Д*, приведенное в формуле (8.1), 

южет быть увеличено. 
$ 2. Вспомогательная теорема’ 

Для доказательства результатов, изложенных в $ 1, воспользуемся 
ледующей вспомогательной теоремой, доказанной в работе (7) (теорема 1). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть даны две обобщенные функиии Е, (5) и Ра (т), 
= (%,..., 23), Удовлетворяющие условиям: | 

Е, (1) =0, если <0; Е. (5) =0, если х > 0, 

‚ пусть их преобразования Фурье ЁР, (р), [=г, а, совпадают в области 
го (С), где 


6, (6): «И Р-р И т (1.2) 


| огда существует функция Ф (Ё) комплексного переменного Ё = (ру + 9, 
НН 2), голоморфная в области С (с;) = 9, 6 (с; а, 6) и такая, что при 
ощественных р из области С.(с;) Ф (р) вар. (р) =, (р). 
К области С(с;, а, 5), а *, отнесем совокупность комплексных 
сочек К, удовлетворяющих неравенству 
А (2.2) 


‘также обладающих тем свойством, что при всеф Ё из промежутка 
‚, 6] выполнены неравенства: 


а. — И О —ХУЕ— а) 6 Эт <ЕК-е+ 
И 9 —-^УЕ—а) 6—9 + т, (3.2) 


Бе = |->  №Им-9®— й 4.2 
ь [У 6—4) %—6|’ о ЕО. ки 


|. = 2, если ч> 0, 12 =0, если < 0. 

\ Другими словами, комплексная точка & принадлежит области анали- 
йчности С ’(с;) в том и только том случае, если для нее найдется хотя 
| одна пара вещественных чисел а и 6, а<ь, таких, что неравенства 
2) и (3.2) будут выполнены. 

| Определение области аналитичности С (с;), данное в теореме 2, неудоб- 
| для применений, ввиду сложности ее орределения. Поэтому здесь мы 


} ` 
щим ряд более простых критериев принадлежности точки й к области 


з). 
‘1. Если 


с1 — т < — с# + ть, (5.2) 
Тобласть 
> 
[91 < [Ве У, а т) —т)| (6.2) 
вржится в области С (с;). 
"Действительно, полагая а = с, —т! {е и р—= — с. ть —е, где в — 
ль угодно малое положительное число, и пользуясь неравенствами 


| - рт 
№ Случай а = соответствует тривиальной части области 6 (е;): 9? >0. 
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(2.2), (3.2) и (5.2), заключаем, что множество точек (6.2) содержится’ 
В С (с;). 

Этот результат впервые был установлен Н. Н. Боголюбовым в работе 
(1) (дополнение А, теорема ТУ) и впоследствии был доказан другими 
методами в работах (2) и ('). 

2. Множество точек Ё, определяемое условиями: либо 4*>>0, либо 


при 4 <0 
—Ичр!— И + +У2@<р< 
< «+ Ии-—У=е+т-иЕФ, (1.2) 


содержится в области С (с;). В частности, если точка (рь, Ю, Па рь = 0, 
принадлежит области С (с;), то и все точки вида (ру - 24, №) будут при- 
надлежать С (с;). 

Для доказательства достаточно рассмотреть те &, для которых 4 < 0% 
Полагая при е>0 


а=р—У—Ф—в, 6=р-+ И 98-е, (8.2) 


| — 2% —бР=Ф+е+2У=@Ф>ф, 
Ве У (& — а) (#%— 5) = 0. 


получим: 


Следовательно, неравенство (2.2) выполнено. ‘Неравенства (3.2) бу, 
выполнены, если 


Е. 
<—2ы+ У (А-а, а«еь 


Последние неравенства будут удовлетворены в силу (7.2) и (8.2) пра 
достаточно малом >> 0. 

3. Из критерия 2 следует такое утверждение: вещественная точка р 
принадлежит области С (с;) в том случае, если она принадлежит област 
С. (с;). } 

Этот результат был впервые установлен Н. Н. Боголюбовым в работе 
(1) (дополнение А, теорема 1); в дальнейшем он был доказан др 
методами в работах (?), (?), (19). В работе (2?) такого типа теоремы на- 
званы* теоремами «едре о! {Ве медре». 

4. Комплексная точка А принадлежит области С (с;) в том и тольк® 
том случае, если система пяти уравнений 


шв У — 2) №—8)|=19ь (9.2) 


в; — с + ИЮ—хУ@—а) $ -БР-+т=0, (10.2) 


(;— а) 6 —&) (10 —-ХУЕ— а) 6 БР т} = ] 
= —^УБ-@е-в) (в), 13 
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=1, 2, в =1, в, = — 1, имеет решение (\, а, В, &, &), удовлетворяю- 
›е неравенствам 

Х -. Е. (12.2) 

< <<< (13.2) 


„Действительно, анализ поведения кривых 


её — с 0 —^УЕ9 © т, а<ЕхЬ 1=1,2, 


казывает, что неравенства (3.2) эквивалентны неравенствам 


в; —с© НИ [© —^У(;— а) © — БР т} >0, 1=1,2, (44.2) 


в Ё; =; (а, 6; К) — вещественные корни уравнений (11.2), удовлетворяю- 
е неравенствам (13.2). 

Итак, комплексная точка № принадлежит области С(с;; а, 5) в том 
только том случае, если для нее выполнены неравенства (2.2) и (14.2). 
Отсюда, в частности, следует, что область С (с;; а, 6) монотонно и 
прерывно увеличивается с уменьшением с, или с.; следовательно, 
хим же свойством обладает и область С (с;). 

Обозначим через С, (с;) множество (комплексных) точек А, удовлетво- 
ющих условиям критерия 4. Это множество открыто, так как оно 
актеризуется неравенством ^ (&) < 1, где ^ (А) есть непрерывная функ- 
х Ё, определяемая системой уравнений (9.2) — (11.2) и неравен- 
рами (13.2). 


|. 
| Докажем включение 
| 


С (с; Е С (с). (15.2) 


ть КЕС, (с;). Прибавляя к обеим частям равенств (10.2) любое => 0, 
| лючаем, на основании (14.2), что 


КЕС (с; — в; а, 5) СС (с; —®). 


тири => О область С (с; —=), непрерывно и монотонно уменьшаясь, 
емится к @ (с). Следовательно, А ЕС (с;) — замыканию С (с;). Так как 
|2; открыто, то, повторяя это рассуждение, заключаем, что точка № 
ннадлежит С (с;) вместе с некоторой своей окрестностью, а это и зна- 
|, что АЕС (}. 

Включение (15.2) позволяет ослабить условие (14.2) в характеристике 
}асти С (с;) в том смысле, что там допускается знак равенства. 

'ИИз определения областей С (с;) и С, (с) и из включения (15.2) имеем: 


 (е)) = Я (© -5,). (16.2) 
3 


монотонности области С (с;), можно написать также: 


ас) = ©) С (© 5;). 
6; >0 


| 
Й 
теднее равенство вместе с равенством (16.2) и включением (15.2) 
С (©) = @, (@ 


рое и устанавливает справедливость критерия 4. 


1 
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Следствие. Точка № принадлежит области С (с; а, 6) в том ш 
только том случае, если для нее выполнены неравенства (2.2) и (3.2), 
причем в неравенствах (3.2) допускаются знаки равенства. | 

5. В частности, если точка А имеет вид #* = (Ро, 74 ), пр = 0, то- 
Критерий принадлежности ее к области С (с;) упрощается. В этом случае, 
в силу (4.2), имеем: 


И о 7 

Х = : Е = 3 г Ь. 17.2 

ее, 0=12, в«<р< 47.2} 
Точка К° = (Ро, й) принадлежит области. ((с;) в том и только том 

случае, если существует решение (), и, 7) системы трёх алгебраическ 

уравнений 


о 


и Е 
[Р|— № 


| 


а+ы- 1 ых ых Ея "(1-м —5) + 
ай 


я (1-1) + Е — 
Р| — №. 


), (18а.2 


-[®-—< +1 Е уси] = @, — (186.2) 


удовльтвориюлщев условиям: 
< <1, ОЗ], окр. (19. 


Действительно, полагая в уравнениях (9.2) — (44.2) 


а=°*“, ря -У&—9 6—5), ›=У&—96—5, 


у, ъев+увЫЯ, . 

и жиимая во внимание (17.2), получим: 1 
ТЕ ыы а мии $ 

шИ (р — №) тех (|р| = №) Уж — из, (208.2) 

о} (р и =(р|-— №9) Ум? — +*, сы 

ву м-фа+ (Р|-— м -+ й =0, (20с. ) | 


идя ‚ФРГ му + и = о, (204% 
(№—В! =19| (20е.2) 


Исключая из этих уравнений & й В, получим систему (18.2); усло я 
(12.2) и (13.2) перейдут при этем в (19.2). | 
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Е ОЕ не ве ребе 
8 3. Доказательство теоремы 1 


Доказательство теоремы 1 прохол..- по схеме доказательства теоремы Ш 
боты ("). Псэтому мы будем проь. ч-ь его кратко, обращая внимание 
ппь на новые моменты и отсылая читателя, интересующегося подроб- 
стями, к работам (1), (°), (?).. 

Используя свойства обобщенных функций .’.„. и Ё,и, указанные в ус- 
виях теоремы '1, заключаем, что эти функции фактически зависят от 
вяти переменных (У1, Уз, Узи, у, Чо) и (Го, т, т, то, +). Здесь старые 


ременные р\, р», Рз, Ра связаны с новыми переменными ти, Го, # соот- 
‚шениями: 


Е ра 2 рем, р г — Г, 
га = (&, 0). (4.3) 
Обозначим функции Ри, Ёш в новых переменных через 
Дт (Ут, У2, %о), Пт (71, Г, 5, р, т = т, а. 


реле соответствующей перенумерации введенные функции будут обладать. 


1) /; =0, воли и<0 шли у,<0, 
а =0, если уЖж0 или у20, 
а" = 0, если у20 или у<0, 
Га =0, если 950 или у,>0. 


2) К = фик, т = т, а, если г, ЕС. (8), где @ъ({) есть множество точек 
`удовлетворяюйжих неравенствам: 


Ир д<бф+Ий+(М +4 (2.3) 


+= Йа, (=, а, если г, С, (1), 
|3) 1 =0, р жяь а, ели <= (М1), 


2) в области @ (#} хС(1) и обобщенной относительно (вещественной) 
ременной #. Мы обозначили здесь через С ({).. область С (с;) из теоремы 2 
| значениях параметров с, = с =, т, = 1, тз = М +1. 

Полученная функция Ф\(#, №; #) при вещественных (й,, #з) = (ги, г»). 
фобласти С. (#) х С,(#) совпадает с функциями Лш(га, го; и обра- 
тся в нуль при # <; кроме того, эта функция инвариантна отно- 
@›льно пространственных вращений и отражений векторов й, и А По- 


ло» Ао, 1, 1, ВК. 


то них введем. эквивалентную’ систему переменных 2==(л,..., 25), 
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положив 
21 — (ло Е 22 = №1, ] я 
22 —- (Ко - 2 = р 

в = (и — 1 — #, (3.3) 

= (#,— 1 — №, | 

25 = (о — о)? — (теще #) | 

откуда я же | 

ее к% 
Во = о № ==, | 


и | 
2 ры РР. 21 23 (1 — " 
ЗЕ иг РЕЯ № 
= — (м). 


Таким образом, 


Ф(%,, №; И =Ф(; 1. 


Используя свойства функции Ф\(#,, А,; #) и учитывая формулы 
‘образований переменных (1.3) и (3.3), заключаем, что построенная функ- 
ция Ф (2; #) удовлетворяет свойствам 2) и 3), указанным в теореме 4. 
Чтобы установить справедливость для нее свойства 1), а с ним и теоре 
мы, осталось доказать существование такого достаточно малого числа 
0>>0, что при каждом #> 4 точки 2 области (3.1) отображаются пре 
образованием (4.3) в область аналитичности С (1) хС(!) переменных 
(®ы, №»). 

ее 

Представим векторы #;, ] = 1,2, удовлетворяющие соотнощениям (4.3), 
в виде 


1; = А; (а, де +в; Аз (а; бе», (5.3 


на о 
где е; — произвольные ортонормальные векторы и в =41, в = — 4. 
В силу (4.3), функции А;, ] =1, 2, 3, удовлетворяют соотношениям = 


ДА (5), 
24 
2 


22 — 24\2 


+ (“), 
(А — 4+4 = + (Аи), 


А+ = 


Вычисления показывают, что эти функции обладают свойствами; к 
1) При каждом #> В функции А; голоморфны относительно 2 всюду 
кроме аналитической поверхности 


4 
4 — диф + тб (21 -Е 22 — 23— 24)*. 
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2) Для всех 2 из окрестности (3.1) точки 25 = (М?, М?, х, <, — 44?) 
оаведливо неравенство 
|45(25 А — Аа; б-р (7.3) 
ти { достаточно велико; здесь с не зависит от &, Д? ит. 
3) АЗ (20; #) = 43 (20; ® = 9? (1; А*, *), 4, (2; й=А, (8.3) 
9 (в; 43, = (+ м) — м: — д? {9.3) 


В силу (4.3), (5.3) и (8.3), комплексные 4-векторы #;, 1 =1, 2, 
огветствующие точкам 2, можно представить в виде 


ГМ? — > > 
БТ, ФА 9 ве. Е 55, |. (10.3) 


Итак, с учетом (7.3) задача свелась к доказательству существования 
кого достаточно малого числа 1 > 0, не зависящего от &, Д? и т, что 
и каждом {> В область С (Г) содержит множество точек вида: 


(с, 1) — | 


> ФЕ; 4%) а + Ав, |, (11.3) 


(о, #’) — любой комплексный 4-вектор такой, что |№| < = , | а и 
сла ти Д? независимо пробегают интервалы (4.1). 

Рассмотрим два случая. 41°. $?(1; Д?, <) >0. В силу критерия 2 ($2), 
№ 3) можно считать На А, = 0. Поэтому 


| 
М*— т ‚ > 


ро 


Ро = о, 49%=0, а= 
р= ФЕТА 2 -- Де, + Вей’, 
уда следует: 


Ор / 
Ро = —="+0(1), 4 =0, 


Я- Ито). 61-0) 


силу (7.2) и. (12.3), достаточно установить справедливость не- 


(12.3) 


ОИ ам +06] 


ыы 


{| достаточно малых 7 и при всех рассматриваемых { и т. Последние 
‹венства обеспечиваются условиями т < 1 ит 1. 

%°. (1; Д?, *) <0. В этом случае множество точек (10.3) компактно. 
гому для доказательства теоремы достаточно показать, что точки 


№" (6; А, =“ ‚ Пф(Е; 4», 91а + Аа] (13.3) 


всех рассматриваемых т и Д* принадлежат С (1), > 4. 


"И резтия АН СССР аерия математическая. №2 
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Воспользуемся критерием 1 ($ 2). Условие (5.2) в нашем случае 


примет вид 
ь<Е<ьНУ. 


Оно выполнено, так как $0. Таким образом, в силу (6.2), (13.3) 
и (9.3),- достаточно установить неравенство 


2 т) +9 (8; А", = 


би ое о 
| (М ++ — М — 42> 6 


А = (“= тат (м1Ь-:-“ 


для всех рассматриваемых 1, Д? и т; но это последнее неравенство 
является следствием неравенств 


ОЖ. 
= (М +2: +1—1)< 0, 
Роз Аз, з) = т (1 — ме) — А = 4 — 480, 


А? ее 
(ма — м0 
Все приведенные здесь рассуждения справедливы, если выражение 
(6.3) отлично от нуля. При 2=4 это выражение превращается в. 
44? (1; 4?, <). Но доказано, что нри $? = 0 точки компакта (13.3) принад- 
лежат области С (#). Поэтому все особенности на поверхности (6.3) устранимы. . 
Теорема 1 доказана полностью. 


$ 4. Доказательство теоремы 1а 


При доказательстве теоремы 1 (случай 2”) использовалась, по суще 
ству, не сама область С (1), а только ее более простая аппроксимация, 
определяемая неравенством (6.2). Это дало возможность получить выра-. 
жение для Д?, в явном виде и несколько обобщить теорему. При дока-. 
зательстве теоремы 1а используется сама область С\(Ё) и, тем самым, 
увеличивается Ди. | 

Итак, чтобы ‘установить справедливость ‘теоремы Фа, достаточно. 
заново рассмотреть случай 2” в доказательстве теоремы 1, т. е. пока-_ 
зать, что точки 


К [т г м (Мана аа 


для всех Д? и т из области 
То И И (#; 42, *) < 0 (2.4). 

принадлежат г > ь. а 
Предварительно докажем лемму. П усть тройка чисел (+, А?, 5) убой 


летворяет неравенству $? (&; А, ч) ЗОиЁ> В и пусть К° (Е т то) С (8. 
Тогда у 


Ё* (Е; А, З6ЕС(И (3.4 
при всех т < ло, для которых $? (Е; А, *) <0. 
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Действительно, так как #* (1; Л, ®) 6 С(1), то, в силу критерия‘ 4 ($ 2) 
еоремы 2 (при с: = с. =& т =, т.=М +1), существует решение 
то), ао, 8, В, &], удовлетворяющее системе уравнении (9.2) — 11.2) и 


авенству (12.2): 
1. (4.4) 


оме того, при всех Ё из промежутка [4а, 6] выполнены неравенства 


НЕ Иду) т >.0, 


(5.4) 
Е + ИВЕ № (о) У (Е — о) (6—8) + (М +1) > 
веь мы используем обозначения: 
№ =, НОЯ 45,5; 
(6.4) 


фз (=) = а = а) (®, = —— . 


|Для доказательства (3.4) достаточно установить неравенство 

Х( <» (в), т<ъ, (1.4) 
тогда, в силу монотонности функции *2, а также из (4.4) и (5.4) 
№м иметь #” (1; Д?, *) ЕС (Е; а, 6) С С(®. 
Прежде чем перейти к доказательству неравенства (7.4), установим 
эвенство: 


а, | 6 + 21 > 0. (8.4) 
уравнений (20Ъ.2) и (204.2) имеем: 
| _ д АХ (0) — 2 (див а 
НЫ 24 = 2 дс ИМ - ^ (о) - (М +1). (9.4) 


как М + 1> 1, то из уравнения (18а.2) следует, что % < ш. При- 
вя это во внимание, а также учитывая неравенство (19.2): А — (16) %% > 0, 
равнения (18.2) получаем: 


АХ (хо) — №? (т) 5% — % > 0. 


рда и из (9.4) следует неравенство (8.4). 
Шз (6.4) и (8.4) выводим неравенство 


Я (9—1 = (+6 +29>0 


да и из (4.4) вытекает, что ^ (<) <1, если <.л, А тогда 


42-- Мл. { 
; м е Ва. © >0, если 9, ($) <0 
а^? (=) _ $1 (® — № (®) $, (<) 
аа: “= фз (т) 2 ао бе 28 ‚ 
со * >20, если $, (+). > 0. 


м образом, неравенство (7.4) доказано, а с ним.и_лемма, 
‚| силу леммы, наша задача свелась к следующей: найти такое макси- 
“Азое положительное число А”, что при каждом Е», область 


9* 
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С (+) содержит множество точек: 


А, и Е ГИ м’ -- 4 — (: е ме! а 46, 
(10.4) 


9<4< 48, 9 4) <0 


Точки #* (Е; А, *ц), для которых Ё& и А лежат на кривой $? (1; Д*, то) = 0, 
принадлежат С (#). Поэтому для каждого &, #> &, можно указать такое 
число х = 2(Ё), что все точки #* (Е; АД, то), для которых 


+“ - — М < № < 27, 


принадлежат области С({), в то время как точка А” (1; х, о) уже не 
принадлежит ей. Это значит, что точка К” ({; т, о) принадлежит грани 
области С (#), т. е., по теореме 2, для этой точки Х =1. | 

Применим теперь критерий 5 ($ 2) принадлежности точек (10.4) к обла- 
сти С (1). Устремляя в уравнениях (18.2) АД к 2({) и, следовательно, 


^Х к1, для определения х =2(1) получим систему алгебраических урав. 
нений: 


9—0 


| | 
208 -|- (59) Ця + (”), (11а.4) 


= И 1+ уе +У 1+ (=), (ль 


ре) [И 1+ Е. Ёп 


аа блод 
и условия: | 
бош оо (12.8% 
Заметим, что одновременно мы доказали существование требуемого 
решения системы (11.4) при любом Ё> ВЫ. ы 
Итак, для определения х({) необходимо найти все решения (х, и, 9) 
системы (11.4), удовлетворяющие условиям (12.4), и принять за (8) 
наименьшее х. Совершая изложенную процедуру для всех &, & > &, полу- 
чим непрерывные функции 2 (1), и (1) ио(й. Тогда ясно, что 
Ат = шт 2 (1), (13.4) 
ть 
и наша задача решена. 


Так как область (6.2) существенно меньше области С (!), то из ге 
метрических соображений вытекает неравенство (7.1). 


минимума в (13.4) в точке $ =. В этом случае Аш =х(&) аа ощре 
деляться системой (11.4) при #=Ц, т. е. системой (5.1). 
Для доказательства предноложим противное: пусть 


Аи =шш2( <щ, = (Ь). (14.4) | 
> ] 
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Так как существуют достаточно большие #, при которых (Ал 
ю из (14.4) и из непрерывности функции х({) следует существование 
акого числа 1> 4, что при этом & система уравнений (11.4) имеет 
ешение 

(то, ил, 9), < и, < а, ОЗ < а, (15.4) 
‚де 
ш=и(1), и=о(Н). 


Введем функцию переменного # 


Хо = а + (И) 


# 


—| УЕ, о) о 


— М" — 22 Нем) 


це функция 2=0({) определяется из системы уравнений [ср. (11а.4) 
(11Ъ.4)] 


| 2и? = ый = 20? + (+ Е (1ба.4) 


2, —и %—® 


2 = 


ВИ Ев —25. (65.4 


По предположению, 
7 (№) = 0, (а) Е 0, н>ь. (17.4) 


Пользуясь условиями (6.1), мы докажем, что } (1) >0 при #>&. Не 
с будет противоречить соотношениям (17.4). Следовательно, предполо- 
›ение (14.4) неверно, а поэтому там будет иметь место равенство. 


Дифференцируя /({), получаем: 
М- г? 


п Ее 


р М*—т 2 (то — 98 + 2. (М +1} 
— 22 д 0 в 
ое 


(18.4) 


фференцирование ‘уравнений (16.4) по # и исключение и’ дает: 


о + 
= 
+ УРЕЕЕТИЕ, РТН ть 
[2 (то — в) + (М + 1] [(@& — и + 1? 


Мы предполагаем, что М-+1>1. Поэтому из уравнения (41ба.4) сле- 


ует, что : 
= (+) в, ео 


\2о — 9, о— и 


Принимая во внимание неравенство 


о-ва А) 
"ОСЗ СИЕ 
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получаем из (19.4): 
[2 (26 — 2) (М-Н > (№ — 5) У — в} + (М +1). (20.4) 
Из неравенства. 7 < и, а также из уравнения (16Ъ.4) получаем неравенство 
0—2 > 0. 


Ввиду последнего неравенства, а также в силу отрицательности у’, 
для доказательства неравенства }” (+) > 0 достаточно рассмотреть тот слу- 
чай, когда множитель перед 5’ во втором слагаемом в правой части (18.4) 
положителен. Но тогда, в силу (20.4), будем иметь: 


Е р, СЕ 
ев: и ь БУНИН (21.4) 


Оба слагаемых в правой части неравенства (21.4) возрастают с увеличе- 
нием # при #>Ь: первое —в силу неравенства ®’ < 0, второе — в силу 
неравенств (20.4) и (6Ъ.1). Поэтому для обеспечения неравенства } (1) > 0 
достаточно потребовать положительности правой части (24.4) при Ё=&: 
Это приводит нас к условию (ба.1). 

Теорема 1а доказана. 


$ 5. Доказательство теоремы 1Ъ 


Доказательство теоремы 1Ъ проводится по схеме доказательства теоре- 
мы 4. Отличие здесь только в том, что у вектора 


20= (М, М*, т, *—2%, — 44?) 


третья и четвертая компоненты не совпадают. Как и при доказательстве 
теоремы 1 ($ 3), достаточно установить следующее: для любых четверок 
чисел ({, Д?, т, №), подчиненных неравенствам 


>, ОА ДЕ, У 0<<2, (1.5) 


‘найдется (комплексная) пара 4-векторов (№, №5), удовлетворяющая соот- 
ношениям (4.3): 


о ММ | 
0 = 4+ ’ | 
М? — 2К 
Ко =“, | 
за 0, =), (2.5) 
= $ (Е; 0, *— 2%), 
(А, Е. :. = 44? УР _ } 


и принадлежашая со своей —\ -окрестностью области С (1) ЖС(1. В ра- 


венствах (2.5) функция $? определена формулой (9.3). 
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Представляя векторы , /=1,2, в виде (5.3), получаем в силу (2.5): 


А- =” (Е; 0, ®), АЗ А = ф' (Е; 0, < — 2%), 


ы (3.5) 
(А: — АА ААА, 
Юткуда следует (в =1, в = — 1): 
М? — К Е 
А, мат), ра, 
(4.5) 
4з(#; А, = ду, УТ ВАЗ: — (М №), 
де 
№ = $2(#; 43, <—®№. (5.5) 


Рассмотрим отдельно три случая. 
_ 1. 16243№ — 42 (М? + 4?) >.0. Тогда №>0 изв силу (4.5), векторы 
}; вещественны. В этом случае применимы те же рассуждения, что и 


3 случае 1” доказательства теоремы 1: точки № и № вместе со своими 
т 


‚; окрестностями содержатся в области С (1). 


2. 16? АЗ№ — №? (МЗ + А) < 0,2 < <муо. Тогда № > 0, 
М, > А, >> 0 и, в силу (3.5) и (4.5), 


[2;[= 4; (8; А, 5), [4/=|4: (8 4,9, 12/219, 1=%2. (6.5) 


Применяя критерий 2 ($2) при «=е=Ь т =, т =М-1 
учитывая (6.5), получим неравенства: 


+4101) < (м1 + [4 —141+0(2)]. 
ен] <и+[А 1+0] 


7.5 
+ Е 4401 а об 
тЫ + |4 +0(3) < + [4 —141+9(1)] 
цля достаточно малых 7. При больших # 
Ж 20 АО, 14| =0 (3). 


Поэтому неравенства (7.5) достаточно доказать при у = 0. После соответ- 
этвующих преобразований получим: 


р ееНААИ 

‚) = = т, (8.5. 
| 
) 


24| (ЕЕ + 4) < еж - 24. 
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Из уравнений (3.5) следует, что функции А,, А» и | Аз| монотонно | 
убывают с возрастанием Д. Поэтому неравенства (8.5) достаточно дока- | 
зать при ДА =0. Принимая во внимание формулы (4.5) при А = 0 и поль- 
зуясь неравенством 


пе Е 


<, 
мы можем свести неравенства (8.5) к следующим: 


42 + М — 4+ 2% ® (412 + МЗ—т+Ю 


1+ ур АЕНИ: | И-М т 468 < вм М +1), 
— М += К (412 + МЗ—1+Ю - 
-- Ум М: — 162 Чем Чвям < вм (Г °. 


(9.5) 
Неравенства (9.5) достаточно доказать при * =1. Непосредственной про- 
веркой убеждаемся, что эти неравенства будут выполнены при 


<=1, М=Т, 1=2, (>зь=з(М +1), О«<2. (40.5) 
3. Аб № — &2 (М? -- 43) < 0 


Е 


ры А; в виде: 


1 Е < 4? < 1... Представим векто- 


®, = А, (1; А, 5е, + [4 (#; А, )е,, = 2, 


Тогда, в силу (2.5), получим 
А} — Аз = 9211; 0, <), 4— 48 = 97 (8; 0, +— 2%), 


(11.5) 

К? 

(А, р. А»)? = 44* -- де, 
откуда следует: 
4 (1; А, т) К (АР -- М? — <) — 1624? 
45 У Е? + 1624? 
К (41? — 

АБ А, = АЕ ЛЕО И (12.5) 


АА УЕ? (М? - А?) — 16РА2№ 


4 У 2 162? . 
УЕ? - 16124? : } 


где №? определено формулой (5.5). 
Пользуясь критерием 1 ($ 2), запишем условия аналитичности в виде: 


А? (М?-- 42) —1 61243 №? < (2 А6А?) (“ 


х (М), 


(13.5) 


№ (М + 4) — 1бАзма < (в 16) (ЕН 2) х 


(ма тж, 
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2 
ъединяя оба неравенства (13.5), докажем неравенство />> 0, где 


Ре Аатиуя ( арк ЕЕ е--2) (мае 


а зы, 


Имеем: 
ие ар О С++ пи) ("= < 


2 М— ТЕ 
= и (м— Е: ). и 


ГИз неравенств (10.5) следует, что #< 4,6 (при М =7, 0<Ё<?) и, 
‘кроме того, неравенство 


= =“ 2Е 2? М? А 
| - <И м+м + 162 (1- =.) Е ТЕ 
М и из (14.5) выводим: 


ое 


Поэтому для доказательства неравенства / >> О достаточно показать, 
зато 7 (&, д, в) > 9. 
Е МИбняя производную функции } по Д?, получаем: 


97 (5, А и) М —1А-ы 
д? а те |242 ( Е 2) х 
: 2—1 М? 
х (м1: —^ т |< 1-1 бела < 0 


(Следовательно, остается доказать, что /(&, д”, 1, м) > 0. Но это послед- 
‚нее неравенство при М = 7 следует из соотношений: 


Е Аи) 28) р (15+ г г 


+ (1+1) — 49—44, >0, 


хх ЗАЛ 


А, Ъ и) 144 -- Зы 
д = о 2 та | я ВТ 
__ 9 (48 в) , 5 (48 + в)? 


412 ой 92 ]>° 
если 0% ых 2А, О%Ёх2. 


Этим заканчивается доказательство того, что область (8.1) есть область 
аналитичности. Теорема 1Ь доказана. 
Пользуясь случаем, выражаю благодарность Н. Н. Боголюбову и 


А. А. Логунову за ценные обсуждения результатов этой работы. 
Поступило 
26.111.1958 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком (С. Л. Соболевым) 


В работе предлагается один новый итерационный метод решения 
интегральных уравнений Фредгольма. Этот метод характерен тем, что 
он оказывается сходящимся равномерно при любых несобственных зна- 
чениях параметра Х в уравнении второго рода и сходящимся в среднем 
для уравнения первого рода, имеющего решение при любом свободном 
члене. В отличие от ранее известных итерационных процессов, которые 
строились только в применении к уравнениям второго рода [см. (1) — (3)], 

построенный нами итерационный процесс не предполагает в конечном 
счете ни малости параметра Х, ни каких-либо ограничений, наклады- 
ваемых на спектр собственных значений, ни каких-либо сведений о нем. 


Интегральные уравнения Фредгольма второго и первого’ рода ‘обычно 
записывают в виде: 


6 
$ (2) =) \ К (1, $) 9 (5) 48 + (2), (1) 


ь 
\К (=, $) 6) 4 =/@), (2) 
где К (5, 5) — ядро, заданное в прямоугольнике ах, $5<6, ](1)— 
функция, заданная в интервале (а, 6), ‹(2) — искомая функция, Х— 
числовой параметр. 
Вместо уравнений Фредгольма первого и второго рода (1) и (2) мы 
будем рассматривать одно интегральное уравнение следующего вида: 
ь 
Ко, 2) 48 =вз@ РО), (3) 
где К\(х, 5$) и $(2) — те же самые, что в (1) или в (2), Е (<) —- функция 
заданная в интервале (а, 6), их — числовой параметр. 
Введем для дальнейшего обозначения: 


ь 
в" $) Раза, = 


12 (2) ? ах Е* = \|ф(2) Раз. 


ь 

и 

я (4) 
р = \ 


._5< ара 
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Все функции, связанные с интегральным уравнением (3), будем пред- 
полагать суммируемыми, а величины (4), как обычно принято в теории 
интегральных уравнений, — конечными. 


$ 1. Решение интегральных уравнений с вещественным ядром 


В настоящем параграфе мы будем рассматривать интегральное уравне- 
ние (3) при условии, что все величины, входящие в него, являются веще- 
ственными. 

Условимся псд собственным числом ядра К (5х, $) понимать числовое 
значение параметра 4, при котором уравнение 

ь 

К (=, 5) 265) 4 =иФ( 

а 
имеет ненулевое решение (хотя это и не совсем совпадает с терминоло- 
гией, общепринятой в теории интегральных уравнений). Под собственной 
функцией ядра К (х, $), соответствующей данному собственному числу ц, 
будем понимать указанное ненулевое решение. 

1. Случай симметричного ядра, соответствующий 
уравнению Фредгольма второго рода. Рассмотрим уравне- 
ние (3) при и +0, что, очевидно, соответствует интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода с симметричным ядром. 

Будем предполагать, что и не совпадает ни с одним из собственных 
чисел ядра К (х, $), так как в этом и только в этом случае уравнение 
(3) имеет решение при любом свободном члене Р (5х). 

Применение к уравнению (3) или к эквивалентному ему уравнению 
Фредгольма второго рода хорошо известного метода последовательных 
приближений, как отмечалось выше, приводит к сходящемуся процессу 
только при значениях параметра ^, достаточно малых по абсолютной ве- 
личине. Чтобы избавиться от этого ограничения и получить сходящийся 
процесс, и притом равномерный, поступим следующим образом. 

Положим в уравнении (3) х = и проинтегрируем по #, предваритель- 
но умножив обе части равенства на К (52, #). Мы получим: 


ь ь 


А; (а, 595) —в\К(о, 5) 294 = \ К(е, 5) (5) аз, 


а а 


где 
|) 
К» (х, $) = \К (=, 9 К(ё, 5) 4. 


Последнее уравнение, вообще говоря, не эквивалентно уравнению (3), 
так как ядро К (2, $) может быть не замкнутым. Но если мы это урав- 
нение сложим с уравнением (3), умноженным на — и, то получим уравнение 


| 


ь 
к; (2, 5) — К (2, $)] $ ($) 43 - и?® (1) = \к (1, $) РЕ (5$) 48 —иР (т), (5) 


эквивалентное уравнению (3). В самом деле, если бы нашлось ненулевое_ 
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эшение уравнения (5} при Р (2) =0, то это означало бы, что 


К (=, 0 кс, 5) 9 (5) 48 — во (0 |4 — 


ь 


—в[ (а, 3) 946) 48 —9(8) |= 0. 


Чо этого быть не может, так как и не является собственным числом 
пра К (х, $). 
| Если |1, — собственные числа, а ф, (2) — соответствующие им ортонорми- 
юванные собственные функции ядра К (2, $), то легко вывести, что ядро 
М (х, $) =К.(х, $) —24К (1, $) (6) 

/удет иметь собственные числа |1? — щи, и те же самые собственные 
\Ункции. Оператор 
Я 

[2] 
А = \ (К, (2, 3) — 24 (2, 319 (5) 48 Е 76 (0 

а 
х м 2 
удет иметь собственные числа №, = (и, — и)? и соответствующие им орто- 
‚ормированные собственные функции $,(7). Важным для дальнейшего 
звляется то, что все собственные числа А; оператора Аф положительны 
\. Е м, по условию). 
Введем вместо $(2) новую неизвестную функцию 


фе=ф®+--Р а), зФ=--Р®-У (а) (7) 


де в соответствии с интегральным уравнением (3) 
ь 


ф® = \К(е, 5) 945) 45. 


а 


Уравнение (5) после этого примет вид 
: ь 
др = м» $) $6) 45 +54 (2) = 2), (8) 
‘де 
ь 


Е* () = \ [К Эм, Рё = 


[2 
= \[-- К» (1, )—К(а, 3) 25) 45. (9) 
Уравнение (8), очевидно, эквивалентно уравнению следующего вида: 


9-92 [| ме фо} + 5 Е 


а 


Де о — любое число (с + 0), или, в более компактной форме, 
фи) = +" (4), 40) 
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где 


рф =$ (а) —— 44=$@®— 


а (2, 5) 6 (9) 4 $ (2) (11) 


Собственные числа оператора Рф, очевидно, определятся равенствами 
2 2 : 
м=1— == —— (и —фв , 
а его собственными функциями будут функции ф, (7). 
Выберем число с так, чтобы выполнялось неравенство 


с > шах (и, — |). (12} 


Практически этому условию, несмотря на то, что фактические значения 
собственных чисел |; нам неизвестны, можно удовлетворить совершенно 
эффективно, исходя из следующих соображений. Известно, что обычный 
метод последовательных приближений в применении к уравнению Фред- 


4 
гольма второго рода сходится при |^ |< -5-, где В — постоянная, опреде- 
ленная первым из равенств (4), и данное уравнение не имеет собственных 
я 1 
значевий при |\| <-. Это означает, что 


[В (ив (В- | 


и, следовательно, чтобы удовлетворить условию (12), достаточно взять 


ьь 
> (Ви = зы кб, даа 5) ат аз + 


+\\ К?(х, 5) 4х 45. (13) 


в. —< 
2—2 < 


Отправляясь от уравнения (10), где с — любое число, удовлетворяю- 
щее условию (12), или, в частности (13), построим следующий процесе 
подстановок, который всегда будет сходящимся. 

Принимая в качестве начального приближения функцию 


фо (2) =" (2) 


(а не какую-либо другую функцию) и подставляя ее в правую часть 
уравнения (10), получим некоторую функцию 


ф (2) = Ры + -— Е"). 


Поступая с $, (2) так же, как с 4. (2), придем к функции фз (2) и, про: 
должая этот процесс, получим следующую формулу подстановок: 


фи) = Рф, Р*() (т=0,1,2,...). (14 
Но функция 
ь 


а = \ [+ Кз(, ) —К(, 3) 2 (5) аз 


а 
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№ теореме Гильберта—Шмидта разлагается в равномерно и абсолютно 
кодящийся ряд Фурье по собствевным ортонормированным функциям 
пра К (х, $): 


т Е*(х) = х с;$, (2), (15) 


де с, — коэффициенты Фурье функции р нех 


ь 


2 м а 
«= (одвевдае = ( -в)-2 в, 


а 


ь 

Е, = (а) ф; (1) ах. 
а 

"читывая (15), имеем: 


| ф (2) = р с; (1 Ре У;) ми (2). 
| но так же формула (14) дает: 
ут 


фиа(2) = хч Чу... у) 9, (2) = 3=-—= <— $: (4). (16) 


зобственные числа у, оператора Р при сделанном нами выборе числа с, 
пдовлетворяющего условию (12) или (13), будут по модулю меньше еди- 
Рицы и поэтому (т -- 1)-е приближение ф„,,(2) при т со равномерно 
ходится к точному решению уравнения (10), которое запишется в.виде 


о 9 (9), (17) 
_ последовательность функций 
ин == (+4. (®)= 
ут--2 
МЕ #9) (18) 


при т-> со будет равномерно сходиться к точному решению исходного 
интегрального уравнения (3): 


ое = РФ У) (19) 


При этом погрешность (т - 1)-х приближений фи, (2) и Ф +1(2) опреде- 
ится равенствами: 


$ (2) — Физ (2) =$(®)—$„_.(@) = Заз т сна) < 
(шах у,) "2 


петаврнеяТ ЯН [| пш |; — в | 


(тах у; ры 


Ьс: (20) 


10* 
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Эта же погрешность, но в смысле среднего квадратического, определится. 
равенствами: 
ь 


ее — „нра = 


[$ (2) — фид (2)Раз = : 


ь ут-а 
\ >14 та деи 
а 1 

Покажем, что точное решение (19) уравнения (3), к которому приво- 
дят построенные нами подстановки, можно преобразовать в разложение 
по собственным функциям решения соответствующего интегрального, 
уравнения Фредгольма второго рода. 

В самом деле, разложение по собственным функциям решения 


интегрального уравнения Фредгольма второго рода, как известно, имеет 
вид 


ох т ф, (4), (21) 


где /, — коэффициенты Фурье функции /(5) по собственным ортонорми- 
рованным функциям интегрального уравнения. В применении к уравне- 
нию (3) 
|2) 
Вы = 1 
9 (2) = -- \К(а, 9) 9) &— Ро), 


а 


и разложение (21) должно иметь вид: 


ф (2) = == 1 Ф; (5), 

Е. 

или 
фр уеЕо@ (22) 
то АА 
С другой стороны, подставляя в (19) выражения 

2 № 7 

ми, ое = Ру, 


в 
мы получаем то же разложение (22). Этим наше утверждение доказано. 

Таким образом, построенный процесс подстановок позволяет. равно- 
мерно сколь угодно приблизиться к точному решению уравнения (3) или, 
что то же, к точному решению соответствующего уравнения Фредгольма 
второго рода при любых значениях ^ (не являющихся собственными 
значениями интегрального уравнения). Характерно то, что в процессе 
предельного перехода мы получаем разложение решения интегрального 
уравнения по собственным функциям ядра, которое в теории интеграль- 
ных уравнений ‘строилось только в предположении; что собственные 
функции и собственные числа интегрального уравнения известны. 

2. Случай симметричного ядра, 


соответствующий 
уравнению Фредгольма первого рода. 


Рассмотрим уравне- 
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ние (3) при и=0, что соответствует интегральному уравнению Фред- 
гольма первого рода с симметричным ядром. 

| При этом, естественно, мы будем предполагать, что это уравнение 
имеет, и притом единственное, решение при всяком свободном члене 
1 (2) *. Другими словами, значение „= не является собственным 
числом ядра К (х, $) или, что то же, ядро К (х, $) замкнуто. 

| Умножая обе части равенства 

ь 


кс 5)9(59)4&=Е(1) 


а 


на А\(х, #) и интегрируя по #, получаем уравнение 
.- ь 


к, (т, $)Ф(5)4з = Ё" (1), (23) 

где 
[2] 

и (= $) (5) аз. ‚ (24) 


Уравнение (23) эквивалентно исходному уравнению (3), так как; 


Ззаписав его в виде 
: ь 


\К (=, о[(ко, 3) 2 (9) 48—26 ()|@ о 


а 


уможно заметить, что если $(х) удовлетворяет уравнению (23), то $(х) 
(будет также удовлетвсрять исходному интегральному уравнению (3). 
Далее, собственными числами ядра К.(х, $) будут и? и, следователь- 
"мо, все они больше нуля. 

Теперь уравнение (23) мы можем заменить следующим эквивалентным 
сему уравнением: 


$) =) — 2 Кь(, 5) + Е" (9), 


тили, в более компактной форме, 


$ (1) = бФ-+ = Е“), (25) 


ь 
Се=Ф(@) —-— \ Ко (о, $) Ф ($) 4$, (26} 


а < — любсе число, удовлетворяющее неравенству 
в > шаху», (27) 
1 


1или, в частности, неравенству 


[2] 
‹ >> В = к (т, 3) 4245. (28) 


8 —э< 


* Очевидно, что функция Ё(2) удовлетворяет общеизвестным необходимым 
‚ условиям существования решения интегрального уравнения первого рода [см., на- 
! пример, (1), стр. 142]. 
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Очевидно, что собственные числа оператора Сф определяются равен- 
ствами 
: 2 

РИ КЕ 
у =1—— Ш 
и но модулю меньше единицы. 

Отправляясь от уравнения (25), построим сходящийся процесс под- 


становок. 
Взяв в качестве начального приближения функцию 


$ (2) = -_Р" (2) 


(здесь начальное приближение можно выбрать произвольно, так как 
ортонормированная система собственных функций ядра К (х, $) является 
полной), придем к следующей формуле подстановок: 


2 ть 
Фи (©) = С, +-Е (2. (пт=о, 1 2...). (29) 


Функция (а) разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся = 
ряд Фурье по собственным ортонормированным функциям ф, (1), ф» (х),... 
ядра К ($, 5): 
2» 
= Е° (2) = Ус, (2). 
$ 

Поэтому из формулы (29) имеем: 

Фи (2) = Ус, (1 у), (2) 

{ 

и, вообще, 


в ут 
Фи (2 -- ПЕ Е (30) 


Отсюда, учитывая то, что Я заключаем, что (т -{ 1)-е приближе- 


ние Фи +. (2) при т— оо сходится в среднем к функции 
1 Е; 
2) — Ус, -—— 5. (1) = ‚(х 
$ (2) ет $: (2) Хы (2), (31) 
которая, очевидно, будет точным решением исходного интегрального 


уравнения (3) при и =0 или, что то же, уравнения Фредгольма первого 
рода. При этом погрешность будет определяться равенством 


— ума Е; 
$ (1) — Фи (2) — Ус, а я т Уф, (2), (32) 
1 + 
или, в смысле среднего квадратического, равенством: 
- ут р? 
(2) — 9,4 (®ваз = Уч ея х тн (33) 
а т 


3. Случай несимметричного ядра, соответствующий 
уравнению Фредгольма второго рода. Рассмотрим снова 
уравнение (3) при и -= 0, но уже с произвольным (вещественным, но не 
обязательно симметричным) ядром. Предполагаем, что ш не является 
собственным числом данного ядра. 
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Умножая обе части равенства 
ь 


| \К(е 9) 96) & = ФРИ) 


| а 


зна К (1, 2) и интегрируя по #, получаем: 


ь ь ь 
“Ко, 5)$ (5) 45 — и \ К (5, +) ф (8) 48 = \ К (5, 2) Е ($) 45, (34) 
| а а а р 
| ь 
'К (=, ) = \к (Е, 2) К(ь 54. (35) 


а 


Уравнение (34), вообще говоря, не эквивалентно исходному уравне- 
нию (3). Однако, умножая (3) на —ц и складывая с (34), мы получим 
\ уравнение 


ь ь |.) 
(о, 596) —в КС, 2)$(5)4—в\К(е, $$ (5) 45 = 


ь 


= о) + \К(в, 2) 7 (8) 48 —вР (2), 


а 


или - 
Г’) ь я 
\№(», 3) 268) 48 = 290) +иР(@— \ К ($, 29), (36) 
Й где ь . 
М№(х, 5) =и[К(х, $) + К ($, 1)] —'К (х, 5), (37) 


' представляющее собой интегральное уравнение с симметричным ядром 
. М (2, 5), эквивалентное исходному интегральному уравнению (3), причем (и? 
} не является собственным числом ядра /№(х, 5). В самом деле, если бы 
‹ это было не так, то нашлась бы функция $(2) =Е 0 такая, чтс 


[1 
кс, 2) \ Ко, 59 (5) 8—2 (0|@— 


а а 


а 59 (5) 48 — 9 (2)| =0. 


а 


`Но этого быть не может, так как и не является собственным числом 
'как ядра К (х, 5), так и ядра К (5, 2), поскольку У этих ядер собствен- 
' ные числа всегда одинаковы. 

К уравнению (36), эквивалентному уравнению (3), мы можем приме- 
`нить процесс подстановок, построенный в п. 1, и тем самым по единой 
‘расчетной формуле найти приближенное решение и, в результате пре- 
дельного перехода, — точное решение уравнения (3) с произвольным ве- 
’ щественным ядром К (х, 5), если и-Е0 не является собственным значе- 
нием этого ядра. ® 

4; Случай несимметричного ядра, соответствующий 
уравнению Фредгольма первого рода. Рассмотрим уравне- 
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ние (3) при и =0, считая К\(х, $) произвольным вещественным ядром. й 
При этом будем предполагать, что и = 0 не является собственным числом | 
ядра К (х, 5) так же, как и ядра К ($, 2). Дело в том, что при условии 
замкнутости ядра К (х, $) и замкнутости ядра 
ь 
К’ (х, ) = \ (=, ВК (5, 04, (38) 
а 
как известно [см. (|, имеет место существование и единственность ре- 
шения интегрального уравнения Фредгольма первого рода. С другой 
стороны, из замкнугости К (х, $) и К’(х, $) вытекает замкнутость ядра 
К ($, 1), так как если бы имелось ненулевое решение уравнения 
ь 
кс 17$ (5) 8—0, 
а 
то оно было бы решением уравнения с ядром К’ (х, $): 
ЬЬ 
\\ ке, К (5, 0$ (5) 4 @=0. 
аа 
Обратно, из замкнутости ядер К (5,5) и К(5, х) следует, что ядро 
К’(х, $) замкнуто, так как, предположив, что при $(2) 0 имеет месте 
равенство 


\ кс, вк, 17$ (5) 4 @=0, 


мы приходим к противоречию с тем, что и =0 не является собственным 
числом каждого из ядер К (х, 5), К ($, 2). 
Записав исходное интегральное уравнение (3) при х = &, 
ь 
\К(, 2 =#() 


а 


умножив его на К (Е, 2) и проинтегрировав по &, получаем: 


ЬЬ ь 
\\ кс, 2) К (1, 5)9(5) 4541 = К(е, Е (и аг, 


или 
ь ь 
\ 'К (5, $) $ ($) 4$ = к, 2) Е ($) 4$, (39) 


где 'К (х, 5) — ядро, определенное равенством (35). 

Уравнение (39) с симметричным ядром '’К (х, $) будет эквивалентно 
исходному интегральному уравнению (3), так как ядро К ($, 1), по усло- 
вию, замкнуто. Таким образом, и в этом случае рассмотренный выше. 
процесс нодстановок приводит к приближенвому решению, сколь угодно 
мало отличающемуся от точного решения интегрального уравнения (3). 

Этим полностью исчерпывается вопрос о решении интегрального урав-. 
нения (3) или эквивалентных ему уравнений Фредгольма второго и пер- 
вого рода в случае совершенно произвольных вещественных ядер и па- 
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раметра + при единственном условии, чтобы данное значение параметра (и. 
не являлось собственным числом ядра К (х, $). 


$ 2. Распространение метода на интегральные уравнения 
с комплексными ядрами 


Рассмотрим интегральное уравнение 
ь 


\К(а, 5) (5) 4 = вр (а) + Е), (3) 
а 
где, в отличие от предыдущего, К (х, $5), $(х), Е (1) и м могут быть 
комплекснозначными, остальные же предположения общего характера 
остаются такими, как в $1. 

Под собственным числом комилексного ядра К (х, $), как и выше, 

будем понимать такое значение параметра и, при котором уравнение 
[4 
\К (=, 3) 945) 4 = (0 
а 
имеет ненулевое решение — собственную функцию. 

Как и раньше, данное интегральное уравнение (3) будем решать при’ 
значениях параметра (4, не являющихся собственными числами ядра К (х,5), 
в остальном и будет произвольным вещественным или комплексным. 

1. Случай симметричного ядра при вещественном ци, 
соответствующий уравнению Фредгольма второго рода. 
Под симметричным комплексным ядром К (х, $), как известно, понимает- 
ся ядро, обладающее свойством | 

Аи, (40) 
где черта сверху обозначает комилексно-сопряженную величину. 

Из теории интегральных уравнений или общей теории линейных опе- 
раторов известно, что собственные числа ш (1=1, 2,...) симметрич- 
ного ядра’ вещественны, а собственные функции, соответствующие раз- 

‚ личным собственным числам, ортогональны: 
ь 
(фь Ф) = 1 (2) $; (2) 41 =0 при +7. 
а 
Совокупность собственных функций ф! (7), $» (2),... симметричного ядра 


К (х $), подчиненных условиям 
[2] 


— 1: пр 
(ф=, ®) = (0 (2) ах = ОЕ 
образует ортонормированную систему собственных функций ядра К (;, $). 
Рассмотрим уравнение (3) с симметричным ядром К (х, $) при задан- 
ном вещественном значении и -Е 0 (не являющемся собственным числом). 
Полагая в уравнении (3) х =Ё и интегрируя по {, умножив предва- 
рительно обе части равенства на К (2,1), получим: 
ь ь ь 
Кз(2, $) о (уаз фи К(з, 5)9(5) 4 = \К (2, 92) %, 


а а й 
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где К(х, $) — симметричное ядро: 
ь 


Кв — \к (=, )К(е, 5) 4. 


а 


“Складывая это уравнение с уравнением (3), умноженным на — м, так 
же, как и выше, получим уравнение 

ь 

ИА» (=, 5) — 2иК (а, 5)19(8) 45 + и? (1) = 


а 


ь 
= \ К, 5) Е (3) 45 —вЕ (2), (5') 
3 | 
‘эквивалентное уравнению (3). 

`Очевидно, что каждому собственному числу 4 и соответствующей ему 
‚собственной ‘функции $;(1) ядра К (т, $) будет отвечать собственное чис- 
„ло 4 —2щи ядра 
М (2, $) = К»(х, $) — К (2, 5) (6') 


и та же самая собственная функция этого ядра $; (5). 
`’Можно показать, что ядро М (х, 5) никаких других собственных чисел и 
‚собственных функций, отличных от указанных, иметь не будет. В самом 
‚деле, пусть с — произвольная постоянная; тогда оператор 
ь 
Те = — (8) + \ №(а, 3)9(8)4 = 


а 


|-> 


ъь 
=) 2 \ К (х, $) $ ($) 4$ | \\к (2, ВК(Ь, $) (5) 4зае (41) 


а 


можно представить следующим образом: 


р 
тои +Ую-+ 9 —У 992) — \Кце, 8) 9(5) 43] — 


а 
ь | 


— к, № —Ую+е) 0 —\К(,9) 9) аа 
а а 5 


=(—Ум-+9 + Ум Е до@) — \ Ки, 3) (9) 4 — 


| ь ‚ 
— } Ка, де +У де К 9) 49 44 (42) 


`Отсюда видно, что если ‹с — собственное число, а ф(7) — соответствую- 
щая ему собственная функция ядра М (х, 5), то ф (2) будет собственной функ- 
‚цией ядра К (х, 5), соответствующей собственному числу этого ядра, рав- 


ному и— Уц? + с или и Ув? - с, т. е. одному из корней уравнения 
и — щи = <. 
Этим наше утверждение доказано. 


| 


в: 
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Теперь очевидно, что оператор 
$ | 


Ар = М4, 5) $ (5) 45 и? Ф(2) 


а 


будет иметь собственные числа А: = (м — и)? и соответствующие им ор- 
тонормированные собственные функции $; (5). При этом все собственные 
числа А: будут положительными, так как и Е м и ц вещественно по ус- 


ловию. 
Введем вместо ф(х) новую неизвестную функцию 


фф=Ф®+--Р@), эд=— Е) +. 


`Тогда, как и выше авнение (5’) запишется в виде 
’ 


ь 


Аф = (=, $)$ (5) 4$ + и2ф(2) = Е*(2), 


где 


ь 
Е" (2) = (К (=, ) + М, 918 (6) = 


а 


$ 
= }[-- <, 9 — К» 3] 2) 4. 


`Уравнение (8’), как и раньше, можно записать в виде 


ф (2) = ф-+-2 Е"), 
‚где 
= — 2 46=$@) — 
ь 


—+{ м4, 596) 4 +46], 


а 


за с — положительное число, удовлетворяющее неравенству 
с > шах (м — |", 


или, в более эффективной форме, 


|.) 
9> (В+ = | ИК (=, $) Раз + 


ьь 
+ \ |К (5,5)? 45 45. 


Собственные числа у; оператора Рф определяются равенствами 
2 2 
я=1— 5 и —в 


им по модулю меньше единицы. 


(7) 


(8') 


(9') 


(10') 


(1) 


(12') 


(13/) 
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Уравнение (10’) в нашем случае можно решать так же, как ив $1, 
для случая вещественного симметричного ядра. 
В качестве начального приближения принимаем функцию 


4 (=) = Р*(2), 


которая по теореме Гильберта — Шмидта, так же как и в случае веще- 
ственного ядра, разлагается в ряд Фурье по собственным функциям яд- 
ра К (х, $): 


Е" (2) = Ус, (@), (15') 


где с‚—коэффициенты Фурье: 


2 


1" (в) еда = (в) 2 Р., 


© 
= 
| 
эе —2 с 
а| 


[и] 
вы и (2): (@ ах. 


Формула подстановок 
АЕ. ^ 
фи а (2) = Р4 ЕЕ ый. (<) (14”) 


при начальном приближении (15’) для (т -- 1)-го приближения дает сле- 
дующее выражение: 
т 


Фиьчы() = = авы УР = Харе вы (16’) 


Учитывая, что |\:| <1, заключаем, что фи+:(2) при т-> со равномерно 
сходится к точному решению уравнения (5’): 


9 я (<, ит) 
а последовательность функций 
= 
т 
эн ОЕ лы (18 


при т -—> со равномерно сходится к точному решению исходного инте- 
грального уравнения (3): 


ф(2) = 


фе (2). _ (19 


Погрешность (т - 1)-х приближений фи, (2) и Фт--1(2) определится ра- 
венствами (20) $ 1, а в смысле среднего квадратического — равенствами. 
ь ы узт-Е4 
| еб) — Фены = 14а = а Рау 

а 
Так же, как и в случае вещественного ядра, нетрудно показать, 
что точное решение (19') уравнения (3), к которому приводит построенный 
процесс подстановок, допускает преобразовавие в разложение по собст- 
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` венным функциям решения соответствующего интегрального уравнения 
Фредгольма второго рода. . 

Таким образом, все, что было получено нами в применении к веще- 
‹ ственному симметричному ядру в $ 1, п. 1, распространено сейчас на 
‘случай симметричных комплексных ядер, но при условии, что параметр 
‘и в данном интегральном уравнении (3) является вещественным. 

2. Случай симметричного ядра, соответствующий урав- 
нению Фредгольма первого рода. Рассмотрим уравнение (3) при 
и =0 с комплексным симметричным ядром, предполагая, что и = 0 не 

является собственным числом ядра К (х, $). 


Пусть, как и выше, 
ь 


К» (х, 9 =\к(, ВК(е, 5) 4. 


Умножая обе части равенства 
| ь 
к (е $) Ф(5) 8 =) 
а 
на К (2х, #) и интегрируя по &, получим уравнение, эквивалентное исход- 
ному уравнению (3): 


ь 
\Кь(т, 3) 9(5) 4 = Р* (2), (23) 


где 
ь 


Е*(х) = \К (х, $) Р (2) 4:. (24’) 


'Собственными числами ядра К»(х, $) будут и? и, следовательно, все они 


* 


воложительны. 
Уравнение (23'’) заменяем эквивалентным ему уравнением следующе- 


го вида: 
$ (1) = бФ- — Ра), (25') 


где 
ь 


бф=9(9) — | Кь(и, $) 98) %, (26) 


а 


а < — любое число, удовлетворяющее неравенству 


с > шах №, (27°) 
р 
или, в частности, неравенству 

[2 

он" == а 5) |? ах 45. (28’) 
а а 

“Собственные числа оператора Сф определяются равенствами 
р 
У; — й. м Е из 


и по модулю меньше единицы. 
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Взяв в качестве начального приближения, например, функцию 
2 ть 
фо (2) = =, (2) = Уре: (2), 
р 


2 т» 
где с: — коэффициенты Фурье разложения функции -_Е° (5) по собствен- 


ным функциям ядра К (х, $), и отправляясь от формулы подстановок 
> — о = з , я 
Финн (2) = СФ + Е" (1) (т=0; 1, 2,...), (29') 


получим для (т - 1)-го приближения фи-1 (2) равенство: 


1— мета 


т (2) = ат (30') 


Отсюда, учитывая, что |\|<.1, предельным переходом получаем точное 
решение уравнения (3): 


оо а-я (1) 


При этом погрешность (т - 1)-го приближения фт (2) определится ра- 
венством (32) или, в смысле среднего квадратического, равенством (33) 
° (см. $ 1, п. 2). Этим задача полностью решена. 

3. Случай произвольного комплексного ядра, соответ- 
ствующий уравнению Фредгольма второго рода. Заметим, 
что в уравнении (3) с входящими в него комплексными членами в са- 
мом общем случае без каких-либо ограничений можно считать параметр 
и. вещественным, так как в противном случае достаточно цл, К (5х, $) и 
Е (5) умножить на е "Е *. Поэтому в дальнейшем, предполагая, что и не 
является собственным числом ядра К (х, $), мы будем также считать, что 
и вещественно. 

Полагая в уравнении (3) х = и интегрируя по &, умножив предва- 
рительно обе части равенства на К (&, 2), получим уравнение 


ь ь. 
"Ко 9) 4 — в 


ве фо 


где 
: [о] 
'К (д, $) = \ К (Е, 2) К (1,5) 4. (35') 


Складывая уравнение (34’) с уравнением (3), умноженным на — м, 


получим уравнение с симметричным ядром: 
| 


а 
где 


К, 2) 9(5) 4$ = \ Кб, 2) Е (5) 45, (34^) 


Ь 
\ М (т, 5) $ (5) 45 = и? (2) + и (2) — \ К (3,2) (3) аз, (36). 


М (2, 5) = в [К (2, 5) + К (3, 2)| — 'К (2, 5), | (37'). 


которое эквивалентно исходному интегральному уравнению (3). В самом. 
деле, если бы нашлось ненулевое решение $(х) уравнения (36’) при 
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Е (т) ==0, т. е. если бы 
ь ь 
\ Ж(, =) К(е, 3)2 8) 48—01 @— 


а а в 


| 
—в[ К(е, 3) 9 (5) 48 — > ()] = 0, 


а 


то это означало бы, что ш является собственным числом ядра К (5, 1), 
‚а следовательно, и ядра К (х, $). 

Таким образом, решение уравнения (3) в данном общем случае полу-. 
чается как решение интегрального уравнения с симметричным ядром (36’): 
при помощи подстановок, построенных в п. 1 настоящего параграфа. 


4. Случай произвольного комплексного ядра, соответ- 
ствующий интегральному уравнению Фредгольма пер- 
вого рода. Рассмотрим уравнение (3) при и =0 с произвольным ком- 
‘плексным ядром (не обязательно симметричным). При этом будем. пред- 
полагать, что и = 0 не является собственным числом ядра К(х,5) так. 
же, как ядра К ($, г). 

Умножая обе части равенства 

ь 
\ К(, 5) 2 (5) =Е(0) 


а 


на К (1, 2) и интегрируя по &, получаем: 

ьь ь 

} Же, КЦ, 9) 99) 45@ = \ Ка, 9Р()%, 
‚ИЛИ 


ь 
'К (д, $) $ (5) 43 = \ К (5.3 Р (5) 45, (39 


8. —>с 


‘гце ’К (х, 5) — симметричное ядро, определенное равенством (35’). 
о Интегральное уравнение (39’) с симметричным ядром  эквивалент- 
‘но исходному интегральному уравнению (3) с произвольным комплекс- 


ным ядром, так как ядро К (3, 2), по условию, замкнуто. Следователь- 
но, и в этом случае процесс подстановок, указавный в п.2 настоя- 
щего параграфа, приводит к точному решению, интегрального уравне- 
ния (3). 

Таким образом, резюмируя, можно сказать, что построенный про- 
цесс подставовок сходится к точному решению интегрального уравне- 
‘ния (3) в случае любого симметричного или, несимметричного, а так- 
‚же вещественного или комплексного ядра К (5,5) при произвольных 
‚значениях параметра р, не являющихся собственными числами] ядра 
ГК (5, 5). 

В заключение укажем, что этот итерационный процесс приводит 
к решению интегрального уравнения (3) также в некоторых случаях, 
когда ‘данное значение | является собственным числом ядра К (х, 5). 
Не приводя здесь полного анализа этого вопроса, на основании формул 
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(14) и (16) видим, что это, например, будет так, если функция Ё ортого- 
нальна ко всем собственным функциям ядра К (5,5), соответствующим 
‚данному собственному числу и, т. е. когда выполняются необходимые 
условия существования решения. 


Поступило 
23.У11.1957 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 313—336 


А. И. МАЛЬЦЕВ 


МОДЕЛЬНЫЕ СООТВЕТСТВИЯ 


В работе выделяются особые соответствия между моделями, назы- 
заемые проективными, и устанавливаются их основные свойства. Для 
соответствий более сложного типа доказывается внутренняя локальная: 
теорема, частными случаями которой оказываются основные локальные 
теоремы теории групп. 


| При изучении свойств классов моделей приходится помимо свойств 
иядивидуальных моделей, выражающихся, обычно, через отношения между 
злементами фиксированной модели, рассматривать отношения между моде- 
пями в целом, такие, например, как отношения «модель 9% есть гомо- 
иорфный образ модели 3%, «модель 9% изоморфна подмодели модели %», 
13% есть прямое произведение %,, %» и т. д. Основной целью настоящей 
‘татьи является выделение тех отношений или соответствий между моде- 
нями, которые наиболее тесно связаны с узким исчислением предикатов, 
" изучение основуых свойств таких соответствий. Соответствия этого типа 
вводятся в $ 1 под названием проективных. Основные их свойства изу- 
заются в $ 2. 

В $3 рассматриваются соответствия и классы моделей более сложного 
‚ипа, для записи которых необходим аппарат расширенного исчисления 
гредикатов. Для этих классов доказывается внутренняя локальная теорема, 
‚вляющаяся центральным результатом работы. В конце работы доказы- 
‚ается элементарная аксиоматизируемость классов ВМ-, В[-, И-групи и 
‘оказывается, что локальные теоремы как для этих групп, так и для 
‚слее сложных верхних классов ВМеИАТ, 7: групп и свободно доупо- 
‚ядочиваемых групп являются частными случаями упомянутой внутренней 
‚окальной теоремы. Локальная теорема для свободно упорядочиваемых 
рупп является, по-видимому, новой. Комбинируя свойства ВМ, АГ ит. д. 

требованиями выпуклости подгрупи, можно получить тем же способом 
яд новых локальных теорем и для частично упорядоченных групп. 

В теории моделей обычно рассматриваются предикаты, определенные 
а одном основном множестве. При изучении модельных соответствий 
казалось необходимым систематически рассматривать предикаты и модели 
несколькими основными множествами. В формулах, относящихся к таким 
ногоосновным моделям, предметные кванторы приходится считать спе- 
иализированными по основным множествам. Обычный процесс «унифи- 
мрования» переменных позволяет, в основном, свести изучение много- 
гновных моделей к изучению одноосновных, и этот прием используется 
{$2 для вывода свойств модельных соответствий из известных свойств 


пассов обычных моделей. 
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По аналогии с предметными специализированными кванторами можно 
ввести и специализированные предикатные кванторы, если понимать вы- 
ражения (УзрР), (ЧуР) как символы высказываний: «для каждого преди- 
ката Р, обладающего свойством Эр, «существует предикат Р, обладающий 
свойством %, такой, что». Именно использование специализированных пре- 
дикатных кванторов позволило найти формулировку для основной внут- 
ренней локальной теоремы. 


Аксиоматика предикатногб’ исчисления © многоосновными предикатами 


изучалась А. Шмидтом (8), (№). Однако для единства терминологии и 
удобства чтения в $ 1 наетоящей работы дается краткая сводка необхо- 
димых понятий и результатов. 

Некоторые идеи и результаты настоящей работы были опубликованы 
в заметке (1?). 


$ 1- Многоосновные модели 


1.1. Многоосновные предикаты. Пусть задана система мно- 
жеств М. («Е А), не обязательно различных, но непустых. Будем гозо- 
рить, что на указанной системе задан п-членный предикат Р(21,..., ти}. 
рода <&,,..., ш> (16 А, Ё=1,...,п)‚если каждой последовательности <а1,..., ав» 
(а%ЕМ.,, Е =1,...,п) поставлено в соответствие И (истина) или Л (ложь). 
Задать предикат рода О означает задать одно из двух значений И или Л. 
К числу основных предикатов далее будут относиться и отношения ра- 
венства. Все они будут обозначаться одним символом, хотя этот 
символ может связывать элементы различных пар’ основных множеств. 
М., М;. 

При записи формул род предметных переменных будет либо оговари- 
ваться 060бо, либо будет отмечаться верхними индексами. Так, 2, у 
суть предметные символы для элементов множества М;, а Р""", О" 
предикатные символы, для предикатов рода <&,...„ш». 

Все кванторные символы будут предполагаться специализированными 
в том смысле, что выражения (2*), (42), (УР*) будут означать: «для каж- 
дого 2* из М, в М; существует такой элемент 2, что», «для каж- 
дого предиката Р" рода ‹г». Например, аксиома 


(1) (9у?) (2 = уз) 


М:< М;. 


Более обще, если х — предметное или предикатное неременное, с — не- 
которое свойство, то символы (У.2), (Чох) означают соответственно: дл. 
каждого +, обладающего свойством с», «существует $ со свойством 3 
такой, что». 

Обычные. определения формул (правильно образованных) исчисления. 
предикатов естественно обобщаются на случай многоосновных предика- 
тов и специализированных кванторов. Важно, что все обычные тождест- 
венно истинные формулы и обычные эквивалентности остаются верными и 
для многоосновного случая. 


равносильна соотношению 


Вполне упорядоченная система множеств М. («Е А) с заданной на ней. 
вполне упорядоченной системой многоосновных предикатов Ру (х1,..., т.) и. 
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фиксированных элементов а (16 Г, ЕЛ) будет называться многоосновной 
моделью. Типом такой модели будет называться последовательность номе: 
ров множеств, родов предикатов и фиксированных элементов. Множества 
Ма, предикаты Р., и элементы аз называются основными множествами, 
предикатами и элементами модели. 

Отношения изоморфизма и гомоморфизма для многоосновных моделей 
будут употребляться в том же смысле, что и для одноосновных. Понятие 
подмодели требуется несколько обобщить, 

Пусть М.(&“6 А) — основные множества многоосновной модели 9% 
и В — некоторое подмножество из А. Тогда В-подмоделью 9) модели № 
‘будет называться система подмножеств М.С М. («6 В), М. = М. («Е В) 
© теми же предикатами и фиксированными элементами, что и в 9. Таким 
образом, предполагается, что фиксированные элементы 9%, если они 
вообще есть, должны принадлежать 9)’. В случае В=А 9%’ называется 
просто подмоделью 9. 

Классом моделей будет называться система однотипных моделей, со- 
держащая вместе с каждой своей моделью и все ей изоморфные. Символы 
М, Р., аъ будут употребляться как общие обозначения основных мно- 
|жеств, предикатов и элементов моделей класса. 

Формула, не содержащая других свободных переменных, кроме сим= 
‘волов Р., аз, и не содержащая этих символов в качестве связанных 16 
ременных, будет называться аксиомой или замкнутой формулой. Все фор: 
‚мулы будут предполагаться приведенными к предваренной (пренексной) 
| форме и когда будет говориться о кванторах, то будут иметься в виду 
«ванторы пренексной формы, если не оговорено противное. 

Формулы, содержащие лишь универсальные предметные кванторы, 
будут называться универсальными. 

Подклас [, класса моделей К называется аксиоматизируемым (эле- 
ментарным) внутри К, если существует такая, вообще бесконечная, система 
аксиом ®@ узкого исчисления предикатов (УИП), что Г, состоит из тех и 
только тех моделей класса К, которые удовлетворяют всем аксиомам 
‘рассматриваемой системы. Если все аксиомы системы ®@ можно выбрать 
универсальными, то [, называется универсально аксиоматизируемым под- 
классом в К. 

А. Тарским (18) и Ю. Лосем (5) получены простые характерис- 
тики универсально аксиоматизируемых подклассов. Чтобы  предотаз 
вить их в нужной для нас ферме, введем следующее определение 
Чем. (15)]. 

Пусть 9 — модель с основными множествами Ма, предикатами В; и 
фиксированными элементами аз. Описанием О (3%) модели 9 называется 
ковокупность всех формул вида Р, (с1,...,Сп)» ^ Ру (С1,..., бп), @з = С, 
юз Е с, истинных в 9, где с, с1,....С, пробегают всю модель 9. 
В случае многоосновной модели к этому должны быть еще присоединены 
все истинные соотношения вида с@ Ма. 


Фиксируя некоторую конечную совокупность предикатов Р.,..., Ру, и 
соединяя знаком & члены из О (9%), относящиеся к выбранным предикатам, 
мы получим финитное частичное описание О; (9%) или (Р.,,..., Ру, }-описв- 


ние 9%. Говорят, что описание 0; (9%) реализуемо в модели %, если в мо- 
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дели 5 выполняется аксиома 
(Чс1)...(Чс1) О; 00, 


где с,..., 1 — элементы из 9%, встречающиеся в Оу 0%. | 

ТЕОРЕМА 1 [ср. Тарский (18), Лось (5)]. Для того чтобы подкласс К® } 
класса многоосновных моделей К, тип которого не содержит фиксирован- 1 
ных элементов, был универсально аксиоматизируем в К, необходимо й | 
достаточно, чтобы классу К* принадлежала каждая К-модель, в которой 1 
каждое финитное частичное описание любой конечной подмодели реали- 1 
зуемо в подходящей К“-модели. 

Необходимость непосредственно следует из основной локальной тео- 
ремы (см. ниже п. 2.2) Для полноты докажем достаточность. Пусть № 
Ц — совокупность всех универсальных аксиом, имеющих место на всех | 
К*-моделях, и пусть вс6 они выполняются на К-модели №. Требуется № 
доказать, что ЖЕ КА”. Пусть это не так. Тогда найдется финитное описа- % 
ние 0 (с1,...,С®) конечной системы элементов с1,.... с, модели 9%, не реа- 
лизуемое ни в какой К*-модели. Это значит, что во всех К”-моделях вы- 
полнена универсальная аксиома 


(ед: (с (льва 


которая, таким образом, должна принадлежать Ц и потому иметь место 
на %. Но на 9% выполняется отрицание этой аксиомы, что является 
противоречием, доказывающим теорему. 

1.2. Аксиоматизируемые и проективные соответствия. 
Рассмотрим два класса моделей К и Г,, основные множества и предикаты | 
которых обозначим соответственно через Ма, Р. («6 А, ТЕГ) и Мь, 
О (ВЕВ, 664). Мы скажем, что между моделями классов К, Г, установ- 
лено соответствие с, если каждой паре моделей ЭЖЕК, ЖЕГ, поставлено 
в соответствие одно из значений И или Л. При этом будет предпола- 
гаться, что если {№5 = И и 9%, % соответственно изоморфны 9%,, %,, то 
с, =Й. 

Соответствие с будет называться аксиоматизируемым (элементарным), 
если истинность отношения 35% равносильна выполнимости на 9%, % 
фиксированной совокупности © аксиом УИП, конструируемой следующим 
образом. Берется некоторое множество новых предикатных символов 
ыы (1,...Ж6ЕА Ц В, ЕЛ) и пишется система аксиом УИП, содержа- 
щих лишь предикатные символы вида Ру, 0%, 9л. При этом выполнимость 
системы © на Э, % означает, что на множествах Ма, № (а&6А, ВЕВ) 
можно так определить предикаты 5), что при заданных предикатах из 9% 
и % на множествах М, № все аксиомы из © будут истинными. 

Если число аксиом в © конечно, то выполнимость © на 9%, % равно- 
сильна истинности подходящей аксиомы 2-й ступени вида 


(95.,)..,(Я$,) р (В: 0, 5). 


Ноэтому аксиоматизируемые соответствия этого частного вида можно 
было бы назвать Ч-соответствиями и по аналогии определить У, ЧУ, УЯ 
ит. д. соответствия. К одному частному случаю мы вернемся в $ 3, а. 
сейчас определим еще один класс соответствий, содержащий в себе класс | 
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‘ксиоматизируемых соответствий и столь же удобный для изучения, как 
г этот последний класс. 

’ По определению, соответствие о между моделями классов К, Ё будет 
тазываться проективным, если истинность отношения 9% (ЖЕ К, 6 Г) 
авносильна выполнимости на 9%, % фиксированной системы ‘аксиом © 
‘ледующего строения. Берутся вспомогательное множество индексов Си 
пножество предикатных символов вида Аи ош еАРВЕСе 
г пишутся аксиомы УИП, содержащие лишь предикатные переменные 
р, Оз, ©». Система © называется выполнимой на 9%, %, если можно найти 
акие непустые множества ТГ, `(и@С) и на множествах Ма, №, Ть так 
пределить предикаты 5), что все аксиомы из © окажутся истинными. 

Введенные понятия аксиоматизируемого и проективного соответствий 
:ежду моделями двух классов очевидным и однозначным образом пере- 
юсятся и на случай соответствия с (%,,...,%,) между моделями $ клас- 
ОАК. 

Из определений этих соответствий непосредственно вытекают два след+ 
твия. 

Следствие 1. Дизоюнкция конечного и конъюнкиия любого числа 
ксиоматизируемых (проективных) отношений между моделями заданных 
массов К\,....Ёз являются снова аксиоматизируемыми (проективными) 
итношениями. 

Следствие 2. Если с (9%,..., 3%) — проективное отношение между 
‘оделями классов К,,.... Кв, из которых класс К; аксиоматизируем, то 
тношение 


< (90%... 1) = (39Х.) в (0%,..., 9%) 


какже проективное. 
Формулировка следствия 2 имеет смысл при $>2. При $=2 выра- 
гение 


(319%,) с (0%, 30%) = т (0%) 


удет давать свойство т модели 9%., которое мы также будем называть 
роективным, а совокупность моделей класса К\, обладающих этим свой- 
твом, будем называть проективным подклассом в К:. Иными словами, 
одкласс К* моделей класса К называется проективным в К, если он 
остоит из тех и только тех А-моделей, которые находятся в фиксиро- 
анном проективном отношении хотя бы с одной моделью заданного 


ксиоматизируемого класса. 
_Из следствия 1 вытекает, что объединение конечного и пересечение лю- 


ого числа проективных подклассов заданного класса моделей являются 
чова проективными подклассами этого класса. 

Если основной класс моделей К состоит из всех моделей заданного 
ипа, то его проективные (аксиоматизируемые) подклассы называются просто 
роективными (аксиоматизируемыми) классами моделей. 

Легко видеть, что проективные подклассы проективных классов моделей 


вляются проективными классами. Аналогично, совокупность К!’ моделей 
роективного класса К, находящихся в каком-либо проективном соответст- 


ы ` 
ли с к моделям проективного класса Ко, является проективным классом, 
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В самом деле, пусть К\, К» — классы всех моделей типа Е, К, Я, Я. — 
системы аксиом, определяющие проективные соответствия р:, р» между 
моделями классов К:, К» и моделями вспомогательных аксиоматизируемых 
классов Гл, [», характеризуемых системами аксиом 8,, 8;. При этом пусть 
К: есть совокупность К:;-моделей, связанных р;-соответствием с какими- 


либо ®:-моделями (1 = 1,2). Обозначим через © систему аксиом, опреде-. 


ляющую проективнае соответствие с. Каждая из систем аксиом %, Я», © 


содержит символы вспомогательных предикатов К: Вводим для них 
в каждой из указанных систем различные символы и рассматриваем про- 
ективное соответствие т между моделями классов К;, К›, определяемое 
системой аксиом 9, = {©, %,, %,, ®., &5}. Непосредственно видно, что класс 
К!’ состоит из К\-моделей, у которых имеются <-соответствующие К ›-модели. 

1.3. Некоторые примеры. Пусть К, Г, — классы одноосновных 
моделей. Вводим вспомогательный предикат 6 (х, у) (5 Е ЖЖ, уе»), который 
рассматриваем как отношение, устанавливающее соответствие между эле- 
ментами основных множеств моделей ЖЕК, ЖЕ Г. Системой аксиом УИП 
©, записываемых с помощью предикатного символа 5 и основных преди- 
катных символов классов А, Г, задаем некоторое свойство соответствия 5. 
Модели 9%, % находятся в @©-соответствии, если между элементами 9%, % 
можно установить соответствие 5, обладающее свойством ©. 

К этому простейшему типу модельных соответствий принадлежат, на- 
пример, отношения «модель 9 изоморфна модели %, «модель Я есть 
гомоморфный (сильно гомоморфный) образ модели %\», «модель Я изоморфна 
некоторой подмодели модели %», «модель Я есть гомоморфный образ неко- 
торой подмодели модели %№ ит. д. 

Отсюда следует, например, что совокупность всех фактор-моделей мо- 
делей аксиоматизируемого класса есть проективный класс. 

В изложенной схеме вместо отношения 5 между элементами двух мо- 
делей можно рассматривать отношение между элементами нескольких 
моделей и получить, в частности, отношение «модель Я есть прямое про- 
ведение моделей %,..., Жи». 

Рассмотрим более сложный пример. Финитно полным подпрямым 
произведением одноосновных однотипных моделей 9%.(«6 А) условимся 
называть такую подмодель 3% прямого произведения этих моделей, которая 


для любого конечного набора различных индексов %;,...,@т из А и про- 
извольного выбора элементов у; @Ж., (1 =1,...,т) содержит элемент х, 
имеющий у:,...,Уж своими проекциями номеров 9и,..., бт. 


Покажем, что свойство модели ЯД быть финитно полным подпрямым 
произведением системы моделей фиксированного аксиоматизируемого класса 
К является проективным. 

Пусть Р; (21, ..., 2.) (6 Г) — основные предикатные символы класса К 
и $ — совокупность аксиом, определяющая этот класс. Рассматриваем 
следующие три класса моделей: 

'Класс К. Предикатов нет. Элементы модели — а, ви,.... 

Класс К,. Основные предикаты — 0; (х.,..., т”,), элементы — 2, 21,.... 

Класс К+з. Основные предикаты — В; (у1,..., У„;), элементы — у, Ул, .... 


Вводим вспомогательный предикат ‹5 (, х, у), читающийся «у есть про- 
екиия номера & элемента 1», и обозначаем символом © совокупность всех _ 


ощих аксиом (кванторы всеобщности, относящиеся ко всей формуле, 
ля краткости опускаем): 

1. (39) 5 (в, х, у); 

2. 5 (%, т, У) 5 (а, т, Ч) > У = У; 

3. (<) (У) (5 (в, =, у) & 5 (а, 11, у)) > 2 =; 

4. 0: (ть, -. .2т)) => (а) (Ул)... (Уд) ($ (@, 11, У1)&...&5 (9, Ри, Ущ) > 

— А: (У1,.-., Ум); 
5. Т(*, у) <=> (12) 6 (х,х, у); 
6. а = 9.2 & 9 Е 93&.-. &Ит—1 ВЕ бт & Г (а, 1) &› . &Г (а, Ут) — 
—> (42) (5 (а, т, У1).5--.&0 (бт, х, т) (т=И,2,З,ь..). 

7. Записываем в виде аксиом УИП, что каждая аксиома из ® имеет 
‘есто на совокупности Га всех тех элементов у, для которых Т (а, у) 
ютинно. Эти аксиомы пишем с кванторами всеобщности по & путем , спе- 
иализации кванторов в аксиомах % и замены в них символов Р; сим- 
юлами В;. 

Ясно, что ‘если для некоторой модели ЖЕА, можно „найти модели 
`6К,, ЖЕК. так, что на А, 9%, % будут удовлетворяться аксиомы 1 — 7, 
> %% будег финитно полным подпрямым произведением моделей Т., при 
эдлежащих, ввиду аксиом 7, классу К, что и требовалось установить. 

Если из аксиом 1 —7 выбросить аксиому 6, то выполнимость остав- 
зейся системы для моделей А, 9%, % будет означать, что 9) есть подмодель 
рямого произведения А-моделей. Поэтому свойство модели быть под- 
„оделью прямого произведения моделей проективного класса К является 
‚роективным. 

Аналогичным путем можно было бы доказать проективность свойств 
руппы быть ВГ-, АМ- или 7-группой, а также быть частично упорядочен- 
ой и содержать ВМ-, В/- или 2-систему выпуклых подгрупп. Фактически 
менно это доказано в работах (3), (11). Однако ниже в $ 3 будет доказано 
лее сильное утверждение о простой аксиоматизируемости всех указанных 
войств групп. 

$ 2. Основные свойства проективных соответствий 


2.1. Отношения равенства. Унифицирование кванто ›ов. 
Густь К — класс многоосновных моделей с основными множествами Ма, 
СА, и основными предикатами Р.(тЕГ), характеризующийся сис №1 
ксиом УИП ©. Как уже упоминалось, в записях аксиом из © м 
основными предикатными символами Р, могут встречаться и зна м 
энства. Хорошо известный прием релятивизации равенств позволяет ‘ести 
ассмотрение систем © (абсолютным) равенством к изучению си\ эм © 
редикатом эквивалентности [см. (з), (8)]. В случае многоосновных моде- 
ей релятивизация равенств может иногда производиться раздельно сле, ю- 
ким образом. 

Предположим, что множество А номеров основных множеств мож- 
о разбить на взаимно не пересекающиеся непустые части Ао Ал». ‚., Аз 
к, что в © не будет встречаться знак равенства, связывающий элементы 


ножеств, номера которых принадлежат различным частям А;, А;. Вводим 


рассмотрение новые отношения 9, за 0,, полагая 29; определенным для 
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всех лени, еде 
@; = ИМ («ЕА,), = 


Связываем новые и старые отношения аксиомами: | 
26, бу убх, 20) & 0:2 > 20, [69 
1.01%... & Хобь, У, & Р. (21, -.., 20) Ру (Ул» +, Уп), (2) , 


где символы 0;,0,,...,8;, принимают всевозможные значения из системы =, % 
8,,...,6,, а переменные х, у, 2, тк, Ук берутся всевозможных родов, согла- 
сующихся с родами предикатов Р., 6,, 6;,...,0;,. Наконец, в каждой ©-| 
аксиоме каждое выражение вида х=у(х,У6И;) заменяем выражением 
20;у и систему полученных таким образом новых аксиом, пополненную 
аксиомами (1) и (2), обозначим через @©%. Классе моделей с основными 
множествами М. (&«6А) и основными предикатами Р.(1ЕГ), 0,,...,8:, на 
которых выполняются аксиомы ©, обозначим через Ав. Аксиомы из © | 
содержат знак =, но лишь для элементов множеств М. (а&А.), тогда | 
как знаки равенств, связывающих элементы остальных множеств, в @ь | 
отсутствуют и заменены знаками эквивалентностей различных родов. 


вам х= У. 

Обратно, пусть 9) — некоторая ©,-модель. В силу (1), отношение 9, 
является` эквивалентностью на 0; и потому О: распадается на смежные \ 
классы [2], 60; по 0; Обозначим через Мо /6;: («Е А;) совокупность тех | 
смежных классов из ПИ,/6;, представители которых содержатся в Ма, и 
положим 


Е Я Е (371 


\ 


Аксиома (2) гарантирует, что формулами (3) предикаты Р. на системе | 
множеств М. /6; определяются однозначно. Тем самым из каждой @©ь 
модели № получается определенная модель 9% = № /0. Как и в одно- | 
основном случае (3), легко убедиться, что 9% удовлетворяет аксиомам ©.. 

В дальнейшем нам понадобится следующее замечание. Предположим, | 
что в © нет знаков равенства, связывающих элемент из Ма с каким-либо || 
другим элементом, и допустим, что в некоторой ©-модели 3 на множестве | 
Мо удалось каким-то образом определить эквивалентность @, удовлетворяю- 1 
щую на УХ ‘аксиомам (1), (2). Из вышеизложенного видно, что тогда 


указанным выше способом на основных множествах М (8 в “). 
Более того, фактор-модель 9/9. можно просто рассматривать и как | 
подмодель в 9%. Для этого из каждого смежного класса М„/@ выберем 1 


по представителю и обозначим совокупность этих представителей через Ма. | 
Пусть 9) есть подмодель модели 9%, имеющая основные множества М. и' 
Мь = Мь для В- «. Формула (3) показывает, что отображение 


=—1[2| (=6М.), г-ь2 (=ЕМь Ва) 3 

является изоморфизмом между 93% и 9%' /6. | ‚ 
Уже упоминалось, что рассмотрение аксиоматизируемых классов много- 
основных моделей естественно приводится к рассмотрению классов одно- | 
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рновных моделей путем процесса унифицирования кванторов, состоящего, 
следующем [см. (18)}. 

Пусть ‘заданный класс К многоосновных моделей имеет основные мно-- 
‹ества М (&6А) и основные предикаты Р. (1 6Г). Обозначим через К* 
масс моделей с одним основным множеством ЛМ и предикатными симво- 


ами У, Р. (« СА, ТЕГ). Предикаты Т„ одноместные, а символы р того 


се типа, что и Р., лишь аргументы Р» относятся все к одному множест- 
у М. Каждой формуле УЙП % типа К ставим в соответствие формулу 
“ типа К” следующим путем: 

1. Если У кванторов не содержит, то 5” получается из 9 заменой сим- 
юлов Р., символами Р*. 

2. Если % = (32°) 9, то %° = (2) (И. (2) &9/). 

3. Если % = (25°) 9, то УГ = (2) (Уз (2) >91). 

Имея модель Я типа А, удовлетворяющую аксиоме %, полагаем М = 
в 0 Ма, Га(х) равносильно 6 Ма и 

р. р Е 

Р, (та, ..., и) = о" РР = ..,Жп) нев определено. (4) 
| результате получим одноосневную модель 9", удовлетворяющую аксио- 
ю 9. Обратно, если 94° есть К“-модель, удовлетворяющая аксиоме ЭГ, 
о, ‚ обозначая через М. совокупность элементов хе М, для которых 
а(5) = И, и определяя Р., соотношением (4), получим К-модель ЖЖ, удов- 
етворяющую аксиоме %. Чтобы соответствие между К-моделями и К“- 
юделями было строго однозначным, нужно еще потребовать, чтобы в. 
1° не было «лишних» элементов. Если число основных множеств конеч- 
3, например А = {1,2,...,г}, то для этого достаточно в определение 
ласса А” ввести аксиому 

(2) (У, (2) М И, (2) У... МИ, (2)), 

зрантирующую истикность равенства М = |). Мо. в модели №, получаю- 
‹ойся указанным выше образом из модели 9)". 

Процесс специализации (или релятивизации [см. (1), (15)]) кванторов: 
потребляется в случае, когда. нужно записать, что некотерая аксиома % 
‚общими кванторами выполняется, если каждое связанное переменное 
; меняется в подмножестве М;, определяемом формулой 3%; (<), содержащей. 
цно свободное переменное х. Для этого достаточно рассматривать аксио- 
у % как аксиому со специализированными кванторами. Затем, унифици- 
уя кванторы в %, мы получим формулу 9%”. Заменяя в 9 выражения 
: (2) через %; (1), найдем желаемую формулу. 

2.2. Внешняя локальная теорема. Для случая срЕССсноЕВЫХ 
оделей хорошо известна следующая 

Основная локальная теорема [ем. (5), (°)]. Если совместна 
пждая конечная подсистема некоторой бесконечной системы % аксиом 
ИП, то совместна и вся система 3. 

При этом аксиомы из % могут содержать знак равенства, а также 
обое число (конечное или бесконечное) индивидуальных предикатных и 
едметных символов. 

Допустим теперь, что заданная система аксиом % является многосснов- 
й. Совместность ее означает существование многоосновной модели, на 
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которой все аксиомы из % истинны. Применяя процесс унифицирования | 
еременных, построим для % соответствующую одноосновную систему 9» 


з^ ] 
Из совмествости каждой конечной подсистемы системы % следует совме- 
<тность каждой конечной подсистемы из %, а потому и существование модели 


"для 9. Перекодя, как указано ви, 2.1, от модели 9” к модели 9%, мы 
видим, что система % совместна. Таким образом, сформулированная выше 
основная локальная теорема справедлива, и для систем многоосновных ак- 
«иом. 
Отсюда непосредственно вытекает 
ТЕОРЕМА 2 (внешняя локальная теорема для проективных соответ- 
‹<твий). Пусть задано проективное соответствие ч между (многооснов- \ 
ными) моделями проективных классов К\:,...,Кз, и пусть ,..., №— 
‚модели этих классов. Если финитные частичные описания любых конеч- 
ных подмеоделей 3%, ‚..., ЖЖ, моделей З%,,...,: реализуемы в подтодя- 
чцих моделях ЕК; ((=1,...,5), связанных о-соответствием, то модели 
З0,..., №, вложимы в качестве подмоделей в модели ЕК,,...,%, ЕК,, 
связанные с-соответствием. 
Совокупности аксиом, определяющие классы А\,...,Кз и соответствие 
`в, обозначим соответственно через %,,...,%, №. Мы можем предполагать, 
что вспомогательные предикатные и индивидуальные предметные перемен-_ 
ные в различных системах имеют различные обозначения. Пусть О (9%)... 
-.., О (%.) — описания заданных моделей и 


© =={0 0%,),.. 060%), %,...,% 


С.вокупность © рассматриваем как систему аксиом, определяющую класс 

ногоосновных моделей. Каждая конечная часть © содержит только ко- 
нечные части систем О (%,),...,0О (9%.), содержащиеся в подходящих фи» 
нитных частичных описаниях соответствующих конечных подмоделей мо- 
делей Ж,,..., %%,, а потому совместна. В силу основной локальной тес- 
ремы, отсюда следует совместность и всей системы ©. Если % — модель 
для би %,,...,®, —ее К,-,..., К,проекции, то 0% © %; (&=1,...,5), 
ибо © содержит описания моделей 9%%,..., №. Кроме того, модели 
%.,...,№, находятся в с-соответствии. 

Из теоремы 2 при $ =1 получаем 

Следствие 1. Рсли-каждое финитное частичное описание произволь- 
ной кон?чной подмодели некоторой модели ЯЗ реализуемо внутри подто- 
‚Эящей модели фиксированного проективного класса К, то модель 9 изо- 
морфна подмодели подходящей К-модели. 

Согласно (13), класс моделей К называется псевдоаксиоматизируемым, 
если из реализуемости в подходящей К-модели каждой конечной подси- 
стемы произвольной системы © аксиом УИП вытекает реализуемость внут- 
‘ри подходящей К-модели системы ©. Повторяя рассуждения, употреб- 
ленные в доказательстве теоремы 2, легко получить более сильное 


Замечание. Каждый проективный класс моделей является псевдоак- 
сиоматизируемым. 


В качестве примера на применение теоремы 2 рассмотрим сильные го- 
моморфизмы. Выше упоминалось, что отношение «модель 9% есть сильно 
гомоморфный образ модели %» является проективным. Поэтому, если 
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экдая конечная подмодель некоторой модели 9 является сильно гомо- 
‘рфным образом подмодели подходящей модели фиксированного проек- 
вного класса К, то и сама модель 9 является сильно гомоморфным 
разом подмодели подходящей К-модели. 

Согласно (?), (7), совокупности АМ-, ВГ- и #1-групп являются 
'оективными` классами (см. п.3.3). Известно также, что подгруппы 
упи указанных классов принадлежат тем же классам. Поэтому из след- 
вия 1 получаем такую внешнюю локальную теорему: 

если каждая конечная совокупность А элементов некоторой группы С, 
‘ссматриваемая как частичная группа, вложима в подходящую Т-груп- 
‚ (Т=ВМ, ВЦ, 2), то @ есть Т-группа. 

Напомним, что обычная (внутренняя) локальная теорема для ука- 
нных групп формулируется следующим образом: 

если каждая подгруппа с конечным числом порождающих некоторой 
уппы С является Т-группой, то и С является Т-группой [см. (°), (*)]. 

Сравнивая эти теоремы, мы видим, что первая из них более сильная. 
эйствительно, структура частичной группы А не определяет структуры 
дгруппы Н, порожденной элементами Ав С, и из вложимости А в 
‘группу вообще не следует вложимость в Г-группу подгруппы Н. 

Наконец, упомянем еще 

Следствие 2. Пусть проективный класс К является подклассом 
сиоматизируемого класса моделей Ко и Ко-подмодели К-моделей явля- 
"ся К-моделями. Тогда класс К универсально аксиоматизируем в Ко. 

Для доказательства достаточно сравнить теоремы 2 и 1. 

Из следствия 2 и проективности классов АМ-, В[-, -групи следует 
зостая аксиоматизируемость этих классов. Этот факт будет получен не- 
эсредственно в п. 3.3. 

2.3. Ограниченность и расширяемость соответствий. 
рименяя, как выше, процесс унифицирования кванторов, из известной 
‚оремы Левенгейма — Сколема и теоремы о расширяемости бесконечных 
эделей [см. (8)] легко получить соответствующие теоремы для многоос- 
эвных моделей, а из них — и теоремы для соответствий и проективных 
пассов. 

ТЕОРЕМА З3 (ограниченности). Для каждого проективного соответ- 
пвия с между моделями фиксированных проективных классов Кт,..., К: 
/ществует бесконечное кардинальное число т = т(з) такое, что если 
НЕК:,..., №. ЕК, — модели, находящиеся в соответствии з, и ооо 
- некоторые совокупности их элементов, мощности которых не превос- 
2дят какого-нибудь кардинального числа и>ш, то в и. 
айдутся подмодели %:ЕК:, находящиеся в з-соответствии, содержа- 
ме соответственно совокупности %,...,% и мощности которых так- 
се не превосходят в. 

Пусть © — система аксиом УИП, определяющая соответствие о. Мы 
ключим в © и системы аксиом, определяющие классы Кс Кв. Пусть 
многоосновная ©-модель, проекциями которой являются модели 5... 
...9,. Унифицируя в © переменные, мы получим систему аксиом ©", 
из модели 9% получим ©'-модель 3). Положим 


м = Мо т, 
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где т, — мощность ©". Ясно, что число т, вычисленное для ©, будет 
тем же, что и для ©*. Модель 9) содержит множество 


Е. 9, 


мощность которого не превосходит и. Согласно классической теореме Ле 
венгейма — Сколема, в 9%* найдется содержащая % ©*-подмодель %', мощ- | 
ность которой не превзойдет ий. Возвращаясь от 3) к 9%, мы получим 
из 95° Е-подмодель %, проекции которой %,...,%, удовлетворяют всем | 
требованиям доказываемой теоремы. 

При $5 =1 получаем 

Следствие. Для каждого проективного класса К существует такая’ 
бесконечная мощность т, что если мощность подмножества % некото- | 
рой К-модели 9% не выше п > т, то в 3% существует К-подмодель мощно-. | 
сти не выше п, содержащая 9. 

Для аксиоматизируемых классов число ш, вообще говоря, совпадает с | 
числом основных предикатов класса. В случае проективных классов для 
нахождения т существенны не только основные, но и вспомогательные. 
предикаты. Например, класс К: всех множеств, мощность которых не: 
меньше т > М, является проективным. Согласно доказательству теоремы, 
для характеристики Ки необходимо не менее т предикатов, хотя сам 
класс К основных предикатов не имеет. 

ТЕОРЕМА 4 (расширяемости). Пусть з — проективное соответствие’ 


между моделями проективных одноосновных классов ЁКу,..., К; и в — 
кардинальное число, указанное в теореме ограниченности. Тогда для любых 
находящихся в в-соответствии бесконечных моделей З\ ЕК\,..., ЖЖ, ЕК». 
существуют связанные з-соответствием модели % Е К,,..., № ЕК.,, 


мощности которых равны п и такие, что % с 3, Э% = %, если мощ 
ность Э% не выше п (1=1,...,3). | 
Если для каждого натурального т существуют связанные з-соответ- 


ствием модели ЕК», г и среди которых каждая из моде- — 
< т 

лей У т ‚9 (Е фиксировано, {< 5) имеет не менее т элементов, | 

то в классах К\,....К. найдутся связанные с-соответствием модели 


САК,,..., Е Кь, из которых %,...,%: будут бесконечными. 

В соответствии с работой (3), обозначим через © систему аксиом, оп- 
ределяющую соответствие < и включающую аксиомы, характеризующие“ 
классы А;,...,Кз. Пусть О (9%) — описание 90% и 9% = {аа} («ВА, #= 
=1,...,5) — совокупности символов мощности п. Эти символы полагаем 
отличными от всех символов, встречающихся в © ивО (3;). Обозначаем: 
через З; систему всевозможных формул вида ам + ав, @ца = сь, где я + В, 
о, ВЕА, с ЕД, и рассматриваем систему аксиом 


$ = {©,0(%%,,),..., О (2%), ..., Я: ›}, 


в которой 1,...,„— номера тех Э%, мощность которых не выше п.. 
Любая конечная часть %, <% содержит лишь конечное число символов аа, 
с; и символов из © и поэтому $; можно реализовать в 9%,..., %,, взяв. 
в качестве а;„ произвольные различные элементы этих моделей, отличаю- 
щиеся от тех, обозначения которых явно содержатся в Я,. В силу основ- 
ной локальной теоремы, отсюда следует существование модели $ у систе- 


| 
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ны %. Проекции %,,..., $:, модели $ содержат соответственно множе- 


тва %&, 0%, (& =1,...,р), имеющие мощность и. Согласно теореме 
Певенгейма — Сколема, в %,,...,\$, найдутся связанные о-соответствием 
подмодели ЗЕК,,..., №6 К, мощности не выше и, среди которых 
т, ес, 3, будут содержать множества %,,..., 9, и, следовательно, 


удут иметь мощность п, что и требовалось доказать. 

Доказательство второй части теоремы такое же, только в качестве 9, 
|ледует взять совокупность формул аа == ав, где Е В, и, В=1,2,...,м,.... 

При $ =1 доказанная теорема переходит в 

Следствие. Для каждой бесконечной модели 9% проективного одно- 
‚сновного класса К существует содержащая 9% в качестве подмодели и 
‚тличная от нее К-модель % любой наперед заданной мощности п, не 
неньшей мощности Э% и удовлетворяющей условию п > т, где т — фикси- 
оованное для класса К кардинальное число, упоминающееся в теореме 
‚граниченности. 
| Если классе К для любого натурального п содержит модель Эа, 
усло элементов которой больше п, то К содержит и бесконечные модели. 
’ Теорема расширяемости и ее следствие сформулированы лишь для 
‘дноосновных классов. Аналогичные утверждения верны и для много- 
сновных классов, только там вместо мощности модели приходится гово- 
‚ить 0 мощностях основных множеств модели. 


8$ 3. Квазиуниверсальные подклассы 


3.1. Устойчивость. Рассмотрим какую-нибудь многоосновную фор- 
"улу пренексного вида 2-й ступени 


4 = (0141). . - (Отат) % (@1, ..., т, @т4а, > вп), (1) 


де 4,..., а, — предикатные и предметные переменные фиксированных 
дов, относящиеся к основным множествам М. (&ЕА) (ср. 1.1). Может 
лучиться, что в этой формуле все кванторы по предметным переменным, 
ринадлежащим множествам М; (ВЕВСА), будут кванторами всеобщно- 
ти. В таком случае мы будем говорить, что % имеет В-универсальный 
ид. При этом упомянутые универсальные кванторы в формуле % не 
бязательно должны идти подряд: они могут чередоваться как с кванто- 
ами существования и всеобщности по предметным переменным других 
дов, так и с различными предикатными кванторами. 

ТЕОРЕМА 5 [ср. (1), (13)]. Если многоосновная аксиома % исчисления 
-й ступени имеет В-универсальный вид и выполняется на какой-либо 
одели 9%, то % выполняется и на каждой В-подмод»Рти (см. п. 1.1) 
одели ЭХ. 

Для доказательства потребуется несколько новых понятий. Пусть задан 
екоторый класс К многоосновных моделей с основными множествами 
И« («Е А) и основными предикатами Р,=Р,“* (ТЕГ, мт, ВА, 
'=^(1)). Мы скажем, что на К-моделях задано отношение (предикат) 


-й ступени 2(71,...,7т Хь..., Хп), Где 21,..., Ят-— предметные, 
(,..., Х, — предикатные переменные 1-й ступени фиксированных родов 
1)... т, р»... би, ебли на каждой К-модели ЗФ каждой последова- 


ельности ее элементов 11,..., Хи И каждой последовательности опреде- 
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ленных на 9 предикатов Х:,..., Х» родов 91,..., Ят, б1,...,би Постав- 
лено в соответствие одно из значений Й, Л. 
Отношение & будет называться Фформульным на К, если найдется 
формула исчисления 2-й ступени 8 (21,..., Ят, Х.,..., Хи), значение кото- || 
рой на каждой К-модели 3 для каждой системы значений 21,..., т» | 
Х1,..., Х, на 9% совпадает со значением 0(11,..., т, Ха,..., Ха). | 
Формула 8 (21, ..-, т, Х!,..., Х), кроме свободных переменных 4, Х;, | 
может содержать и ряд связанных предметных и предикатных перемен- || 
ных, а также индивидуальные предикатные символы класса К. | 
Отношение будет называться В-устойчивым (ВСА) на К, если из ] 
истинности 2 (11,..., т, Х1,..., Х») в какой-либо К-модели 9% с основ- 1 
ными множествами М. («6 А) для каких-либо ее элементов 41,..., Я | 
и определенных на 9% предикатов Х.,...,Х„ вытекает истинность | 
2(51,....2т, Х1,.... ХФ) в каждой В-подмодели 9%’ модели 9% при усло- | 
вии, что 9)’ содержит 21,..., 2, а Х1,..., ХХ — предикаты, определен- | 
ные на 9), но значения которых совпадают со значениями Х;,..., Хи. 
Непосредственно из определения понятия подмодели вытекает, что | 
устойчивыми являются все основные предикаты рассматриваемого клас- 
са К, а также их отрицания. Устойчивыми являются также конъюнкции | 
и дизъюнкции устойчивых отношений. Поэтому всякое отношение Й, \ 
определенное на К формулой, не содержащей никаких кванторов, будет 
устойчивым (А-устойчивым) на К. 
Легко также проверить, что если отношение # (11,..., тт, Ха». .., Ха) | 
в классе К В-устойчиво, то В-устойчивы на К и отношения, определяе- 
мые на К-моделях формулами 


(02, (4Х)2, (20, (Ч)2, 


20е 1 = 1;...,п,] =1,.. 7, а.род хь невходит в В. 
В самом деле, пусть на модели УЖЕ К заданы элементы х,,..., тт и 
предикаты Х|,..., Х„_: так, что истинна формула 


У е. ...у Тт, Ху ...у ЖФ) — (Х) 2 (21, у Фт,ь Ха 0. 

Это значит, что для любого предиката Х на 9% истинно выражение 

о ЕВ 
а потому на 9)’ истинно 

0 0 0 

ЕВ -:.) Фть Хт, я Хит, Хх я. 
Если Х пробегает всю совокупность предикатов рода Х на 9%, то Х” 
пробежит множество всех предикатов фиксированного рода, определеввых 
на 3). Поэтому на 9 истинна формула 

0 70 
Ува о а) 


и, таким образом, отношение У устойчиво. 


Рассмотрим еще последний случай. Пусть при заданных #1,..., т» 
Х,,..., Хи на ЭХ истинна формула 


У (бу, обо Аи 
Это значит, что для некоторого хе будет истинным выражение 
(тет, о 
Так как род х не входит в В, то 1 принадлежит любой В-подмодели 9. 


И >..: 
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› устойчиво, поэтому 


0 0 
Пс ну Й 
'е. на 9% истинно выражение 


0 о 
У (4, ...у Ттр—1ь т +6. + дв 


ю и требовалось доказать. Пропущенные 2-й и 3-й случаи рассматривают- 
аналогично. 

Из сделанных замечаний доказываемая теорема ‘ытекает непосред-- 
венно. Действительно, пусть аксиома % имеет вид (1). Формула %, как 

имеющая кванторов, устойчива. Но условию, среди присоединяемых: 
‚анторов (Отат),..., (01, &1) кванторы вида (42), где род х принадле-- 
ит В, отсутствуют. Ноэтому аксиома 9%. является устойчивой формулой,,. 
ю равносильно утверждению. теоремы. 

3.2, Внутренняя локальная теорема. Рассмотрим произволь- 
ий класс К моделей е основными множествами М.(«ЕА) и основными: 
редикатами Р. (16 Г). Так же как и при определении проективных под-- 
тассов, вводим в рассмотрение дополнительные множества предметов: 
в(ВЕВ) и определенные на М., № предикаты 05 (66 А), вообще сме-- 
анного типа, т. е. часть аргументов их будет пробегать некоторые из. 
зожеств Ма, а часть аргументов будет пробегать множества №. Пусть. 
(ЕЛ) — еще одна система вспомогательных предикатных переменных, 
оторые будут обозначать некоторые предикаты, определенные на мно- 
ествах М. (“ЕА). 

Рассмотрим сиетемы аксиом %, Ж;, © следующего вида: 

1. Я— система аксиом УИП с основными’ множествами Ма,. 
в («6 А, ВЕВ) ш основными предикатами Р., 05 (т ЕГ, ЕД). Кванторы 
‚ элементам множеств М„— универсальные, кванторы по элементам № в. 
огут быть обоих рядов. 

2. Для каждого ^ЕЛ система %\ состоит из аксиом УИП с основ- 
ями множествами М. (х6А) и основными предикатами Р. (16 Г); и В)».. 
‹е кванторы универсальные. 

3. © — система аксиом 2-й ступени с основными множествами Ма, М№в-. 
зободных предметных переменных (как и выше) в © нет; свободные. 
оедикатные переменные принадлежат системам {Р.}, {05}, все связанные` 
едикатные переменные принадлежат системе {А›}. Кванторы по пере- 
онным, относящимся. к множествам /Л., предполагаются универсальны-. 
и, остальные кванторы — произвольные. 

Кванторы вида (Вх), (ЯА)) в аксиомах из © предполагаются специа- 
зи рованными — относящимися! к совокупности всех предикатов рода В», 
тределенных на {Мо} и удовлетворяющих системе аксиом %». 

В аксиомах всех трех видов могут содержаться и знаки равенства, 
› связывающие лищь предметные символы. Множества основных преди- 
тных символов и аксиом в каждой группе могут быть бесконечными. 

Обозначим через & объединение систем аксиом Я, <{5%}, ©> и усло- 
имся говорить, что модель 9% с основными множествами М. («6 А) и 
новными предикатами Р,(1 Г), удовлетворяет системе ®, если суще- 
вуют такие дополнительные множества 3 (ВЕВ) и на системе 
И} Ц {№в} так возможно, определить допелнительные предикаты (05 664), 
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чтобы на получившейся расширенной и обогащенной модели <{Ма}, {М№в}, 
{Р.}, 05}> выполнялись все аксиомы из &. 

Класс всех моделей [,, удовлетворяющих какой-либо фиксированной | 
системе аксиом ® указанного вида, будем называть квазиуниверсальным, | 
поскольку во всех аксиомах из ® кванторы по элементам 9% являются | 
универсальными. | 

Аналогично, подкласс Г, некоторого класса моделей К будет называть- | 
ся квазиуниверсальным подклассом в К, если Г есть пересечение К с | 
подходящим квазиуниверсальным классом Гу, т. е. если Г, состоит из || 
всех тех К-моделей, которые дополнительно удовлетворяют некоторой } 
квазиуниверсальной системе аксиом. ] 

Чтобы получить более ясное представление о квазиуниверсальных | 
классах, рассмотрим несколько примеров. | 

Докажем, что каждый класс неодноэлементных моделей, допускающий | 
аксиоматизацию посредством аксиом сколемского вида | 


(в)... Му) Вот ен (2) 


является квазиуниверсальны.м. 
Именно, покажем, что каждая аксиома (2) равносильна следующей ' 
паре квазиуниверсальных аксиом 2-й ступени: 


(21)... би) у... Ч (© @ь.. 3 ЗУ. -. У -—В (ь.. „2 00 
А в (4) 

где квантор (Е), как указывалось, — специализированный, означающий: | 
«для всех В, удовлетворяющих аксиоме (3)». 
В самом деле, если аксиома (2) истинна на некоторой модели 9 и ' 
‘предикат В на ЭХ удовлетворяет аксиоме (3), то аксиома 


(т) 


‘на ЖЖ, очевидно, истинна. Пусть аксиома (2) ложна. Тогда! 


Й 


в 9) существуют элементы 2',..., 2„, для которых % (1, ..., Жи» Ув -- -, Упр 
‚ложно при всех у:,..., У» из 3%. Берем предикат В (21,...,Хт), истин- 1 
ный в точке 2,..., 7, и ложный в остальных точках. Он удовлетворяет 
аксиоме (3) и не удовлетворяет условию (51)... (2т) В (11,..., т), что и 


‘требовалось показать. 
В качэстве второго примера рассмотрим какой-либо (одноосновной) | 


класс алгебр К с основными операциями }+(х.,..., 2) Е =1,.... $0 
„Добавляем аксиомы: | 
хВх & (хКу > уВз) х (2«КухуВ:->х8В?+), (5) ' 


5. Ву&... 67 ВУн ви = р (21,..., 2) = (У, 5, У";) > иВо, (6) 
(В) (+) (у) (и) (©) («Ву — (иВо-и = 5), (7) 


‘из которых аксиомы (5), (6) означают, что В есть отношение конгруэнт- 
ности, а аксиома (7) утверждает, что каждая неединичная конгруэнтность | 
является нулевой, совпадающей с отношением равенства. Таким образом, 
‚аксиомы (5), (6), (7) равносильны утверждению, что алгебра (гомоморфно) | 
простая, и, следовательно, подкласс (гомоморфно) простых алгебр в каж- | 
«дом классе алгебр К является квазиуниверсальным. | 


} 
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Аналогичным образом, рассматривая вместо (5), (6), (7) аксиомы 
В (21) &...&8В (7) ви = }(1,..., 7) > В (и), 
(В) (2) (у) (2) (В (2) &В (у) вх Е у—> (2), 


‘приходим к выводу, что совокупность алгебр. не имеющих неодноэлемент- 
ных истинных подалгебр, является квазиуниверсальным подклассом класса 
‘алгебр. 

В частности, отсюда следует, что квазиуниверсальными будут подкласс 
‚всех простых полей и подкласс всех конечных групп простых порядков. 
| Ни тот, ни другой подклассы не будут проективными, так как для любого 
‘натурального п и тот и другой содержат модели, число элементов которых 
 больше` п, и в то же время оба класса не содержат несчетных моделей 
‚и потому не удовлетворяют теореме расширения для проективных клас- 
сов (п. 2.3). 

Поскольку простые абелевы группы образуют з^проективный класс, 

‘то не будет проективным и класс всех простых групп. 
- Отсюда видно, что квазиуниверсальные подклассы аксиоматизируемых 
классов моделей глубоко отличаются от аксиоматизируемых и проектив- 
ных. Квазиуниверсальный подкласс ‘может состоять даже из одной бес- 
конечной модели, как, например, класс простых полей нулевой характе- 
ристики. Тем не менее, имеет место следующая основная 

ТЕОРЕМА 6 (внутренняя локальная теорема). Если модель 3 имеет 
локальную систему подмоделей, принадлежащих квазиуниверсальному классу 
Г, то Ж% также принадлежит Г. В частности, объединение возрастаю- 
цей цепочки моделей квазиуниверсального класса Г, есть модель того же 
класса. 

Доказательство будет проведено методом «опредмечивания» предикатов, 
хосте цим в том, что предикаты различных ступеней и типов начинают 
рассматриваться как элементы новых дополнительных основных множеств, 
после чего аксиомы высших ступеней переписываются в виде многооснов- 
ных аксиом УЙП. 

Итак, пусть 0% — модель с основными множествами Ма («В А) и основ- 
ными предикатами Р’. (1 Г), обладающая локальной системой подмоделей 
30%, (с 6х), удовлетворяющих квазиуниверсальной системе аксиом & = {8, 
{9%}, ©} описанного выше строения. Каждому предикату В, определен- 
ному на {М}. и удовлетворяющему на 3% требованиям \›, сопоставляем 
новый символ г и совокупность всех ги) обозначаем через И... На мно- 
‘жествах {Мо}, {(›} определяем новые предикаты Е» следующим образом: 
если 


А (т.е. р) (24 Е Ма,), 
то 
Е» = Е» (г», ду... Жо) (7х 6О», 21 @ Ма.) 


и, по опредёлению, считаем 
И СП о, Мы, рр). 8) 


В результате из Я возникает модель 
— <«{М«}, {0 »}, {Р.}, {Е›} > 


`2 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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с большим числом основных множеств и предикатов. Обозначим через 
-- 2 
В. систему аксиом, получающихся из аксиом УХ) заменой в них выраже- 


ний В) (211,...,2р) выражениями Е) (гл, 21,...,7р). Соответственно через 
- ©* обозначим систему аксиом, получающихся из аксиом © указанной за- 
меной В»›(7,...,2р) на Е» (т», 21...,2р) и заменой кванторов (Ё»), 


(ЧА) кванторами (г») и (Чт»). Аксиомы Я, ©* будут рассматриваться 
как аксиомы УЙП с основными множествами {Мо}, {0}, основными пре- 
дикатами Р., Е› и специализированными кванторами, причем во всех аксиомах 
Я» предметное переменное г» предполагается связанным начальным кван- 
тором всеобщности, относящимся ко всей аксиоме. 

Из построения 9)" и формулы (8) видно, что на 9" все аксиомы системы 
У% заведомо, истинны. Более того, если удастся еще построить множества 
№ (ВЕВ) и на системе {М., №} определить предикаты ©, так, чтобы на 
{Ма, ПО», №} выполнялась система " = {8,{ №}, ©'}, то тогда на 9% за- 
ведомо будет выполняться система @ и 9% будет принадлежать классу К. 

Обозначим через О (34°) описание модели 3) и рассмотрим систему 
аксиом 


"= {0(3%), $, {5}, ©*}. 


Покажем, что эта система совместна. Согласно локальной теореме УИП, 
для этого достаточно доказать совместность каждой конечной части Я, 
системы 4”. Система $, содержит лишь конечную систему Т членов и. 
0 (Г) и потому в ав формул, принадлежащих Т, участвуют лишь 


конечная совокупность элементов а!,...‚, аш из |)Ма и конечная сово- 
1 ъ 
кунность элементов гл,,..., г», из |)О». По условию, а,,...,‚ат принад- 


лежат некоторой подмодели Я, из 9%, удовлетворяющей аксиомам ®. 
Составляем указанным выше способом из Я). модель 39%, и пусть 
осно %.. По условию, предикаты А)... ‚ Вх„, отвечающие 


элементам г),..., ТА, удовлетворяют на УХ системам аксиом %,.,...,У%„ 
Обозначим через КФ предикат, определенный на 9%, и совпадающий на 9%} 
‚ е предикатом В»,. Поскольку аксиомы Я», универсальные, то предикат 
ВХ удовлетворяет аксиомам \, на 3%. Поэтому в множестве И х:» построен- 
мом для 3%, найдется элемент 7х такой, что 


{0 : 

Е». (^>., 1... р) == Е», (”>., ть, тр) (т, ...у хр @%.). (9} 
Обозначим через 17° совокупность ‚ формул, которые получатся, если в фор- 
а из ТГ символы х),... ‚`х, заменить соответственно символами 
7м,-.,, го, Убедимся, что Т” входит в О (9%), т. е. что каждая формула 
из Т при указанной замене переходит в формулу, истинную на 9". В самом 
‘деле, формулы из Т имеют вид: 

= 
Р (аи, оон а:,), а; = а;, а; == а, 


Е (ГМ, ак»... , авы) (в=-1, Р-Р, Р* РВ), (10) 
Так как, по условию, знак равенства в аксиомах ® предикатных перемен- 


ных не связывает, то и в описания 9% и ее мы не включаем члены вида 


| т» == и, ГАГИ соответственно т = 7 = го. Члены же Т, имеющие 


вид (10), при замене ы на ® остаются истинными в силу (9). 
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Итак, система т является частью системы 
* * 
Зе = ор. Я, {95}, ©}, 


а система Я; выполняется на 9%, если для символов г),,..., т взять 


значения гх,..., т из 9%.. Следовательно, каждая система т; совместна 
`и потому вся система 3” имеет некоторую модель %*", основные множества 
которой пусть будут М’, №, П,, “ЕА, ВЕВ, ^ЕЛ. Так как Я* содер- 
жит описание модели 9%, то М. ОМ», И 20» и ЭТ есть подмодель 
{М., 9’}-проекции модели 9%". 
Во всех аксиомах системы &” кванторы, относящиеся к элементам 
{М.}, универсальные. Поэтому подмодель 3, модели 5", имеющая основные 
множества Мо, №, 0’, также удовлетворяет системе 4. 


На каждом множестве 0, вводим отношение эквивалентности 9,, полагая 
г) 9), — И, если 


Е» (г», 91)... , р) = Е» (т) › 91)... › Тр) (г, г. 6И,) 


для всех 11,...,Хр из |) Ма. В аксиомах %" элементы 0’, знаком равенства 
не связаны и в качеств» аргументов они встречаются только у предикат- 
ного символа Е». Поэтому 0) можно рассматривать как релятивизирован- 
ное равенство в смысле предыдущего пункта и из модели %' получить модель 
9 /0 с основными множествами Мо, Мь, она которой -все еше 
выполняется система аксиом 98”. 

Замечаем теперь, что для каждого фиксированного г, 0, выражение 
Е» (г., 21,...,2р) является предикатом, определенным на 3% и, в силу 
аксиом У, удовлетворяющим аксиомам % на 9%. Но все такие предикаты 
уже были представлены элементами (» при конструировании этого мно- 
жества. Следовательно, для каждого г, 6, найдется эквивалентный ему 
элемент гл 0» и потому модель 3, /60, в силу п. 3.1, будет изоморфна 
подмодели 3. модели У, имеющей основные множества Мо, №, О». Таким 
образом, на 9% выполняются аксиомы 8". Модель ое получается из 
% отбрасыванием предикатов Оф и множеств №, т. е. 3, является искомой 
моделью, и теорема доказана. 

Лишь по форме является более общим, чем теорема 6, ее 

Следствие. Если модель 9% какого-нибудь класса К обладает локаль- 
ной системой подмоделей, принадлежащих квазиуниверсальному подклассу Г, 
класса К, то 9% принадлежит Г. 

Действительно, согласно определению, Г, = К П 1, где [» — некоторый 
квазиуниверсальный класс. Модель 9% обладает локальной системой У 
а потому и [о-подмоделей. Из теоремы 6 следует, что Е 1. По условию, 
ДЖЕК, а потому Э%ЕГ, что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 7. Если квазиуниверсальный класс моделей Г, описывается 
системой аксиом ® = {8, {%)}, ©}, в которой аксиомы ЗХ}) отсутствуют’ 
или приводятся кв всегда истинным формулам, то Г, является универ- 
сально аксиоматизируемым. 

Согласно теореме 5, каждая подмодель [-модели есть [.-модель. Поэтому 
чтобы применить теорему 1, остается доказать лишь внешнюю локальную 
теорему для Г: если каждое финитное частичное описание произвольной 

9* 
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конечной подмодели некоторой модели 9% реализуемо внутри подходящей 
[-модели, то Э% есть Г-модель. 

Для доказательства этого утверждения обозначим через {3.} систему 
тех [-моделей, внутри которых могут быть реализованы финитные частич- 
ные описания всевозможных конечных подмоделей модели ЭХ. Далее дословно 
повторяем доказательство теоремы 6. Отличие состоит лишь в том, что 
теперь 9, вообще не являются подмоделями модели 3%. Но условие, что 
Хе, есть подмодель модели 9%, было использовано в доказательстве теоремы 6 
лишь для того, чтобы найти в И», предикаты ВХ, связывающие элементы 


а1,....@т Таким же образом, каким они связаны предикатами В», в ЭХ, 
и в то же время связанные в 9. условиями У»; (#=1,...,п). Если 


последних условий нет, то в качестве В можно взять произвольные 
предикаты на 9%, имеющие на совокупности {а1,...,@т} значения, совпа- 
Дающие со значениями предикатов В»м, на указанной совокупности. Тем 
‹амым внешнюю локальную теорему для Г, а вместе с нею и теорему 7 
можно считать доказанными. 

Главный частный случай теоремы 7, когда система ® не содержит 
аксиом ® и аксиомы © не содержат кванторов по элементам дополни- 
тельных множеств в, был известен ранее [см. (°), (5)]. В сущности, теорема 7 
утверждает возможность элиминации из системы %, © связанных преди- 
катов А, вспомогательных предикатов О, и элементов № в смысле 
Аккермана ('). 

3.3. Приложения. Понятие разрешимости группы сильно ветвится 
при переходе от конечных групи к бесконечным группам и вместо единого 
класса конечных разрешимых групи естественно возникают классы АМ-, 
В/-, й-групи, а также иХ-, В1-, 2-, М-групи и некоторые другие классы 
(см. (°), (4), (:')|. Для всех указанных классов групп известны локальные 
теоремы. И «нижних» классов АМ-, В[-, 7-групп, а также для упоря- 
дочиваемых групп эти теоремы были впервые получены автором (°), (1) 
< помощью основной локальной теоремы УИП. Доказательства локальных 
теорем для В/- и -групл были получены автором, а для №-групи — 
Бэром (?), но уже с помощью некоторых специфически групповых методов. 
Мы теперь покажем, что локальные теоремы для всех «верхних» классов 
ВА-ЬАГ, М. -групп являются частными случаями доказанной выше 
внутренней локальной теоремы, а известные внутренние локальные тео- 
ремы для нижних классов АМ-, В1-, 2-групи могут быть заменены более 
сильными внешними локальными теоремами. 

Упорядоченная по. включению система {Мо} подмножеств множества М 
называется полной, если она содержит пересечения и объединения любой 
совокупности своих членов и содержит М. Для каждой полной упорядо- 
ченной системы 5 = {М.} подмножеств М вводим на М бинарный пре- 
дикат А, = А, полагая хКу = И, если среди множеств системы М суще- 


ствует такое, которое содержит х и не содержит у. Ясно, что А удовле- 
творяет аксиомам: 


) хВх, 
В) хВу& уВ2 > хВ>, 
\) 282 &уВ:-> Ву. 
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Обозначая через Ку совокупность всех тех 2 6 М, для которых хВу =И, 
чегко убеждаемся в том, что 


| Ву= 0 М. М.= п Ву (М.+М), 


УЕМ а УЕМа 


г. е. что ВуЕ5 и что каждое М. = М представимо в виде пересечения 
подходящей системы множеств Ву. 

Обратно, пусть на М задан какой-либо бинарный предикат В, удовле- 
творяющий требованиям ©) — 1). Система множеств вида Ау будет упоря- 
пцоченной по включению. Пополним эту систему множеством М и объеди- 
нениями и пересечениями любых совокупностей ее членов и обозначим 
пополненную систему символом ©. Тогда из а) —1) легко следует, что 
В; = А и, таким образом, полные упорядоченные системы подмножеств 
у предикаты со свойствами а) —1) находятся во взаимно однозначном 
‚соответствии. 

Заметим, что система 5, есть уплотнение системы 5, т. е. а, 
тогда и только тогда, когда соответственные предикаты А,, А связаны 
аксиомой хбу-> 25. 

Если множество С есть группа и мы хотим рассматривать полные 
упорядоченные системы подгрупп, содержащие единичную подгруппу, то 
к условиям а) —1) добавляем аксиомы: 


5) хВ2 &уВ2— 2 НФ, 
вх 2 Ау. 


Аксиома 
х) хВу->у 1туВу, 
очевидно, равносильна требованию, чтобы в любой паре соседних под- 
групп системы меньшая подгруппа была нормальным делителем в боль- 
шей (нормальность системы). 

Аксиома 

^) 2 2х1 &хВу& уВх > пут Вт 
равносильна требованию, чтобы фактор-группа любых двух соседних под- 
групп системы была абелевой; аксиома 

и) хВу —> 2 \22Ву 
равносильна требованию, чтобы все подгруппы системы были инвариантны 
в С (инвариантность системы), а аксиома 

У) 21 = х—>лул 1у Ах 
равносильна требованию, чтобы подгруппы системы были нормальными 
целителями в С и чтобы фактор-группа Св/Са любых двух соседних 
подгрупи системы лежала в центра С/С. (центральность системы). 

До сих пор мы имели дело с предикатами, а не с операциями. Поэтому 
чальше мы будем предполагать все аксиомы &) — у) записанными в пре- 
цикатной форме. Например, если Р (5, у, 2) и О(х,У) означают 2у = 2, 
=, то аксиома =) в предикатной записи будет иметь вид: 

О (х, у) &Р(х, у, = 2— 282. 

Для дальнейшего важно, что как аксиомы &) — У), так и их предикат- 
ые записи содержат только кванторы всеобщности. 

Свойство группы С быть ВМ-, АГ-, 7-группой может быть выражено 
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соответственно аксиомами: 


(ЧР) (2) (9) (2) ((*) & (3) & (1) & (6) & (®) &(1)), (ВМ) 
(ЧА) (2) (9) (2) ((@) & (В) & (1) & (5) & (=) & (№) & (1), (ВТ) 
(ЧА) (2) (У) (2) ((®) & (В) & (1) в (5) & (з) & (\)), (2) 


де ‘квантор (ЧА) не специализирован, а (%),...,(у) означают выражения 
из). У). 

Вид аксиом (ВМ), (В1) (2) удовлетворяет условиям теоремы 7 и потому 
имеет место 

ТЕОРЕМА 8. ВМ-, ВГ- и 2-группы образуют универсально аксиома- 
тизируемые подклассы класса групп и потому для них справедлива внешняя 
локальная теорема. 

Переходя к рассмотрению АМ-, АГ, 2-, М№`групи, обозначим через 
С, (В), ©.(В), ©.(В) матрицы (бескванторные части) выражений (ВМ), 
«ВПГ, (2). Положим еще 

С(Р) = (<) & (В) & (1) & (5) & (©) & (>), 
% (В) = (<) &(В) &(1) & (6) & (9) &(\). 

"Тогда свойство группы быть ВМ-, А1- или Й-группой может быть вы- 
ражено соответственно аксиомами: 

(УВ) (Че. В:) (и) (2) (Во > иВ 5), 
(УзА) (Че, В, (и) (2) (иВо > иВ;.), 
(УзВ) (Че, В) (и) (5) (иВо > иВ1о). 

Мы видим, что эти аксиомы имеют форму, указанную в определении 
квазиуниверсальных подклассов. Таким образом, ВМ-, В1-, #-группы 
образуют квазиуниверсальные подклассы класса групп. Согласно теореме 6 
отсюда вытекает, что для указанных классов групп имеет место внутрен- 
няя локальная теорема. 

Для записи определения М-группы надо уметь охарактеризовать В-пре- 
дикаты, отвечающие системам вида 1С ССС, где С, — какая-нибудь 
подгруппа группы С. Для этого достаточно, очевидно, к аксиомам &) — е) 
добавить условие 

п) т 1 1% «Ву > уВ2. 


Обозначив конъюнкцию формул &)— =), п) через Ц, мы сможем пред- 
ставить определение М-группы в виде аксиомы 


(Ух 8) (Че, 8,) (и) (5) (иВо—>иВ,5). 


Эта аксиома снова имеет вид, указанный в определении квазиуниверсаль- 
ных подклассов. Следовательно, /Л-группы образуют квазиуниверсальный 
подкласс в классе групп и потому для них имест место внутренняя 
локальная теорема. 

Аналогичные утверждения имеют силу для класса групп, допускающих 
линейное упорядочение (упорядочиваемые группы), и для класса групп, 
любое частичное упорядочение которых может быть продолжено до ли- 


нейного упорядочения (свободно упорядочиваемые группы) [ср. (19)]. 
Пусть (А) есть 


<Вз & (хВу & УВ: > хЕ2) & (Ву к уВх > х = у) & («Ву-> ихоВиуь), 
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а %(А) есть конъюнкция %(А) и формулы 
хВу У уВх. 


огда свойство группы быть упорядочиваемой можно выразить аксиомой 


(ЧА) (2) (у) (2) (и) (5) $ (В), 


за свойство быть свободно упорядочиваемой можно представить в форме 


| (УВ) (ЯзВ)) (2) (у) (Ву > хВ\у). 

]Как и выше, отсюда следует, что упорядочиваемые группы образуют уни- 
‘версально аксиоматизируемый подкласс класса групп, а свободно упорядо- 
‘чиваемые группы образуют квазиуниверсальный подкласс. Первое утверж- 
| дение было доказано Лосем ($), указавшим в явной форме универсальные 
аксиомы, характеризующие упорядочиваемые группы. Из второго утвержде- 
ния вытекает 

Следствие. Для подкласса свободно упорядочиваемых групп справед- 

‹ лива внутренняя локальная теорема. 

Это следствие является, по-видимому, новым. Частный случай его был 
указан Лосем (7), показавшим, что объединение возрастающей цепочки 
вложенных друг в друга свободно у. рядочиваемых групп есть свободно 
упорядочиваемая группа. 

Изложенное указывает на родство, суще ‘твующее между классами ВМ, 
В] и т. д. групи и группами, упорядочива` ями и свободно упорядочи- 
ваемыми. Это родство можно было бы еще более подчеркнуть, если вместо 
предиката А рассматривать его отрицание. Действительно, полагая Р = В, 
можно аксиомы @), В), 71) представиз. за виде 

хРх, хРу&уР2->хР2, тРу\ УРт, 
и предикат Р будет определять квазиупорядо зность, а групмы типов АМ, 
ВГ, 7 будут квазиупорядочиваемыми, удоь. творяющими различным до- 
полнительным требованиям, налагаемым на квазипорядок. 

Перенося понятия АГМ-, ВМ- и т. д. групп на упорядоченные и ча- 
стично упорядоченные группы, естественно требовать, чтобы участвующие 
в определениях полные системы подгрупп состояли из выпуклых подгрупп. 
Предшествующие рассуждения показывают, что получающиеся этим путем 
классы групп будут снова универсально и, соответственно, квазиунивер- 
сально аксиоматизируемыми. В частности, этим путем из общей внутрен- 
ней локальной теоремы можно получить ряд новых конкретных локальных 
теорем для групи [ср. (\)]. 
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А. В. МАЛЫШЕВ 


О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЦЕЛЫХ. ЧИСЕЛ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ 
`КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ С ЧЕТЫРЬМЯ 
И БОЛЕЕ ПЕРЕМЕННЫМИ. 1 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Исследуется вопрос о представлении целых чисел п целочисленными 


8 
положительными квадратичными . формами } (11,..., 8) = о а1)7т; 
а 
с числом переменных $ >4. Доказана асимптотическая равномерность 
(и даны остаточные члены) распределения представлений (21,..., *,) 
по поверхности эллипсоида ] (21,...,1,)=т. 


$ 1. Основные результаты * 


1. Асимптотическое распределение целых точек на 


з‚ллипсоиде. Пусть 
8 


Иа, =: # 41710) (1) 
1, )=1 

— целочисленная (а;; — целые числа) положительная квадратичная фор- 
а. Пусть т — целое положительное число. Рассмотрим эллиисоид 
‘(21,...,1,) = т. Пусть ОФ — выпуклая область на поверхности эллипсоида 
т. е. такая область, каждая точка которой удовлетворяет равенству 
‘(2,..., 2.) = т, причем если две точки принадлежат этой области, то 
одна из соединяющих их больших эллиптических дуг принадлежит 4). 
ллиптическим (точнее /-эллиптическим) телесным углом & области © 
азывается обычный 5-мерный телесный угол области ©’, получающейся 
3 О с помощью такого линейного преобразования, › которое переводит 
юрму / в сумму квадратов 22--...-- 1? (т. е. просто (5 — 1)-мерная 


8—1 
лощадь! области ©’, деленная на т? ); это определение !не зависит от 


ыбора такого линейного преобразования. 
Пусть а, &, &,..., 8, — целые числа; в работе будут рассматриваться 


ратные суммы Гаусса — обычные: 


9—1 а РС) 
5%9= У е я (2) 
м —0 


* Предварительный отчет о доказываемых в настоящей работе результатах был 
публикован в Докладах Ак. наук СССР [см. (2)]. 
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2% 8 Я—Е ; Кез -Н&, +: &х8-5;) 


4 Е „5 
базы. (1, 9) = г У ве а (3) 


И: 0 


Далее, в работе будут использованы особые (сингулярные) ряды, впер- 
вые введенные Харди и Литтлвудом: 


Н(/, т) = Хе’ У бет, (4) 
9=1 р (шо а) 
Нот бт) 
2 —ом "ПР 
ЕЯ о, 94° У 5; 6... , ь; (р/,а)е : че (5) 
4=1 р (тоа а) 


,. 
где суммирование > ведется по приведенной системе вычетов (то4 4). 


р (то а) 
Обозначим через р(/, т; &) количество решений сравнения 
1(щь ... , 2) ==т (тод 8). (6) 


Заметим, что р (}, т; 2) можно выразить в конечном виде через в, т 
и инварианты формы {. 

Основным результатом работы является следующая теорема, обобщаю- 
щая и уточняющая результат Тартаковского (1). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть }(х1,..., 1.) — целочисленная положительная 
квадратичная форма определителя А, $>4А, тр-— целое положительное 
число, @ — выпуклая область эллипсоида }(2,..., т.) =т с }-эллипти- 
_‘ческим телесным углом ® > 0, в, В.,..., 6, — заданные целые числа, удовле- 
творяющие сравнению } (61, ..., 6:) =т (то4 2). Обозначим через г (1, ©, в; т) 
количество целых точек, лежащих в области © и сравнимых с (61,..., 6,) 
по модулю 8. Тогда при т-> со 


8 


Е Е 5—3 
кбит)" тонут от #4), (7) 
Удг (=) 
—% 
х 2 
где = ——_— — полный телесный угол  5-мерного 
Р (+ 
Н(}, 5; т)— особый ряд (5); ‘постоянные, входящие в О, зависят только от 
Д, г и произвольного в > 0. 
Заметим, что мы допускаем зависимость © от т. Можно получить 
асимптотическую формулу (7), но без остаточного члена, для произвольной 


квадрируемой но Жордану области ©, если считать, что при изменении т 
область 5 изменяется подобно. 


пространства, 


Данный остаточный член (особенно для больших 5) может быть, по- 
видимому, значительно усилен. В частности, это можно сделать, пользуясь 
методом данной статьи, путем замены слабого остаточного члена в фор-. 
муле (66) (хотя бы для некоторых специальных областей 2) более точным. 
Для больших $ здесь применим и метод И. М. Виноградова. 

Вопросами распределения целых точек на многомерных сферах зани- 
мался Райт [см. (3), (4), (5)], однако он, как правило, ограничивался лишь. 
доказательством существования целых точек в тех или иных областях. 


ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ 339 


2. Об особом ряде*. Обычными рассуждениями, применяемыми 
теории особых рядов Харди — Литтлвуда [ср. (!), (°)], можно доказать, 
то если разрешимо сравнение ] (51,..., 2.) == т (то4 8 Д? т), то глав- 
ый член в формуле (7) будет больше остаточного в слунаях: 1) $5<5 
г 2) $3 =4 и степени простых делителей 2А, входящие в т, ограничены. 
3. Уточнение теоремы Тартаковского. В случае & =1 мы 
‘олучаем формулу для количества всех целых точек, лежащих в области О. 


‚ другой стороны, когда 52 совпадает с эллипсоидом ](21,..., 2.) = т, 
ы получаем асимптотическую формулу для количества г (], 2; т) пред- 
тавлений (11,..., 23) числа т формой ] при условии 

= 0 бшоа 2). 


Эднако в качестве побочного результата мы из рассуждений $ 3 можем 
‘олучить следующую теорему, уточняющую остаточный член в формуле 
`артаковского (т). 

ТЕОРЕМА 2 **. В условиях теоремы 1 


8 


гв т) = тз “Ито &"), (8) 
Удг ( ) 


2 


Зе постоянные, входящие в О, зависят только от А, в из> 0. 

4. О примитивных точках на эллипсоидах и об одной 
‘еореме из арифметики кватернионов. Из теоремы 1 непо- 
редственно выводится следующая теорема о целых примитивных точках 
т,е. таких целых точках (11,..., 1), для которых о. н.д. (21, ..., в) = 1). 

ТЕОРЕМА 3. Пусть т = т1 ть, где т» бесквадратно, а в взаимно 
росто с т, ***. Пусть то (1, О, в; т) — количество целых примитивных 
почек, лежащих в области © и сравнимых с (61,...,6:) по модулю в. 


’огда при т-> оо в условиях теоремы 1 
8 


го (7, 2; т) = © Е Е ан о ИЕ 
© р (], т, 8) Удг — 
(9) 
де 
Но (}, т) = 2 и (а) Н (}, т), (10) 
ати 


„ (4) — функция Мебиуса. Если степени простых делителей 2А, входящие в т, 
ограничены, то 

г. (о(ы- ==) и 

В М 0 1+ О\т } ( ) 

где го (1, т) — количество примитивных представлений числа т формой }. 

Из этой теоремы может быть выведено следующее предложение из 

арифметики кватернионов, имеющее приложения в теории тернарных квад- 
ратичных форм [см., например, ('), (°)]. 


* Особый ряд Н (р, &, т) будет вычислен и исследован во второй части работы. 
** Для 5 =4 и &=1 Эйхлер (2) уточнил остаточный член в формуле (8) до 


1 
О ть +) с 


. *** Это предположение делается лишь ради простоты формулировки. 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть © — четырехмерная выпуклая коническая область 
с вершиной в начале координат и телесным углом ® > 0, т — положи- | 
тельное нечетное число, С, и С.— примитивные кватернионы норм. 


а: =М(С,) и в. = М (б»), причем 8152 \ т. Обозначим через с (в, Сл, 5; т) 
количество примитивных примарных кватернионов М нормы т, лежащих 
(как четырехмерная точка) в области © и делящихся на С слева и на С» 


справа. Тогда при т-—> со 


с (в, @,, С,; т) аи + о(м-=+*) — 


П (1+-) 


а В Нк (12) 
2т? 518 гу 4 ва 
а, 


где с (и) — количество примитивных примарных кватернионов нормы и; 
произведения берутся по всем простым числам, подчиненным указанным 
условиям; постоянные, входящие в О, зависят только от в1, 3 ие> 0. 
Действительно, делимость'С, \ М и М / С. означает некоторое конгруэн- 
циальное условие (то4 125). Поэтому из теоремы 3 легко следует, что 


с (в, С, С; т) = > Е(т, вл, 85) (| -В аи 35 ей , 


212 


где { (т, 21, 52) не зависит от С, и С.. Полагая © = 21? и суммируя 
по всем С, и С, норм в и в›, получим, что 


5 (т) ={(т, 81, 82) < (81) в (83) (. 38 ом +) . 


Отсюда уже непосредственно следует формула (12). 

5. План дальнейшей работы. Итак, нам нужно доказать теоре- 
му 1 и теорему 2. Этому посвящен $ 3. В $ 2 мы докажем важное вспо- 
могательное предложение, обобщающее лемму Клостермана ($). 

Приношу глубокую благодарность Ю. В. Линнику за его ценные советы. 


$ 2. Лемма Клостермана 


1. О суммах Гаусса. Рассмотрим суммы Гаусса: 


9—1 ‚ ах?--ох 


ое а (13) 
х=0 
Если В==0 (шо 4), то мы имеем обычную (однородную) сумму Гаусса 
9—1 ‚ ах. 
5 (а, =5(а, 0; д= У ета. (14) 
х=0 


Относительно однородных сумм 5(а, 4) имеет место следующее заме- 
чание, принадлежащее, по существу, Гауссу (15). 
Замечание 1. 1) Пустьо. н. д. (а, 4) =а, а=а. 4, 4 = 914. Тогда 


5 (а, 4) == 45 (а1, 41). 
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2) Пусть о. н. д. (а, 9) =1иа=2' 4, где 4, — нечетное число. Тогда 


уно =| 0, если г = 1 


|(<)а Иа, кк 1. | 


Вывод этих формул см., например, в обзоре А. 3. Вальфиша (1).) 


(16) 


Неоднородные суммы Гаусса без особого труда выражаются через одно- 


одные. 


Замечание 2. 1) Пусть о.н.д. (а, 9) =4. Тогда 


: а ь 
РЕ о- [4 а ©), если 6 \ а, 
0 ‚ если 6х 4. 
2) Пусть о.н.д. (а, 9) =1. Тогда: 
а) если Ь четно, 6 = 26, то 


к а/5? 
5 =е “95а, 9). 
Ое а’а==1 (то4 4); 


6) если Б и 49 нечетны, то, обозначая 6 -- 4 = 26;, имеем. 


а/5? 
о 1 
Эа; 5; 97 = че И (а, 4), 
Ве а’а==1 (то4 4); 
в) если В нечетно, а 4 четно, то 
1 и 

ба ва= | ча 5 (а, 49), если 4==2 (то4 4), 
0, если 4==0 (то@4), 


Эе а’а==1 (0444). 


(17) 


(18а) 


(186) 


(18в) 


Доказательство. 1) Пусть о.н.д. (а, 49) =@, 4 = 914. Полагая 
=, 20, (2, =0, 1,...,91:—1; #=0, 1,....а—1), будем иметь: 


з 
и ах. 5х, ре 
я. ад -НЫХ а] | эл 
э (а, ба Ге ч = уе Ч Уе = 


х.=0 1—0. 


3) Пусть о.н.д. (а, 9) =1. Для любого у 


1 а(х--у)?-Ь (ху) 


о ыы 


2 а 2 (6 --2ау)х 
д: а у ат тах + (5--2ау)х 


5 (а, 6; 4) = Уе Ч эаУе . ео у 
Е х=0 
а) Если 6 четно, $ = 26, то для у== — Ва’ (то4 4). где аа’ ==1 (то4 4), 


удем иметь: 
а’? 


$ 1 
5 5 д=е” 15а, 9. 
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6) Если фи 4 нечетны, В -4=26:, а’а==1 (1044), то, в силу а), | 
имеем: 
а’ 


5-5 ь+ва=е” 154,9. 
в) Если Б нечетно, а 4 четно, то подбираем у так, чтобы 
2ау -- 6 ==а (то4 44). 
Это возможно, ибо а и В нечетны. Заметим, что при этом 
2у — 1 == — 6а' (шо4 44), 
где а’а==1 (под 44). Имеем: 


2. Е 2. 
ау 9—1 „рабы 


Еее ие а Ще 


х=0 
2; ау _ : а 9—1 к; (2-Е та 4а1/?- 46 /—а 4 
=е Ч 14 о мч =е 4а (55%, 49) — 9 (а, 9). 


Если 4==0(що4 4), то, в силу замечания 1, 
75 (а, 49) =5(, 9), 55 9=0. 


Если же 4==2 (шо4 4), то 5 (а, 9) =0и 


а -Е2у—а 
5 ыо=е м 5, 9 = 
| ок би ачьаву й „р Я 1) ре 
=5е Тм 5040) = а (а, 49) = 5 (а, 49). 


Замечание 2 доказано. Из него вытекает нужное для дальнейшего 
Следствие. Пусть о.н.д. (р, 9) =1. Тогда 


214 УИ. 
а 


е 5 (ар, 9), рр’==1(то4 4), если 4 == 1 (то 2), 
5 (ар, 6; а) = 
2 (19) 


вену 2 (ар, 49), рр’==1 (шо4 44), если 4 == 0 (под 2), 


где › — целое число, зависящее только от 4, аи в, с<\1 и зависит 
только от 9, аи фб, а=а или 4а (независимо от р). 

2. Оценки обобщенных сумм Клостермана. Пусть 9— 
целое положительное число, 4 = 2141, где 4, нечетно, и и о— заданные _ 
целые числа. Рассмотрим две суммы: 


‚ их-Нох" 


К. я= у (=) = 1, (20) 


Ч1 
где х пробегает $ф(9) приведенных вычетов (то 4), а х’ связано с 2 
сравнением 
хх’ ==1 (шо4 4). 
Ко(и, 5; 9) — обычная сумма Клостермана, рассматривавшаяся в работах. 
(°), (1?) — (18). Сумма К, (и, 5; 4) рассматривалась `в работах (1) и (1).. 
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Замечание 3. Имеет место оценка 


1 
—-{е= д —А—А ——_—_ 
К» (и, 5; 4)| <х.9? "шт {Уо.н.д. (и, а), Уо.н.д. (©, 4)}, (24) 
# => О — произвольное положительное число, а х. > 0— постоянная, 
‘'зисящая только от :. 
| Доказательство. “Так как, очевидно, 
К» (и, 5; 9) = Кь (6, и; 9), 
| достаточно доказать, что 


| 1 
| з — 4 Пе иные 
|1 К» (и, 5; 9)| <х.9? ' Уосн.д. (и, 4) 
Используем следующее свойство сумм К» (и, 9; 4): если 
1 + 
Ч = р+. . ЧА 
разложение 4 на различные простые множители, то найдутся такие 
Глые числа 71,..., 5х, что 
т [>] - 38 
>. ов . . 7 
К» (и, 5; 9) =(— 1) Г] ] К», 25; ар), 
пя 
е / — количество ], для которых р;==3(то44), Е; ==1 (то4 2). В силу 
юго свойства достаточно доказать, что если р— простое число, #& — 
глое положительное число, то 
| Ки (и, 5; р’)| <хУро.н.д. (и, р). (22) 
тя и = 1 Салье (М) получил точные ‘формулы, из которых, в частности, 
Еедует оценка (22). Для обычных сумм Клостермана (п= 0) в случае, 
гда о.н.д. (и, р’) =о.н.д. (2, р’) = р", оценка (22) выводится в работе 

Вейля (1); для остальных случаев Салье (№) получил точные форму- 
, из которых, в частности, следует оценка (22). 

Замечание 3 доказано *. 

Рассмотрим некоторое обобщение сумм К» (и, 5; 4), также введенное 
ля и = 0) Клостерманом (?). Пусть нам заданы целые положительные 
осла 4 и Г, и целые числа и, ©, [. Рассмотрим сумму 

= ‚ их-Нох’ 

й яя 2 —— 
о = —}е Ч 23 
Ша > рт , (23) 


х==Цтоа Г,) 


ке 4 = 2'4, и 4, нечетно; суммирование ух опять-таки ведется по всем 
мчетам х приведенной системы (шо44) с дополнительным условием 
== 1 (под Г,); 2’ определяется сравнением 2’5==1(шо@4) **. В случае 
-=1, [=0 мы имеем обычную сумму К» (и, 5; 4). Когда Ё2`\ 9, суммы 
33) легко сводятся к суммам (21). 

Замечание 4. Пусть Г\\ 4. Тогда если 1 не просто с Г, то 


* Отметим, что если взамен трудно получаемого результата А. Вейля (18) поль- 
‘ваться более слабой, но элементарной оценкой Салье (15), то вместо оценки (21) 


„лучается оценка 
2 8. Ея 
Е] 


| Ки (м, 9; т {[о.н.д. (и, 9)]3, [о-н.д. (о, 9)]° }. (21} 


** Далее обозначения 2’ и ХУ’ мы применяем без дополнительных разъяснении. 
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К»(и, о, 1, Г; 9) =0. Если же 1 просто с Г, то 
Г —24 
К» (и, 0: [/. 76 = Уе\ Ки +, 2; )= 
т=1 


й — —2% и 


7 Е Кь(и, 5+1; 9), 29 


где П1==1 (тоа Г,). 

Доказательство. Если [ не просто с Г, то оно не просто с 4, 
и нет чисел х, простых с 4 и сравнимых с [ по модулю Г. Итак, первое | 
утверждение очевидно. 

Пусть [ просто с Г. Тогда 


ПИ аля з у Е — Нач сти 9 ( 
ИНК (ыаирыиИ) Ед ок 
= х 


= ( ЕР ма. Й 1 5 и 
‚3 — — е = 

4 . “ Г У . 
г. т=1 % 
их-ох” 
й х\п 2 | 
— ь =) Чао в (Ио 09). | 
х==[(тоа Г) | 
Второе тождество доказывается аналогично (и выводится из первого). | 
Замечание 4 доказано. | 
и 
Следствие. Если Г. 9, то имеет место оценка: 


й 
Г 5+. и а 

| Кл (и, 5; 1, Г; 9) | <ж9? ‘пм (Уо.н.д. (и, 9), Уо.н.д. (5, 9)}, (25) 
где = > 0 — произвольное положительное число, а х. > 0 — постоянная, 
зависящая только от в. 

Наконец, рассмотрим неполные суммы Клостермана. 

Замечание 5. Пусть Г`\\ 4, 9<0,<0.<а. Тогда 

п ‚ их-нох” РИ | 


> (=) р = хат (Ионд. (, 9), Уонд. (0,4), (26а). 


| 
х ==Ктоа Г,) я 
9:<х<9, 


В 
и 

Я 

_ 
| 
] 
| 
Г 
|| 


их-ох’ 
а 


| 
| 
| 
р 


мил о А Зы Го, 
у =) т <х.9? * ат {Уо.н.д. (и, а), Уо.н.д. (5,9)}, (266) 


р 
= шоа г)" 
9:<х'< 4, 
где => 0 — произвольное положительное число, а х. > 0 — постоянная, 
зависящая только от в. : 

Оценка (26а) непосредственно содержится в формуле «вопроса 12а». 
гл. У книги И. М. Виноградова (13). Оценка же (266) сводится к оцен- 
ке (26а). 

3. Основная лемма. В заключение этого параграфа мы сформу- 
лируем и докажем лемму, которая для п=0 (и с более слабыми оцен- 
ками) впервые была доказана Клостерманом (?). На этой лемме будет 
базироваться ($ 3) доказательство асимптотической формулы для количе-. 
ства представлений. о 


ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ 345 


| ЛЕММА. Пусть заданы целые числа а1,,..,а., О ибн 
О О зело < 0, <, <. Тоба 


я {Пар Бер: а)}е м | <, = .4), (27) 


©:<р’«О: )=1 


и: 0, В, 


где суммирование слева ведется по всем вычетам приведенной системы 
(пой 4), удовлетворяющим условиям 0, < р’<О., причем р’р=1 (по4 а), 


О<р’ < 4; => 0 — произвольное положительное число, х, >0 зависит лилщь 
8 


сот 5 Иа... РА П а;; с— целое число, зависящее только от А, 


| 3—1 

зи 6,..., 6. 

| Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи 4 =0 (то 2) и 
4==1 (поЯ 2). Пусть 4 четно. Обозначим для краткости 


‚ ТЬ 
’, —21 — 
У т 5 (азв°р, + ЕР; а)}е Ч = 91. 
©:< р’<0: 1=1 
| Тогда, в силу следствия из замечания 2, мы нозависимо от р можем 
п подобрать такие числа а; = а; или 4а: и 1%, что 
в с ОР. ор, 
ЕЕ кре а. 
„=с У (П5@р; 49) за 
О,<р’<0: 1=1 
где р’р== (од 44), 0 < р’< 44, с, — целое число, причем Ас; = с зависит 
‘только от А, р, 61,..., 6. Обозначим 9 +... = и пусть 


(К ыы = 271 атедрор" 

с = х (Пбажр 49} м 
Ока«р’<ока 1=1 

(& =0, 1, 2, 3). 

'Тогда 


в = С (9 а + 99). (28) 


0 . 
‚ Все д) оцениваются аналогично. Рассмотрим, например, в ). Тогда, -ч10- 
8 


лагая Г, = 882 а» из замечания 1 без труда выведем, что 
Ней 


5 (@вр; 9) =6(, 9 (РУз 


` Где 4, — нечетная часть числа 4, (;(р, 9) ограничена постоянной, завися- 
щей только от а; и &, причем если р, == р» (под Г), то 


С; (р, 9) = 6; (р» 9. 


`Поэтому, обозначая 
‚ —4(т—с,) р+ор” 


и Это —_—_——— 
о 
9:<р’< 0 
ф=1 (точ Г.) 


будем иметь: 
ны НИ 
5’ |< жа? У |? 
1=0 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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где х_> 0 зависит лишь от а;,.... а, и в. Отсюда, в силу замечания 5, 
получаем: 
5 1 
0 Е ЗО Е 
5) | < жа? 2 Уо.н.д. (4ААт — с, 9). 
Аналогично, 


5 1 
139 | < ха? *з "Уонд. @Ат-с 9 (=0,1,2,3). (29) 


Равенство (28) и оценка (29) и дают нам оценку (27). Случай нечетного 4 
рассматривается аналогично. Лемма доказана. 
$ 3. Доказательство асимптотической формулы 


1. Предварительная асимптот ическая формула. В этом 
пункте мы‘’докажем следующую асимптотическую формулу. 
Замечаниеб. Пусть а1, ..., аз, е — целые положительные, 6,..., 
3 


— целые! числа, П а =Аицщш, ..., р: — вещественные ‘числа с условием 


1=1 
р мет: 
У Ун<” (=), (30) 


= 


|] 
где О<т< 5. Пусть т — целое положительное число. Обозначим 


г(Г; Ил, -- лу Ца 8; т) 52 У Аа , (31) 
ах! +. На, <? в=т 
х, =....., х. =65,(тоа 8) 
где СЕНО К. ведется по всем представлениям (11,..., 1.) числа т 
формой | = -...- а,12, сравнимым с (6.,..., 6:3) по модулю в. 


Тогда при т -—* со 
г (7; Мау. Из, 9; т) = 


8 
Рай 288 8 ыы 
ебет У (хат Н( вт От «Та ), (32 
УЕ) м Же с (32) 
еде постоянные, входящие в О, зависят только от $, Лив (ине зави- 
сят от ти щ,..., в) здесь У (0) =1, а для #0 


° (—4)Г ВЕ 7. (2У 2) | 
бы О о на сие ва (33) 
"г+0г(,+ $) 


8 1 
Я 
вде Т‹ (г) — функция Бесселя; Н\(}, 8; т) — особый ряд. 
Эк / - — + ПР 
Н (8; тт У [] 5вь ар ета, (34) 
9=1 р(то4 9) 1=1 


бв.ь; (а;р, 9) — сумма Гаусса по модулю в: 


де р(Ех--ь 


ба, ь; (ар, Зы оон: 
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- чи 
(Как ив $2, здесь и в дальнейшем р обозначает суммированиё по 
>(по4 а) 


приведенной системе вычетов (под 4).) 
о 
Доказательство. 1°. Пусть % — комплексное число, [№ <1, и 


- со 
3 (ш; в, 2,5) = № 0 е?т1их, (35) 


—=—со 
хЬ=(поа &) 
Тогда нетрудно видеть, что 


8 >> 
[3 (099; вр 8,8;) = Уг(шь. ив; В; т) ит (36) 
1—1 т—=0 


м, следовательно, 


гл, ев в, т) = ФП зе, 8,5) ш-т—щш, — (37) 
т 


т 


‘где Г — замкнутый контур, охватывающий начало и лежащий в круге 
1 


| р |< 1. Будем считать Г окружностью радиуса е ” с центром в начале 
‘координат: [ш| = 6 г. 
| 2°. Пусть М =[И т]. Рассмотрим М-ряд Фарея, т. е. совокупность 
| всех правильных несократимых дробей - со знаменателями, не превыша- 
‘вощими М: 
| 1<54<М, 0<р<а, о-н. д. (р,9)=1. 

р 


Каждому члену ; Этого ряда сопоставим дугу Тр окружности Г следу- 
о 
зющщим образом: 1, есть совокупность точек ш =е Те\ч ; здесь в слу- 


чае у ЗЕ с и--и . переменная @ пробегает промежуток 


а Й 
о Е 


| М— 1 

где 22 = в < вы соседние члены М-ряда Фарея; если р —м , то 9 
| 42 а 91 9 

‘пробегает промежуток 

т] М 


— мии < Зиг 


0 . 
весли же ет’ то 0 пробегает промежуток, состоящии из двух кусков 


М ый ты В ВВ 
ит <! ы ис, 


Иначе говоря, ЕВЕ 9 пробегает промежуток между соседними меди- 
| : 
вантами М-ряда Фарея, заключающими точку г (при этом ряд Фарея рас- 


| 


| 1 
(сматривается циклически (то@1), так что точка -р отождествляется с 


© 
ТОЧКОЙ ч). 
Дуги Тр разбивают окружность Г на попарно не пересекающиеся 


3* 
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части: 
х 
’ 4 
Г=У Ор, (38) | 
р 
где теоретико-множественная сумма (]’ берется по числам р от 0 до 
р 


9—1, взаимно простым с 4. При этом ясно, что 


1 й Я и 1 1 1 1 1 
м" < ам Зам та Зато) Зам < м’ Ио Зато «м. 
(39) 


Ввиду (37).и (38), мы получаем: 
"(Душ › Ша; в;т) = 5 У = =, (Пе ма, Бу) шт. (40) 


Ей р 
°. Докажем, что если ш=е а И 


ея Я в 
4 о аа 
О о (. ) б(авер, а 2аврь: 9). (41) 
д=—©5 1 
Имеем: } 
оо | 
3 (ша; в, 8,6) = у оа(в Ноев) — | 
|} 
{=—<© | 
г. у я рн абв емо ичнучначиа Но) _ : 
1{—=--со | 
= : 
_ Зрение акунин 
К=о 2=—© 


р \ 


К внутренней сумме применим формулу обращения для 9-рядов’ (ее до- 
казательство см., например, у Вальфиша (11)): 


со — в" +5 122? В 
У е—а(е- ев (#4) — ты се а. > РЕ ЕН эта(^ а —) : (42) 
#=—©® 2=—©® 


полагая 


д 4429 (; — 2, В = пйлеа, И в 
Мы получим: 


паи? 
9—1 ‚ар Е > 
9 (42°; и, в, 5) == у а (Е 1 В: м (1) 
О 849 
Ве ада НИНА лия 
р ава ото) АЕ ава( чо) 
я е т ава 20) ' 
2=— со 
п (Ен) 
а/я $, (9) < ое ео 
аа ва 


2=—с к=о 
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о ““ 


— ‚ар = 
ое 089 уз е 


#=—<©® 


5 (ав?р, 2 - 2аврь, 4). 


‘аким образом, формула (41) доказана. 
4°. Используя (41), мы из формулы (40) получаем: 


| г (ль. › Из; в; т) = Е Г, (43) 
це 
| 8 
8 ру @;6; 
ой: м ; 214 И о 
9" “|5 (азв?р, Зазерь; а} х 
#= р 9=1 
я 
_ 
т. 
1 е 
х 5 | Ее: И аш, 
_ “(т —2я) ь 
ру а;5? 
=". м 211 11 
ы ’ 1 е 4 
ен к 
= 5 5 
“Ул м ИЯ \ — 


х №} | [5 (а;6°р, 2; - 2а;в рб; 9) } х 


(21,...,28)+(0,. ..0) )=1 


8 з 
ния ет 
Е МАЕ 
ре 


1-1 
то ны 
хе т т ди, 
5°. Обозначим для краткости 
р $ 2 
— из 
г” | (аз?р, Зазерь;; а)= [(р,8;4), =? йе, =. 
1=1 1=1 
Гогда мы будем иметь: # 
| Г = 1 — 8 — [13 (44) 
где 
же й 
о Шт я 
гол 1 олато 
ее м: ме 06. 
УЛ 4= р —° ,4 то 
(55—29) * 
ие 3% 
то м оо тю Е ПИР -атфто 
Зуд 2 Уа* (р, 6; 9) ) - те 46, 
9=1 Р 


Вы 4 . 
а(а-+а:) (+ — 28) 
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+ Е 
> — ааа») мо 
р М Я т 211 ‚тр | 
п ды г —2л1-—{1—2#тб 
па = пуд" [Ф, 8:9 Е ы 4. 
9=1 Р => т я )? 
а 27) 


1 
210 Фи 
6°. Разлагаяе т в ряд Тейлора и заменяя переменную интег- 
рирования @ на 7 так, чтобы | 


и 20 = ^^. ь 
т т 
будем иметь: 
и № 
+ со о со к + А 
А 1 ИЕ 
| мель е— те (10 — р = Е ) (5. ЕЕ 278) е1—2т тб (6 — 
—% 1 = К=0 тр 
(5: == 218) 
со К.К 8 т = 
Ч АК + 
— те т? — \ 7 ей Ц = 
#=0 о. 
$ Е 
(Ат 2 Е, (тт), 
$ 
К=0 юг ыы + +) И (+) 
где 
со „КТ [ 5 7: _ У?) 
(—4)*2 г(5) а 
а = = о 
К=о ГИГ в+%) р а 
Поэтому 
и ея м , ок 
У т ЛО ПФ в;9де ча (45) 
УЛ Г (5) = 
5 а=1 р 


7°. Опеним Г» и Г1з. Так как обе оценки выводятся аналогично, то 
рассмотрим, например, /Г1›. Имеем: 


= —2п1т0 
й —ои ИР © 29 
О С ЕЕ вт 
у 1 ‚= 
4(а+ а} (:-— 2т10 ) ` 
— —2п1тб 
и т а р со м —_— 210 | 
=> И фе 4 | а 
р 1 т Я 
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ое 


1 — 
9—1 а(М-и) 2710 
е 
м кк 
и=а-+9:—М 1 1 5 
а(М--и-1) (;— 26) 
т! 
= — 2п4тб 
со 20 тр 
ет ’ —21— 
= \ У [](289е 1— 
1 1 та р 
а(а-м) (55—25) 
1 = Т—мто 
а—1 а(М-и) и 270 ть 
е ’ —2—- 
а \ — 4 Хы [(89е 1. 
и=1 1 1 | па а-+а:—М<и 
а(М-и-1) (5;— 2=) 
) Суммирование ый ведется по всем р от 0 до 9—1, взаимно про- 
| а-+9:—М«и 
(отым с 9, для которых 4 -- 9, — М < и. Но так как к. — соседняя © 
1 


| справа дробь Фарея, то 
р19 —249: =1, 9:=—р' (1044), 0<4, <4. 


Поэтому по основной лемме ($ 2) * 


у И В 
У П(р, Фе Е <“ Уонд. (Ат сд, 


р 


8 


— Ир 1 Е ——_—___д— 
У Пвфе” я <4" 3 "Уо-н. д. 4Ат— 6,9), (46) 


а-+9:—М<и 


| где с не зависит от д, а постоянные, входящие в <, не зависят от Ш. 
Используя эти оценки, получаем: 


8 


м ©) ал С Е ЕВ 
[2 < в Ч \ —_—_ 48:42?’ Уо.н. д. (4Ат —с, 4) + 
а=1 1 1 , 2 
дит | (л—2=0) 
Е == — 
а—1 Ч(М-+и) — —2119 ее р 
св | ни 49-9213 "Уб. н.д (4Ат — с, 9) < 

и=1 1 2 


ВВ уе 
ами) (5; — 26) 


* Мы говорим, что ] (2) «#(х), если |} (2) | < х*8 (2), т. е. это обозначение 
И. М. Виноградова равнозначно с обозначением ] (2) = О (# (т)). 
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1 
М оны оо ие че = Иа со | 
<> 49? 2 У. н. д. (4Ат — с, 4) \ 0 220 -+ \ 0 200 |< 
Ч=1 1 1 
9(м-а) 9(м-а) 
м 5—1 > —1 | 
<У О “Уо.н.д. (4Ат—с, М? 9 = | 
4=1 } 
| 
в М + д 
М? о Хо. н. д. (4Ат — с, 4) < 
| 
а=1 
ов Е Е т М 5 | 
<М? 5? 2 № 9 * «М? У 5: ) ЗЕ | 
5\ (4Ат—с) е < 5 (4Ат—с) 
1 1 Бы т 21% 1 | 
ма у 5 <М» эт < ЕВЕ: 2: 
8“ (4Ат—с) 


Аналогично оценивается /[:з. Итак, мы получаем: 


8 1 8 1 
Гав 4", акте чи. (47) 
8°. Равенства (44), (45) и оценки (47) приводят к следующей формуле 
для 1: 
а : —2т НИР / ее. 
Аа у г“; ПФ, 8: Ч +0\т“ <). (8 
= УлгГ (5 2 я = 


Пользуясь простейшими свойствами функции Бесселя, без труда полу- 
чаем, что 


У (1т) < 1. (49) 
Учитывая эту оценку и снова используя основную лемму, будем иметь: 
8 А. 
м М: 
ви (тт) у “> Пфве 1< 
Г: ‘Удг(5 ) ч=М +1 


а аа а 
<т? " у} ааа + Хо. н.д. (4Ат — с, 4) < 


9=М а 

Е и. мы 
<т? ы № 6 94 41 И. 
8^\(аАт—с) ое 

8 — ое 

<М*" уэнн (5) * п" 
8 (4Ат—е) 
ал ЕС Е] к во 8 1 3 
=т? М ИР 5 5. 2 <т\4 а 
2 (адт—в) 
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оэтому формулу (48) можно заменить следующей: 


— —— 


2 2 А = 
Вт" Ут) НЦ, вт) 0"), = 60) 
Удг (>) 
где Н (7, $; т) — особый ряд (34). 
| 9°. Докажем, что 


в. 21. ; (8+1) 


+= 


фо <та та 2 р (51) 
имеем: . 
1 Е 
м. р а(а-а:) 5 
- ра (низ, Е о. 
а(а-а:) 


8 
1 
| Ув; ава)" 


8 :) 
(.. — = а; о: р = 
—2т1 А. - е ва — 8) 
хе 2 @9 = 
1 Е 
(5; — 28) 
Е 
м а—1 9(М-и) 
# ` 
я $ 1...190+ 
4=1 р и=а+:—М 1 
а(М+и-п) 
РНЕ ЕЕ 
а(М-а) (М1). 
и Га — 
+У \ |...199+ 5 У \ |... = 
1 р о 
а(М-а) =еа:_М а(М-ы.) 
мы 
М 9—1 а(М-+ы.) 
; ’ 
К ОЕ 
. 4=1 И=1 1 9--9:—М <ы 
а(М-и1) 
Е Е 
ч(М-9) а Ч(М+фифо 
№. 7 
++ \ о \ У 199 
И | р и-1 _ 1 а+9-—М<ь ь 
а(М-а) _ (Ми) 


Применяя рассуждения, аналогичные проведенным в п°7, и используя 
основную лемму, получим: 


1 
м 9(М-1) И 
.<У 9 \ т т Го. н. д. (4Ат —с, 4) Х 
9=1 


ЕВ 
а(М-1) 
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— 


8 
3 
= а; (=) —ван.; 


= 2—1 
ити) 
ВА ту 
(21,...,25 )4Е(0,...,0) 1 Ту 
(5; — 2) 
т , 
м 1 
— ++ — 
ее Уо.н.д. (4Ат —с,4) х 
9=1 
1 о 
и 8 т У а; (=; —84и;* 
т? а т ИЕ: Е 
х | [(теавияи) Хо со ениняя [4-11 
0 (21,....28)(0,...,0) 
где 
Че 5 
Ты = » 94? Уо.н.д.(4Ат — с,9)т4 х 
1 5 № 
——” 
т 2 
9<5 т 
1 1 
ам 9 ет У) а;(2;—ваи;)* 
т 4 2 2 ЕЕ и 
х ) (= (+ ити о е ?° (1441 *т202) а6, 
о (21,...,2в)-(0,....0) 
= бе ым— 
Та = о а *? * Уо.н.д.(4Ат—в,9) Хх 
1 
——" 
ия 
25 <<м 
ее ут 
ам К пт У, а (а —=аи; № 
та ‚4 | ы 
х \ ( А+ дет ) и е 8а*(1--4п?т26?) 49. 
о (вл,-ь2 Е (@,...,0) 
Заметим, что при 0%9« м 
т т т 1 


А 


— 

2 2.262) =” 

42 (1 + 4п?т20?) а? 4патя 4? 
92М? 


откуда следует: 


8 
1 
лету — (2; —ваи;} 
= . . 


524*(14+-4п7т?0?) =1: 
(21...28) (0. 0) 
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1 
——п 
оричем если 9 < рт? ‚ то 


8 


ь | 1 
Ха, (3 — ва >, 


= 


$ 
1 
ту а; (2; —в4и;)* 


ый. 9=1 ух пт 
е 574 1--4п?т?0?) <е 4а8?9*(1--4п?т76?) 
`` (21,...28 Е (0,..,0) : 
С 1 
. пет а; —в9и})* 
т 4 Е 
(на ия) ть 
(21,...,28)-(0,...,0) 
] Поэтому 
ре 
1 <т м: о. н. д. (Ат —с,9) м < 
арта" 
СЕ 1 8 т 
-—-— — += — — += 
и ор Ибн ЧА) <т' “о, 
а=1 | 
1 8 
НЕЕ Ри 
1 ма 3 — "— 
оа < ра У н. д. (4ААт— с, 4) т ам < 
а>-т? — 


ИО ИС маеРЫ 
т т т 


‘Оценка (51) доказана, 

10°. Равенство (43), формула (50) и оценка (51) приводят нас к иско- 
мой асимптотической формуле (32). 

Замечание доказано, 

2. Вспомогательное предложение о кратных рядах 
Фурье. Мы используем следующее предложение, которое аналогично од- 
ной из лемм, содержащихся в монографии И. М.Виноградова (2). 

Замечание 7. Пусть г — целое неотрицательное число, @® — п-мер- 
ное квадрируемое по Жордану множество, лежащее в единичном кубе 
3:0 <1,...,0<.<1, и пусть 8 > 0 — вещественное число. Тогда 
найдется вещественная функция $ф(21,...,2») с периодом 9%, удовлетворя- 
ющая следующим условиям: 

1) Пусть @; — 8-окрестность * границы множества ©; рассмотрим мно- 
кества ® =@&0/ & !(6-окрестность множества ®) и ®, = @/бь (6-внут- 
ренность множества @®); ясно, что Сс < @©,. Тогда 


* 5-окрестность рассматривается (по 1). 
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ф(21,....2п) =1, если (241,.. „2 Е. 


ф (1, ...,5) =0, если (2... 22) Фь (52} 
0<ф(2:,...,2) <1, если(л,..., 2) 6 © /Е.. 
2) Функция $ф(71,...,2») разлагается в п-кратный ряд Фурье: 
со 
фе) = Х бро. (53) 
Обо т=—<о } 
1 1 
НЫ \. у \ Ч (Е, .. ., Е.) ети. --Наб т) Е: .. Чё, 
ь 0 0 
причем 
тп 
——6|[|, если В = 0, 
[с нь ме @=ь..тм © 
г (^1...^п)” Л. если [1 =0. 


Доказательство. Пусть Фо (21,..., 2) — характеристическая функ- | 


ция области &. Для г= 0 замечание очевидно: за функцию Фф можно 


взять Фо. Пусть г_> 0. Обозначим 8, = ы - 5 и построим последовательно 
Г п 
т функций 
5, 5: 
Й ы 
Фе (@ь... ть) = и \ ет \ Фила (2: | 21,.. То - 2%) 421... 42ъ. 
В 
— 5: — 51 


Ясно, что все фк(Ё=0,1,...,г) удовлетворяют условиям (52). Пусть 


о г — коэффициент Фурье для функции 


Фи (ть... а) ЕЮ 


Найдем связь между с, и с. Имеем: , 
с на 


1 1 
к == С те 
и рее \ ео \ Фк (21, и ан бт) ее" (Ых1-+..-НЧ хат) ах: . ‘Ах — 
0 0 
х. >, 


1 1 
— \ . Е И фи (5 | 21,.. ее —- $. 200 ен х 


5 . и об 5% 


4 


х е—2®КЫх:-+...-Ншхи) 2. а. 4хь = 
(251)” 


1 1 
х | фа роли р нео. фан = 
0 0 


8, ы 
г а \ ки \ 21...42. етКиа+. ит) Х 
1 
Е, 


И 


1 
х \. . Де (Ул, . -- ‚ Ул) ем, +..Нут) аул... Аув= 
0 


0 
(К—1) &, 5: 


и \ ет (ва. т) а... ль = СЮ, Ав. А 


—6: —5, 


-1 если 1; = 0, 


А; = е?т815  о2т1811; } 0 
татар ‚ если (; = 0. 
ртсюда мы уже без труда получаем неравенства (54) для ф(л,..., 2») = 


а): 

Замечание доказано. 

В случае выпуклой области ® мы при помощи этого замечания можем 
юстроить две функции, используемые в дальнейшем. 

Следствие. Пусть & — выпуклая область. Тогда в условиях и обозна- 
®ниях замечания 1 найдутся функции $1 (т1,...,1) и 45 (21,..., та) 


’ периодом %, удовлетворяющие условиям (53) и (54) и такие, что 


| О) = В бб (е. а, 
Обь. к.) е- 0, если Да... м), (55) 


о Ь мо еее: 


а - р. 2) 6 
Е, >20: ей (2..2) ФС, (56) 
О. Г м а... 1) 6 


3. Доказательство асимптотической формулы в случае 


=: а; =. Докажем для этого случая теорему 1. 

)=1 

1°. Не нарушая общности, будем считать, что область © целиком ле- 
жит в первом квадранте х, >.0,...,1: >0. В противном случае 6 можно 
зазбить координатными плоскостями на части, каждая из которых лежит 
: одном квадранте. Точно так же можно считать, что область 6 не ка- 
‚ается своей границей плоскости 1, =0. В противном случае можно 
втять-таки разбить область © на дополнительные куски, а проектирова- 
шие п°2 вести не на плоскость х, =0, а на подходяще выбранную дру- 
уую координатную плоскость. 
2°. Пусть ©, — центральная (относительно начала координат) проек- 


8 
х 2 
ция области © на единичный эллипсоид № а; 2; =1, а @® — проекция ©. 


1—1 
за плоскость т, =0. @— выпуклая (5 — 1)-мерная область, пеликом ле- 


жащая в (5 — 1)-мерном кубе 3:0<%1,<1,...,0<1,—<1. Ясно, что 
2.,...,1:) ЕО тогда и только тогда, когда а +... а =т и 
жа. ее. 

Ут *``”’Ут 


3°. Пусть т, — целое число с условием т, > т. Фиксируем вещест- 


4 
венное число у, О<1< 5, вещественное число 9, 0<8<1 и целое 
положительное число г, не зависящее от т. Конкретные значения для 
п:, 7, биг мы выберем в дальнейшем. 


Положим 
1 


Е 
и 


6 
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и построим в соответствии со следствием из замечания 7 функцию 
ф, (2,,...,2.—1), удовлетворяющую условиям: ' 
а) 
ФР ы. =, ем Ци ее. 
Е О Е (57} 
ОФ (@,.-.-.2051 ели (,... 2 еб, 


где @&, — 6-окрестность (то@1) множества ©; 
6) ф: (21,..., 7.1) разлагается в ряд Фурье 
со 
фа (2,4251) = о Са ль О.в лав), (58) 


1,,...Ив—1=—60 


коэффициенты которого удовлетворяют оценкам: 


51[;|, если [; = 0, 


о м7 © 1 и ‚ если й; = 0. (5938 
4°. Пусть 
(7. Фа т) = У а Е: ыы ны ‚ О; в; т т). (60} 
1:10 у РЕ о р 


Ряд сходится в силу оценок (59) и того очевидного факта, что 


просвет <”. т) (61} 
где г(/, т) — общее количество целых точек на эллипсоиде ат -. 
.-- а.о = т. По определению г (}; ща,...,Мз; 2; т) имеем: 
со Е ме 
— 211 Г - ы-...-Е У ) 
п бе нь чо 
1,160 аихт+...Назха=т 


х.Ы,.. ол =, (01048) 


мн ЗЫ 


Х;— 
со эт р ЕН] 
ые. у а В р Ут Ут ие | 
У и = | 
ах +. ..Наз ху=т РИ 1 _1=—< 


х=Ы,..., хз =6. (то@8) 


> = 

ее ое 

-8 Ут Ут. 

ах... 5х 2=т 
х.=Ы,..., Хз=65(тоа=) 
Следовательно, 
г, ету, (ОФ р:т). (62) 
5. Докажем, что для достаточно больших г 


5 
— 8 


п: (1, @, в; т) = Е т? "Ив; т В (ф,) + ош 


А 
2 


1, 7(38—1) : 
= ав а +) 
‚ 


(63) 


По АОИ НИИ РНИИ ИАН Е 
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оо 


о ГР. 
вФ- ХУ а Е г. 
И а до ых 
ействительно, по замечанию 6, Для У} 


ре мае имеет место 
асимптотическая формула: 


1 р 
(пу=, > уз’: 8 т) = 
оз 
т 8—1 = 
п? т я ен т 
се аи же 
Аг (5) №. 
Поэтому 
И И 
> 1 И (У, „——, 0; 6; т) = 
У 2+. <тт 9 Ут Ут ) 
а а 
д т 
о Ул > в) я Иа И : о 
ь (5) У в:..2 <тт = “2 
8 1 71(8+1) 
Е 
-|- от 4 2 о [с | же 
о 
У 1+. тт 
ри ыка 
= Н У, 8; т) > ее С: Г 2. 4). 
УГ (=) У +. <тп ее 
8 1 7(38—1) 
ЕЕ Е 
+0 (> 9 5. 2 ) : 


Чалее, так как /(2) <1 и (например, в силу замечания 6) 


ты 
(ва, -, Из; в; т) «т (|, т) < т 
о, используя оценки (59), получаем: 


он 


а 
Пе ы >пт 


и и 
п Л 1 
а ВИ 5; ту. (= 2 ==} < 
Ул "(> 1=1 7 
5—1 у 1+ 1 ыы 
т = <т я (15)"' 
Ир Ре > т у - 
те: т 
и и г ("0—1 
< т < т, 


Гри любых фиксированных 7 > 0 и > 0 мы можем подобрать г столь 


360 А. В. МАЛЫШЕВ 


большим, что 
35 —1 
9—1 — (0—1) < —— о, 


Отсюда мы получаем оценку (63). 
6°. Для вычисления В ($:) применим прием И. М. Виноградова (2): 


Пусть ©, — эллиптическая область, отвечающая в соответствии, установ-› 


ленном в п°2, области ®,. Обозначим через © и ©, части эллипсоида 


2 
= а... 4 = пи, 


лежащие соответственно в конусах с вершиной в начале координат и _ 


направляющими © и ©,. Известно [см., например, (2°)], что количество 


2 (7, ©, 2; т,) целых точек, лежащих в © и сравнимых с (6:,...,6,) по | 


модулю ©, при ти —> со равяс 


ыв 
п2 
г) 
2 
ный телесный угол 5-мерного пространства. При этом постоянные, входя- 


щие в О, зависят от @ (и не зависят от ©). Заменяя © на ©, и на весь 
эллипсоид, получим следующие формулы: 


где ® есть /-эллиптический телесный угол области О, ау = 


— Ома 


в. 8 3 1 
д? к — 
® (7, 1, 2; т, +0 (ий 2), (666) 


5 (1, 8; т) = ы е т. 3-3). (66в) 


УВЕ 


где @«, — эллиптический телесный угол области ©, а 2(}, с; т) — коли- 


чество целых точек, лежащих в эллипсоиде /(5:,..., 5.) < т и сравнимых 
с (61,...,65,) по модулю в. 

Пусть г(}, 8; т) — количество целых примитивных точек (21,..., 2), 
лежащих на поверхности эллипсоида а:21--...- а, = т и сравнимых 
с (5:,...,5,) по модулю в. Тогда замечание 6 дает: 

8. ея 
2 би: 2“) 
(вт) = кт Нувт+0(т ). 
Ут г (5 ) 
2 
и так как 
ти 


У г (, в; т) = 5 (р в; т), 


тТ=1 


О (66а) 


фаны вы а Ос 


ан 
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к. т ет й Ра 5 
т Н(рзтЕн—“ т? - 


Ш = 
"= Улг (5) =’ Увг (т) 


2, 
$ 3 5 1 
Е рый . 
ыЕ о(тз ат + т? 2, (67) 
Далее мы имеем: 
о (7, О, 8, т1) < У и О, 5, т) < о(), О, 5, та), 
Т=1 


‚ потому, учитывая, что в =©-- О (5), и используя формулы (6ба) и 
666), будем иметь: 


т = : 
1 пт? а ба 
я ира 9 
= У 
С другой стороны, по формулам (63) и (67), 
к Й ой 28 НВ в 4 ЕЕ 
оО 0 
в ЛЕА 
Триравнивая (68) и (69), получим: 
Е = в Их 
о 


Тодставляя это выражение в (63) и полагая т, = т, получаем формулу 
я т, (1, О, $; т): 


5 
5 $ 
(о) п Е 
т 5: О, ат Н (р, Е; т) 
Увг (5) 
р еде ыы ГАЙ Чао Е. 
4-0(т* 4 2 т? 4 т? 2 ). 


т 0 ай: б 
золагая = 5, т = (35 и 1) . окончательно удем иметь: 


8 
8 


И ОВ 
йа 


7°. Повторяя рассуждения и° 3—6 и заменяя ф: на фь, мы придем к 
акой же асимптотической формуле для величины 


го (/, О, в; т) < г(], ©, $; т). 


Ве ВН 
в (71) 


Тоэтому 

и: а 
пи Н (1, в; т) +О\т ‚ (72) 
Е Уаг (5) 


- Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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НИ ИНОЕ Ее НЕ еее ^ С 
Итак, теорема 1 в случае формы / = 4,22 |-...- 4.22 доказана. 
4. Сведёние общего случая к предыдущему. В общих 
чертах мы будем следовать тому же пути, что и В. А. Тартаковский (*).- 
1°. По теореме Якоби, найдутся такие целые числа сх; (1<:<1< 4 
не...) ие, 910 
$ 


с/ (а... 24) = Хед =, 39,» (73) | 


7—1 

где В 
У: = С1121 Е с1228 + +. -Е са, . 
= Со. + +. . + сэ, (14) 
Ут — 2—1, 83—11 -- Са, 8 . 
И =: СТ. ` 
При этом | 

= 92: | 3% — де (а:;) = А | 
[соо = 1], са = ал, сз = 96 5.) Свз == 964 (а1;) = А, ‘ 
@21 @22 Е | 
‚ (75) _ 

С —= С11620 . . - С55 = . 

са, 16 | 
Когда (71,...,2.) пробегает все целые точки, сравнимые с (6,,..., 6.) 

по модулю 5, (У,...,у,) пробегает определенные с = с*—1 классов вычетов 
(шо4 2с). Пусть это будут классы вычетов с представителями | 
(ус, И 9 (у, ...,У)) (то4 8). (76) _ 


2°. Подстановка (74) переводит область © эллипсоида / (11, ..., 4) = т _ 
с ]-эллиптическим телесным углом в область © эллипсоида 


8 
7 (ут, > ‚У,) = ЕЕ —= ст, 
= 


]-эллиптический угол которой также равен ®. Ясно, что * 


б 


г(; О; в, 6,..., Вы; т) = У О; ве, У®,..., У; ст). (71} 


У=1 


Поэтому, если учесть, что с... с, = с°—? Л, то формула (72) дает асимп- 
тотическое равенство: 


г (р а, в, т) = 


8 5 
ки о 
Ф пт 


вн ты 
в НЛО, ст) + 0 (т? >>. з (78} 
Уаг(5.) У=1 


о 
3”. Таким образом, для доказательства теоремы 1 нам достаточно до- 
казать, что 


ЯН (7; с, 5, ...,У®; т) = НВ Ь,..., вт). (79) 


У=1 


ое 6,; т) =г(р, ©, &; т) — количество целых примитивных точею _ 
области ©, сравнимых с (51,..., ,) (шо4 8). у 
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я имеем [ср. (1)]: 
ы 5 9—1 : аси и, ..., аси) 


№ 5 (У) х. „© (, 4) == Ух . в г” Ч = 


Е РУ, о) о 


1 о эм бесм4и©, .., вси) 


ини с =. 


$ 
(8с) Ут, ---, Уз=0 У=1 


с (ежу, ..., вж-Ьь) 
в = т са Й 


е я ба, ...Ъь (1; 9). 


гсюда получаем, что 


5 1 
УН (1; вс, У%,...,%; ст) = Н (р; в, 6,... вы; ст). — (80) 


У=1 


„Далее, проводя непосредственно выкладки, аналогичные выкладкам 
3 статьи (*), получаем: 


Я И 


гак, 
В, быть ба, С) СЫ (Те бе, бы т). (81) 


Равенства (80) и (81) дают нам равенство (79), и асимптотическая 
›рмула (78) превращается в искомую формулу (7). Тем самым теорема 4 
казана в общем случае. 

5. Доказательство теоремы 2. В случае формы ] = а12? -}-...- 
4:22 теорема 2 содержится в замезчании 6, если положить =... = из =0, 
= 0. Общий случай сводится к этому по методу В. А. Тартаковского (1) 
ким же путем, как для теоремы 1 в п. 4. Заметим, что доказательство 


мечания б в случае и, =... =, =0 можно заметно упростить. 
Левингр. отделение Матем. ин-та Поступило 
им. В. А. Стеклова Ак. наук СССР 25. ХИ. 1958 
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ТЕОРИЯ ПЛАНИГОНОВ 


В работе изучаются разбиения плоскости на фундаментальные области 
для двумерных федоровских групп и определяются все возможные сим- 
волы смежности, задающие те движения, при помощи которых данная 
фундаментальная область переходит в смежные с ней. Показано, что весь 
вопрос является комбинаторно-топологическим, и таким образом получен 
новый чисто топологический вывод двумерных федоровских групп. 


| Е. С. Федоров называл. многоугольник планигоном, если равными или 
‘вными и симметричными ему многоугольниками можно покрыть пло- 
‘ость так, чтобы никакие два из них не имели общих внутренних точек 
| сазбиение это было правильным (в смысле Федорова), т. е. чтобы вся- 
шй из этих многоугольников был окружен всеми другими до бесконеч- 
вести ровно так же, как всякий другой из них. Аналогичные многогран- 
ики трехмерного пространства Федоров называл стереоэдрами. Насколько 
‹ знаю, до настоящего времени не построено удовлетворительной теории 
‚же для разбиения плоскости Эвклида на планигоны *. Что же касается 
«биения пространства на стереоэдры, то, несмотря на многочисленные 


онытки кристаллографов, теорию таких разбиений пока еще очень мало 
цалось сдвинуть с места. Очевидно, что вопрос о планигонах и стерео- 
прах тесно связан с вопросом о фундаментальных областях двух- и трех- 
ерных федоровских групп. Мы будем называть эту теорию теорией 
общих» планигонов и стереоэдров, причем теорию таких областей для 
‚мерного пространства также будем называть теорией общих, п-мерных, 


кереоэдров. 

Рассмотрим некоторую двух-, трех- или п-мерную федоровскую группу 
’и некоторую точку А пространства, не неподвижную по отношению к 
кой группе, т. е. такую, что она не совмещается с собою никаким пре- 
бразованием группы КЁ, кроме тождественного. Если мы преобразуем 
очку А всеми преобразованиями группы РЁ, то получится некоторая 
равильная в смысле Зонке — Федорова система точек. Области Дирихле 
очек такой системы, очевидно, дадут некоторое разбиение п-мерного про- 
транства на выпуклые фундаментальные области группы Ё. Так полу- 
енное разбиение на выпуклые стереоэдры мы будем называть разбиением 
а стереоэдры Дирихле или, кратко, разбиением Дирихле. Оно будет, 
чевидно, зависеть как от выбранной группы Ё и ее метрических пара- 


* В знаменитом мемуаре Пуанкаре о фуксовых группах дано решение анало- 
ичного метрического вопроса для плоскости Лобачевского и лишь для групп, 
остоящих только из движений Лобачевского, не меняющих ориентации. 
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метров, так, вообще говоря, и от выбора точки А. Вороной в своей осно- 
вополагающей работе (*) до конца решил вопрос о разбиениях Дирихле’ 
для того случая, когда Р =Т, т. е. когда Е есть просто группа парал- | 
лельных переносов. А именно, он дал алгорифм, позволяющий для вся- | 
кого данного числа измерений п найти в конечном числе действий топо- | 
логические типы всех возможных разбиений Дирихле и их метрику для. 
групп Г. Если кристаллографа или физика и могут интересовать разбие- 

ния на фундаментальные области для федоровских групп, то, конечно, в | 
первую очередь должны интересовать как раз разбиения Дирихле. 

В настоящей работе я, основываясь на одной, по существу собственно | 
топологической лемме А. В. Шубникова (?) и Гауез’а (3), даю полную _ 
теорию общих планигонов, а также планигонов Дирихле эвклидовой пло- | 
скости, причем попутно получается принципиально новый вывод федоров- 
ских групп — ‘чисто топологический. Вопрос о том, как построить теорию || 
общих стереоэдров для трехмерного эвклидова пространства, пока совсем 
неясен, так как для трехмерного пространства пока не удается Найта 
теорему, аналогичную теореме Шубникова — Гауез’а. ) 

Полная же теория разбиений Дирихле, и не только для трехмерного, | 
но и для п-мерного эвклидова пространства для любых федоровских групи, 
как я это недавно заметил, может быть построена при помощи моего 
метода пустого шара [см. (4), (5)]. Ей будет посвящена работа Н. Н. Санз 
даковой, подготовляемая сейчас к печати. 


$ 1. Топологическая теорема Шубникова — Гауез’а 


Первыми эту теорему заметили кристаллографы А. В Шубников и. 
Гауез. Я даю здесь подробное доказательство этой прекрасной теоремы по. 
следующей причине. В статье (?) А. В. Шубникова, где о ней идет речь, 
во-первых, рассматривается лишь дуальный к ней случай, во-вторых, 
доказательств не приводится вовсе и, в-третьих, во всей статье рассматри- 
вается лишь метрическая задача о разбиениях Дирихле, но а ргог! не. 
ясно, будет ли всякий топологический тип разбиения, даже на выпуклые | 
планигоны, осуществляться в виде разбиения Дирихле. Правда, в $ 5 я. 
доказываю, что это так, но а р!ог! это не ясно. В статье Гауез’а (8). 
хотя и рассматривается как раз интересующая нас задача и подчерки- 
вается, что теорема собственно топологическая, и даже отмечается роль 
требования, которое я ниже называю основной леммой интегрального 
исчисления, но доказательство не проводится чисто топологически и опу- 
скаются некоторые принципиальные детали. 

Определение 1. Многоугольником называется совокупность # точек 
А,, А,,...,Ак и циклически соединяющих их отрезков А.А,, А,А,,... 
...,АклАк АкА:. Точки эти мы будем называть вершинами, а отрезки — 
сторонами. 

Определение 2. Сеткой мы будем называть совокупность много= 
угольников такую, что: 

1) во всех многоугольниках Ё > 3; 

2) всякая сторона одного из рассматриваемых многоугольников яв-_ 
ляется одновременно стороной одного и только одного другого из них, | 


® 
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Который мы будем называть смежным с первым по рассматриваемой 
Птороне; 

3) рассматриваемая совокупность многоугольников связана по таким 
межностям через стороны; 

4) в любой вершине сходится, по крайней мере, три рассматриваемых 
хногоугольника, причем все многоугольники сетки, сходящиеся в одной 
вершине, образуют «цикл»; 
| 5) любые два многоугольника сетки либо вовсе не имеют общих эле- 
«ентов, либо имеют одну общую вершину, либо имеют одну общую сто- 
юону и тогда имеют две общие вершины — концы этой стороны; 

6) сетка ориентируема. 

' Рассмотренные многоугольники сетки мы везде дальше будем называть 
хлетками сетки. 

Определение 3. Конечным односвязным комплексом клеток сетки 
мы будем называть такой конечный комплекс М ее клеток, у которого 
все стороны, принадлежащие только одной (а не двум) его клетке (его 
Граница), образуют один самонепересекающийся многоугольник, и эйле- 
ова характеристика которого Г-Р-РВ равна 1. 

Определение 4. Сеткой, удовлетворяющей основной лемме интег- 
гального исчисления, мы будем называть такую, в которой можно выделить 
воследовательность М., М», Мз... конечных односвязных комплексов, в 
которых отношение числа клеток, примыкающих к границе комплекса, 
< числу его внутренних клеток стремится к нулю. Такова обычная сетка 
‹вадратов на эвклидовой плоскости, но не таковы, например, как мы это 
‘покажем в дальнейшем, правильные сетки, соответствующие покрытиям 
‘‹лоскости Лобачевского одинаковыми многоугольниками. 
Определение 5. Изоморфным отображением или просто отображе- 
нием сетки на другую сетку мы будем называть такое ее отображение, 
ри котором совокупности ее клеток, сторон и вершин каждая взаимно 
рднозначно отображается на соответствующую совокупность образа и 
жохраняются все инцидентности в обе стороны. 

Определение 6. Две сетки называются изоморфными или тополо- 
гически тождественными, если они изоморфно отображаются друг на друга. 

Определение 7. Правильной сеткой мы будем называть сетку, ко- 
торая обладает такой группой изоморфных отображений на себя, что, какие 
бы две ее клетки А и В ни взять, в этой группе существует хоть одно 
ютображение, отображающее клетку А на клетку В. 

ТЕОРЕМА. Топологически разных правильных сеток, для которых удов- 
летворяется основная лемма интегрального исчисления, существует только 
11, изображенных на таблице П. 

Доказательство. Рассмотрим какой-нибудь комплекс М; из какой- 
нибудь рассматриваемой в определении 4 последовательности М;, М.... 
комплексов клеток такой сетки. Для него будет: 

Г_Р+В=1. (1) 
В силу правильности сетки, все ее клетки имеют по одному и тому же числу 
* сторон. В силу той же правильности, если в вершинах одной из клеток 
сходятся по 01, %»,..., @к клеток (все ви > 3), то и в соответственных верши- 
чах любой из клеток также сходится по столько же клеток. Если учесть, что 
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при увеличении номера # комплекса М; рассматриваемой последовательности, | 


в силу сделанного 0б этой последовательности предположения, число кле- 


ток, прилегающих к границе комплекса М», становится во сколько угодно | 
раз меньше, чем число его внутренних клеток, то’ из формулы (1) полу- 


чается равенство: 
в ара т 
Е 


где В во сколько угодно раз меньше, чем Г, так как каждое ребро при- 
надлежит двум клеткам, каждая вершина — стольким клеткам, сколько в 
ней сходится клеток. Устремляя Е к бесконечности, мы получаем отсюда 
формулу: 


из которой сразу видно, что & <6, так как предположение &>7, даже 


если взять все а; = 3, уже дает 
1 1 Л Е Е 
а 
1 т: 2 р 5 “. 3 — 2 
Придавая же № значения 6,5,4,3, мы найдем, что уравнение (2) имеет 
лишь 16 решений в натуральных числах о; >> 3, которые имеют следующий 
вид: 
Е а 
6353.3, 3.373) 
52:3. 9, 3: 63; 31314.44) 
4 | (3,3, 6, 6) (3, 3,4, 12) (3, 4, 4, 6) (4, 4.4, 4) 


3 |(3, 12, 12) (3, 8, 24) (3, 9, 18) (3, Т, 42) (4, 5, 20) (4, 6, 12) (4, 8, 8) 
(5, 5, 10) (6, 6, 6) 


Покажем, во-первых, что шесть подчеркнутых случаев вообще не могут. 


иметь места. С этой целью для каждого случая будем строить последова- 
тельные клетки, сходящиеся в вершине, и убедимся, что последняя из них 


Рис. 1 


получит другой, чем остальные, ряд @1,а»,..., Як (рис. 1). При этом для 
случая (3,3,4,12) надо будет испытать и тот случай, когда тройные 
вершины — соседние, и тот случай, когда они несоседние. 


Покажем далее, что в случае (3,3,6,6) тройные, а в случае (3,4, 4,6) _ 


четверные вершины не могут быть соседними (рис. 2). В результате от- _ 
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расывания рассмотренных сейчас восьми случаев остается всего 11 
озможностей (см. таблипу 1). 

Покажем, что каждый из этих случаев ведет к одной и притом только 
цной из топологически вполне определенных сеток, которые оказыва- 
ртся правильными, и простейшие ме- 


| рические осуществления которых -на 
вклидовой плоскости даны в таблице П. | 
По фигурам таблицы П вся сетка 
осстанавливается следующим образом. 
сли фигура — шестиугольник, то стро- , 


] В 

ся обычное разбиение плоскости на 
щинаковые правильные шестиугольники 
указанное на фигуре подразделение шестиугольника на клетки сетки 


ереносится во всеэти шестиугольники в параллельном положении. Анало-- 
Таблица 1 


Рис. 2 


Таблица Г[ 


2020$ 83 
ФОНЕ 


иичное построение делается и для квадратов. Например, случаи 2, Зи 4 
}ают сетки с пятиугольными клетками (см. рис. 3, 4, 5 на стр. 370). 
Эти 11 сеток я буду называть сетками Гауез’а, причем в самое понятие 
сетка Гауез’а» я буду вкладывать только ее топологический тии. Таблицу П 
Негко запомнить. Номера в таблице П соответствуют номерам в таблице р 
‘ауез’овские сетки я буду дальше везде обозначать так: 
1 ТъА[ьВ1.5С ГаАГав Гас [зав зСЕзр 


о зи 
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_идикииииииииииииии__Ц_Ц_Ц_Ц———Щ 


придерживаясь указанной выше нумерации. Здесь первый индекс при 
букве Г, обозначает число & сторон клетки сетки, а стоящая после него 
буква указывает, какая это из сеток © клетками с данным числом сторон. 

Докажем высказанное выше утверждение, что каждый из случаев 
таблицы 1 дает одну и только одну сетку, а именно соответствующую 


Рис. 3 


Рис. 4 Рис. 5 


<етку таблицы П. Для этого рассмотрим отдельно все 11 клеток табли- 
цы Т, учитывая, сколько клеток сходится и в каких вершинах клетки. 
Мы покажем сейчас, что каждая из клеток таблицы [ неизбежно ведет 
к соответствующей фигуре таблицы П и что эти 
фигуры неизбежно складываются в соответствующую 


. этой фугуре сетку. 
ы Для клетки №1 табл. [ очевидно, что из нее можно 
ы построить одну и только одну сетку, гомеоморфную 
я той, которая дает разбиение плоскости на одинаковые 
В правильные шестиугольники. Для клетки № 2 по сторо- 


не 44, соединяющей две четверные вершины, непременно 
<межна другая клетка такою же стороною 44, и получается (рис. 6) 
фигура 2 таблицы П. Учитывая, что по сторонам 33 должны быть смежны 
стороны 33, а по сторонам 34, 43 —такие же стороны, мы получаем, 
‘что эти фигуры смежны друг с другом «в параллельном положении». В слу- 
чае клетки №3 по стороне 33 с ней непременно смежна другая клетка то же 
своей стороной 33. Далее, образовавшийся угол 43, 34 непременно должен за- 
полняться углом 434 третьей клетки, к которой по оставшейся непокры- 
той ее стороне 33 прилегает своей стороной 33 клетка 4. Продолжая 
дальше эти два рассуждения, мы приходим (рис. 7) к фигуре 3 таблицы И. 
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Учитывая далее все эти же два обстоятельства, мы убеждаемся, что сами 
эти фигуры 3 прилегают друг к другу нужным образом «в параллельном 
положении». Перейдем теперь к клетке №4. Она дает шестерку клеток, 
сходящихся в шестерной вершине, т. е. фигуру 4 таблицы П (см. рис. 8). 
Клетка № 4 имеет четыре тройные вершины, но только из двух сред- 
них Аи В не исходит стороны 36. Взяв конец 3 какой-нибудь стороны 63 
получившейся шестерки, мы видим, что во внешний 


угол этой шестерки, при нем образуемый, входит ны) 
некоторая 7-я клетка №4 одной из своих вершин И 


А или В, так как обе стороны, из него исходящие, 
суть 33. Если эта 7-я клетка уже построена, то, 
‘как легко видеть, все дальнейшее построение 


уже предопределено и получается сетка 4. ры 
Клетка №5 дает сетку, получаемую при разби- 
ении плоскости на квадраты, т. е. сетку 5. Клетка р 


№ 6 (рис. 9) — шестерку клеток, сходящихся в 

6-й вершине, т. е. фигуру 6 таблицы 1; учитывая затем, что по сто- 
ронам 34, 43 должны прилегать такие же стороны, мы убеждаемся, что 
эти фигуры непременно смежны «в параллельном ‘положении», и получа- 


Рис. 8 Рис. 10 


ется сетка 6. Тройка клеток №7, сходящихся в 3-й вершине, дает фигу- 
ру 7 таблицы П и затем сетку 7 (рис. 10). Так же, и даже еще проще, 
показываем, что клетки 8, 9, 10 и 11 дают сетки 8, 9, 10 и 11. 

Этими соображениями утверждение доказано. 

Сделаем еще два замечания. 

А) Существование метрических осуществлений сеток Гауез’а на эв- 
клидовой плоскости, указанных в таблице П, показывает, что на эвкли- 
довой плоскости существуют также 11, и только 11, топологически раз- 
личных метрически правильных сеток, так как легко заметить, что в 
осуществлении таблицы П всякое топологическое отображение сетки на себя 
можно осуществить метрическим отображением (движением), поереводя- 
щим ее в себя. 


372 Б. Н. ДЕЛОНЕ 


В) Непосредственный подсчет показывает, что для сеток Гауез’а верна 
основная лемма интегрального исчисления. В этом же нас убеждает их 
метрическое осуществление. 

Иначе обстоит дело на плоскости Лобачевского. Как известно, суще- 
ствует сколько угодно топологически различных метрически правильных 
(в смысле Лобачевского) сеток на плоскости Лобачевского. Таковы, на- 
пример, сетки, состоящие из одинаковых правильных многоугольников 
с любым числом К сторон и с любым данным числом & таких много- 
угольников, сходящихся в каждой вершине (где при А = 3,4,5,6 «27, 
>25, >24, >24, а при >63), стоит только взять эти многоуголь- 
ники для! таких [® и о нужной величины. Но ни для какой метрически 
правильной сетки многоугольников плоскости Лобачевского уже не верна 
основная лемма интегрального исчисления. 

Действительно, если бы это было так, то, в силу установленного ут- 
верждения, топологический тип сетки был бы одним из 11-ти типов 
Гауез’а, а, как легко видеть, в силу существования на плоскости Лоба- 
чевского дефекта суммы углов многоугольника, ни один из этих 11-ти 
типов, как метрически (в смысле Лобачевского) правильный, существо- 
вать не может. 


$ 2. Основные группы правильных сеток и их символы смежности 


Пусть дана некоторая правильная сетка, безразлично — Гауез’ овская 
или нет, т.е. удовлетворяющая или не удовлетворяющая основной 
лемме интегрального исчисления. По самому определению ее правиль- 
ности, группа С всех возможных ее изоморфных отображений на 
себя такова, что, какие бы две ее клетки Аи В ни взять, в ней су- 
ществует отображение, отображающее клетку А на клетку В. Если 
клетка А переходит в В несколькими отображениями группы С, то 
клетка А столькими же ее отображениями отображается на себя. 
Эти отображения группы С образуют некоторую конечную ее под- 
группу Ч, порядок которой есть, очевидно, делитель числа 2А, где А — 
число сторон клетки, так как отображения клетки на себя возможны не 
только «поворотами», но и «поворотами с отражениями». Существует ли 
в любой группе С всегда такая подгруппа К, которая тоже, какие бы 
две клетки Аи В ни задать, отображает А на В, но в которой такое 
отображение только одно, т. е. подгруппа 4” которой сводится к одному 
тождественному отображению, я не знаю. Если такая группа у данной 
правильной сетки существует, то она называется основной группой отоб- 
ражений этой правильной сетки на себя. Мы будем считать две основ- 
ные группы ‘одинаковыми, если они относятся к топологически одинако- 
вым сеткам и если существует такое отображение сетки на себя, кото- 
рое преобразует одну группу в другую. Мы покажем, что у всякой 
сетки Гауез’а хотя бы одна основная группа существует, а у некоторых 
из них их несколько; например, у сетки [Гзр основная группа только, 
одна, у сетки [» их 7, ау сетки Г.А — 16. Всего всех таких групи се- 
ток Гауез’а 46. 


Перейдем теперь к выяснению того существенного понятия, которое 
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позволит найти все возможные основные группы любой заданной пра- 
вильной сетки (хотя бы и не Гауез’овской), если они у нее существуют. 

Если обозначить буквами а, 6, с,... последовательные стороны какой- 
нибудь клетки Ро рассматриваемой правильной сетки, то при каждом 
отображении из основной группы Е этой сетки клетка Ру переходит в 
некоторую вполне определенную ее клетку Р;, а ее стороны а, 6, с,...— 
во вполне определенные стороны клетки Р;, причем никакое другое отоб- 
ражение из РЕ уже не переводит клетку Ру. в клетку Р;, и, какую бы 
клетку сетки ни взять, существует отображение в Ё, переводящее Рь в 
эту клетку. Поэтому если дана сетка и дана ее основная группа КЁ, то 
получается одна вполне определенная расстановка букв на сторонах 
внутри всех клеток сетки. Пусть имеется, например, расстановка букв, 
изображенная на рис. 11. Тогда символ: 


будет обозначать, что по стороне а клетки Ру, прилегает некоторая клет- 
ка своею стороною 6, причем переход от клетки Ро к этой клетке совер- 
шается отображением 2-го рода, т. е. отоб- 
ражением, обращающим ориентацию клетки, 
в знак чего над 6 стоит знак —, а, например, 
на стороне с клетки Ру с ней смежна неко- 
торая клетка своею стороною /, причем без 
обращения ориентации, ит. д. Отдельные па- 
ры, такие как аф, фа, ср и т. д., мы будем 
называть элементами символа, или просто эле- 
ментами. Индексы, в данном случае тройки, 
поставленные между соседними элементами, 
также относятся к символу и указывают, 
сколько всего сходится клеток в той вершине Рис. 11 


клетки, по которой смежны стороны (первые в соответственных элемен- 
’ тах), между которыми стоит индекс. 

В силу самого понятия основной группы правильной сетки, введен- 
ный нами символ имеет следующие очевидные свойства: 

1) число элементов символа равно А, где К — число сторон клетки 
‚ сетки; 

2) на первых местах в парах, образующих его элементы, стоят все № 
(букв, которыми обозначены последовательные стороны клетки Ру; 

3) на вторых местах также стоят все эти же К букв, но, вообще го- 
'воря, в некотором другом порядке; 

4) если в символе есть некоторый элемент, то в нем есть и элемент, 
получаемый из него написанием его двух букв в обратном порядке с со- 
` хранением знака —, если он есть; например, если в символе есть элемент 


‘аб, то есть и элемент фа, если есть элемент с/, то есть и элемент {с ит. д. 


Символ этот мы будем называть символом смежности основной груп- 
‚пы К рассматриваемой правильной сетки. 

ЛЕММА. Если во всеф клетках заданной. правильной сетки буквы, 
обозначающие стороны этих клеток, расставлены соответственно неко. 
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торой рассматриваемой основной группе Е отображений этой сетки на 
себя, то символы смежности для всех клеток будут одинаковы и поэто- 
му во всей сетке каждая сторона покрыта везде одной и той же сторо- 
ной и одним и тем же способом (т. е. прямо или обратно); обратно, 
если во всех клетках данной правильной сетки буквы, обозначающие сто- 
роны клеток, расставлены так, чтодля всех клеток получается один и 
тот же символ смежности, то эта расстановка определяет некоторую 
основную группу Е отображений сетки на себя, которая абстрактно 
вполне задана этим символом. 

Все утверждения леммы, очевидно, следуют из самих определений ос- 
новной группы правильной сетки и символа смежности. Поясним только 
последнее утверждение леммы. 

Всякое отдельное отображение сетки на себя из группы РЕ вполне 
характеризуется тем, в какую клетку Р; перешла клетка Ру. Но в силу 
связности сетки по сторонам всегда есть такая последовательность ее 
клеток Р.Р. Р»...Р;—.Р;, которая соединяет клетку Ро с клеткой Р;втом 
смысле, что любые две соседние клетки 
этой последовательности смежны по сто- 
роне. Такую последовательность мы будем 
называть цепочкой клеток, соединяющей; 
клетку Рь |с клеткой Р;. Тогда переход 
от Рь к Р; можно задать как последова- 
тельность переходов от Ро к Р,, затем от 
Р, кР. ит. д., каждый из которых ха- 
рактеризуется каким-нибудь элементом: 
символа (мы предполагаем, что буквы на 

Рио, 42 сторонах в клетках расставлены так, что. 

символы смежности для всех клеток одни 

и те же). Поэтому рассматриваемое отображение группы можно записать как 
некоторую последовательность (слово), составленную из элементов символа. 
Если умножение отображений группы Ё записывать исходя из дальней- 
шей судьбы уже преобразованной клетки, то оно сводится к приписыва- 
нию слова к уже написанному слову. Таким образом, мы видим, что 
элементы символа смежности суть образующие элементы группы. Любое 
соотношение между какими-либо элементами группы Ё можно, перенося 
все в одну часть, записать как слово, составленное из элементов симво- 
ла, равное 1. Этому геометрически соответствует замкнутая цепочка кле- 
ток. Но если рассмотреть сетку, дуальную рассматриваемой правильной 
сетке (т. е. такую, что совокупности ее вершин, сторон и клеток каждая: 
взаимно однозначно отображается на совокупности клеток, сторон и вер-. 
шин заданной сетки с сохранением всех инцидентностей в обе стороны), 
то цепочке в ней будет соответствовать ломаная, составленная из сторон 
ее клеток, а замкнутой цепочке — замкнутая ломаная. Но, в силу лем- 
мы Ампера, любую такую замкнутую ломаную можно рассматривать 
как сумму замкнутых ломаных, каждая из которых является одним об- 
ходом некоторой клетки дуальной сетки. Это в данной сетке дает цепоч- 
ку, составленную из циклической последовательности ее клеток, сходя- 


щихся в одной вершине. Поэтому любое соотношение между элементами. 
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группы Ё сводится к тем Ё соотношениям, которые получаются, если 
рассмотреть все А вершин клетки Ру. Это — определяющие группу соотно- 
шения. Например, для случая рис. 11 такими соотношениями будут: 


а6-с/-а6 =4, 6а.6а.6=1, с/-ее-а4 =1, 
44-с]-ее =1,  ее.44.с] =1, 1с.Фа.5а =]. 


Для случая рис. 12 символ смежности есть (аса Баз са 465 еез), а опреде- 
ляющие соотношения имеют вид: 
ас. 46 .са:а6 =1, Ба-ее-ас =1, 


са- са ВР 4, @В-са-ее 1, 


Таким образом, символ смежности задает как образующие элементы груп- 
пы РЁ, так и наложенные на них определенные соотношения. 


$ 3. Разыскание всех возможных основных групп сеток Г.ауез’а 


Два символа смежности, которые получаются друг из друга в силу 
того, что мы за первую сторону клетки Р, принимаем какую-либо дру- 
гую или берем стороны в обратном направлении, мы, конечно, не счита- 
ем различными. Если дана правильная сетка, хотя бы и не Гауез’овская, 
то число различных возможных для нее символов смежности всегда ко- 
нечно и уже никак не больше, чем До". где множитель А! входит по- 
тому, что последовательность вторых букв элементов символа может быть 
взята, при зафиксированных первых, никак не больше, чем в А! переста- 
новках, а множитель 2” входит потому, что армог! над вторыми буквами 
в элементах может быть или не быть знак —. Отсюда, в частности, сле- 

дует, что абстрактно различных основных групп у каждой заданной 
правильной сетки и подавно конечное число. Однако оказывается, что. 
различных символов смежности, т. е. различных основных групп у дан- 
ной правильной сетки несравненно меньше. Так, например, для сетки Л 
а ргог! имеется 6! 28 = 46080 возможностей, а в действительности суще- 
ствует только семь различных символов смежности. `В таблице Ш мы 
даем все возможные символы смежности для всех одиннадцати сеток 
Гауез’а *. Их оказывается 46. Этот результат был проверен Д. К. Фад- 
деевым, за что я ему приношу глубокую благодарность. 

Самый способ разыскания символов смежности состоит в том, что из 
‚аргюог! возможных символов постепенно отметаются целые группы симво-. 
лов, как дающие противоречия. Противоречия эти состоят в том, что при 
последовательной расстановке букв в клетках на их сторонах соответствен- 
но элементам смежности, начиная от некоторой исходной клетки и доходя 
‚ до некоторой другой клетки по разным цепочкам, получаются несовпадающие 
расстановки. То, что некоторый символ, не дающий в ближайших клет- 
‘ках таких противоречий, нигде дальше их не даст, т. е. является симво- 
‘лом смежности, соответствующим некоторой основной группе исследуемой 
‘сетки Гауез’а, практически во всех случаях мы обнаруживали из того, 
‚что получали некоторую группу клеток с некоторой расстановкой букв, 


* Таблицы Ш — УГ и объяснение к ним помещены в конце работы. 
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которая, очевидно, периодически повторяется. Впрочем, этого же можно 
достигнуть, используя отсутствие противоречий только вокруг вершин 
исходной клетки. 


$ 4. Метрические характеристики выпуклых фундаментальных областей 
двумерных федоровских групп 

Пусть задана двумерная федоровская группа и пусть ее фундаментальная 
‚область выбрана так, чтобы она была лишь связной; тогда даже если она не- 
выпукла и криволинейно ограничена, если она такова, что границы фун- 
‘даментальных областей образуют сетку, эта сетка, очевидно, является пра- 
вильной и удовлетворяет основной лемме интегрального исчисления, т. е. яв- 
ляется одной из сеток Гауез’а. Рассматриваемая федоровская группа 
‘будет ее основной группой, и ей соответствует один вполне определенный 
из найденных нами 46 символов смежности. 

Как легко видеть, для такой сетки любое изоморфное отображение 
на себя каждого из метрически простейших осуществлений сеток Гауез’а, 
данного в таблице П, можно осуществить эвклидовым движением 1-го 
или 2-го рода той эвклидовой плоскости, на которой они даны. Поэтому 
каждый из 46 найденных символов смежности есть символ смежности 
‘для некоторой двумерной федоровской группы и некоторого разбиения 
плоскости на выпуклые фундаментальные области этой группы. 

На таблице ПУ мы даем метрические условия, необходимые и доста- 
точные для того, чтобы выпуклый многоугольник эвклидовой плоскости 
был фундаментальной областью двумерной федоровской группы с данным 
символом смежности. 

Для каждого из 46 символов смежности самые тривиальные необхо- 
димые метрические условия, которые он накладывает на многоугольник, 
являются и достаточными. Все они приведены в таблице ГУ, в которой 
даны чертежи самых общих разбиений плоскости на выпуклые фундамен- 
тальные области федоровских групи для всех 46 случаев. В каждом 
случае дан условный символ соответствующей федоровской группы, при- 
нятый в интернациональных таблицах этих групп. 


$ 5. Метричееские характеристики разбиений Дирихле для двумерных 
федоровских групп 

Замечательно, что всякое из выпуклых разбиений на фундаментальные 
области для всех двумерных федоровских групп с любым из 46 возмож. 
ных символов смежности, если наложить на него еще небольшие даль- 
нейшие необходимые и достаточные метрические условия, является раз- 
биением Дирихле. На таблице У даны эти области и дополнительные 
метрические условия для всех 46 случаев и указано, где лежит точка А 
для каждого из них. 

Замечание. Что касается распределения символов смежности по 
17 двумерным федоровским группам, данного в таблице ТУ, то в настоя- 
щей работе я привожу только таблицу У|, поясняющую, какие основные 
группы сеток Гауез’а абстрактно изоморфны и, следовательно, относятся 
к одной и той же федоровской группе. 


Поступило 
26. УГ. 1958 
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Объяснение к таблицам 


На таблице 111 изображены графически все 46 возможных различных видов смеж- | 
ности (символы смежности) фундаментальных односвязных областей двумерных фе- 
доровских групп. При этом: 

1) точка в середине стороны указывает, что сторона накрывается сама собою при 
помощи движения 4-го рода; | 

2) жирной чертой вычерчены те стороны, которые покрываются сами собою при 
помощи движений 2-го рода; 

3) если некоторая сторона накрывается другой стороной при помощи движения 
1-го рода, то эти стороны соединены сплошной черточкой, а если при помощи движения 
2-го рода, то — пунктирной черточкой. 

На таблице ТУ даны все 46 различных сортов разбиений плоскости на выпуклые 
фундаментальные области для двумерных федоровских групп. При этом: 

1) буквой Р обозначается планигон; 

2) первый индекс при букве Р обозначает число А сторон этого планигона; 

3) буквы А, В, С, О после него (где они есть) указывают, какую именно из сеток 
Гауез’а таблицы И, состоящую из К-угольных клеток, образует разбиение; 

4) последний индекс, отделенный запятой, обозначает номер основной группы Р 
этой сетки, которую задает символ смежности, причем нумерация этих групп поневоле 
довольно условная. 

Далее, в таблице ТУ: 

5) дан символ смежности, причем индексы между его элементами, показывающие, 
сколько клеток сходится в соответствующей вершине, опущены, но зато отмечена 
расстановка букв на сторонах планигонов; 

6) на некоторых планигонах указаны элементы симметрии группы; 

7) те планигоны, которые получаются из исходного движениями 2-го рода, за- 
штрихованы *; 

8) рядом с символом смежности выписаны необходимые и достаточные условия, 
налагаемые им на метрику планигона; 

9) в большом числе случаев дано изображение соответствующей федоровской груп- 
пы, принятое в международных таблицах. 

На таблице У: 

1) даны планигоны О разбиений Дирихле для всех 46 символов смежности; 

2) в круглых скобках приведены те необходимые и достаточные метрические усло- 
вия, каждое из которых надо прибавить к условиям таблицы [У для того, чтобы ее пла- 
нигон был планигоном Дирихле; 

3) даны положения точки 4, изображенные крестиками в планигонах Дирихле; 

4) если точка А в О может быть любой точкой некоторого отрезка, то это отмечено 
на таблице У пунктирным отрезком; 

5) если любая точка Д может быть точкой А, то р заштриховано. 

На таблице УГ даны общепринятые символы и чертежи 17 двумерных федоровских 
групп и соответствующие им значки символов смежности. 
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П. И. ПЕТРОВ 


ИНВАРИАНТЫ И КЛАССИФИКАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ ОТ ЧЕТЫРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ 


(Представлено академиком А.И. Мальцевым) 


В работе построен в конечном виде наипростейший базис полной 
системы дифференциальных инвариантов римановых многообразий Та, 
метризованных неособенной квадратичной дифференциальной формой 


т: 
45? — в;;(т) а®'4х” сигнатуры 5=4, 0,—2. Кроме того, с помощью 
арифметических инвариантов неприводимых частей тензора кривизны 
Ак Фундаментального тензора пространства #;; дана классификапия 


самих пространств Римана четырех измерений. Отсюда путем специали- 
зации получены инварианты и классификация конформно-плоских эйн- 


штейновских четырехмерных пространств для любого из возможных зна- 
чений сигнатуры 3. 


Введение 


Проблема разыскания скалярных дифференциальных инвариантов вто- 
‘рого порядка риманова пространства четырех измерений давно привлека- 
‘ла внимание математиков. 9. Картан занимался этой проблемой для 
‘случая, когда сигнатура $ метрической формы 45? многообразия Т. рав- 
ва — 2, и свел ее к задаче нахождения совокупных алгебраических ин- 
‘вариантов нескольких форм особого вида [см. (1)]. Решения таким обра- 
‘зом преобразованной задачи он не давал, хотя в классической теории 
алгебраических инвариантов и не существует регулярного способа реше- 
‘ния подобной задачи. Поэтому задача об отыскании инвариантов кватер- 
‘нарной дифференциальной квадратичной формы с сигнатурой $ = — 2 рассуж- 
 дением Картана еще не исчерпывается. Статья Н. А. Розенсон (2?) несосто- 
 ятельна: например, ошибочно доказательство инвариантности функций 
1, [см. (2), стр. 76]. 

Настоящая работа представляет собой подробное изложение краткого 
сообщения автора (3)*. Кроме решения проблемы разыскания скалярных 
‚ дифференциальных инвариантов второго порядка римановых многообразий 


* Заметка автора (3) была сдана в редакцию журнала «Известий Ак. наук СССР», 

| серия математическая, 6 декабря 1955 года, а затем, по рекомендации редколлегии 
названного журнала, была передана в редакцию журнала «Доклады Ак. наук СССР». 

В начале 1957 года мне стала известна совместная работа 7. Сёрёшаи и В. Оереуег’а (4), 

в которой авторы задались целью дать в ортонормальном репере выражения 14 

инвариантов кривизны У4 с положительно-определенным мероопределением [см. ге- 

зюме и по3 работы (4)]. Однако решить эту задачу в цитированной работе им не 

удалось: выражения Се, П%,, Ей были определены авторами из характеристиче- 

ских полиномов числовых матриц [см. (4), формулы (26), (36), (42), (48)]. 
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У, при всевозможных гипотезах относительно сигнатуры $ фундаменталь- 
ной метрической формы последних 457, в предлагаемой работе дана клас- 
сификация римановых пространств У. по их дифференциальным инва- 
риантам. Обе упомянутые проблемы решены путем последовательного 
применения метода бесконечно малых преобразований. Насколько этот 
инфинитезимальный метод соответствует самой природе разбираемых здесь 
математических задач, лежащих на грани чистой дифференциальной 
геометрии. и алгебры, предоставляется судить читателю. | 

1. В общей теории дифференциальных инвариантов обобщенных про- 
странств [см. (5)] под тензорно-дифференциальным инвариантом невырож- 
денной дифференциальной квадратичной формы 


452 = 2; (1) аа (1) 

‘разумеют тензор с компонентами 
те к Эвав 9 в "ав р) 
В1-. Ву В д. ? 92,02, ›. +) 9х; дз; , ( } 


которые при обратимых преобразованиях координат х->х изменяются по 
следующему закону: 
дх 


№ ал.. а дей 9% дав: дет 


т.к к (3 
т на ИИ (3) 


71...77, 


дх 


Натуральное число г называется порядком дифференциального инварианта, 
а ЛМ — весом инварианта. Если М = 0, то тензорно-дифференциальный 
инвариант (2) называется абсолютным. Тензорно-дифференциальный инва- 
риант (2) имеет К контравариантных и т ковариантных индексов. Его 
полная валентность равна т -|- А. Инвариант, валентность которого равна 
нулю, называется скалярным. 

В настоящей. работе речь будет идти исключительно о дифференциаль- 
ных инвариантах второго порядка кватернарной формы вида (1). В пер- 
вую очередь мы задаемся целью найти совокупность ее функционально 
независимых абсолютных скалярных дифференциальных инвариантов. 
Эта проблема на основании теоремы приведения [см. (°), стр. 133] сво- 
дится к вопросу отыскания совокупных алгебраических инвариантов основ- 
ного тензора $ и его тензора кривизны: 


п, Вы. (4) 
Задачу разыскания совокупных инвариантов метрического тензора в 
и так называемого нормального тензора бов‚у5, эквивалентных тензорам 
ряда (4), геометр Т. И. Томас представил как задачу интегрирования 


полной системы из 16 линейных однородных дифференциальных уравне- 


ний в частных производных первого порядка от 30 независимых пере- 
менных: 


[во акс + [ав | т.т =0, © 
где 


и те 
| — 88 ба Не ба» в, и | — був,%5 бы НР 55 95 Зав, уу 55. 


Символы У’ (2)} суть инфинитезимальные операторы группы преобразо-. 
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аний величин 2ав, Вавтз: 
= Ааа" Шу 
Зав — 5» ИаИв, (6) 
| р <. МАУ Па 7) 
| Зав лу: = Зи лит: Иа ВИ, И. . 


| Такая постановка вопроса при всей своей элегантности и теоретиче- 
ЕКОЙ безупречности дает очень мало средств для практического нахожде- 
ния инвариантов в конкретно взятых случаях. Поэтому ниже нами при- 
щеняется совершенно иной метод, который также опирается на теорию 
бесконечно малых преобразований С. Ли и пригоден при любом числе 
измерений пространства. 
2. Метод, который я собираюсь применять, основывается на трех 
рактах: 

1) Если в римановом пространстве У»„ задан тензор @тг...пт (ТП), 
го величины 


г: ТГт 
Сьара...п, = Чт тт *** Л» (7) 
правых 


Й 
где ^ — компоненты единичных векторов местного ортогонального п-эдра, 
й 


инвариантны относительно замены переменных х->2 [см. (')]. 
2) Под влиянием линейного преобразования 


у 


а 
1; == е Жк (8) 
= 
‚ матрицей ЕЁ = || её || коэффициенты алгебраической формы степени р 
7 —= Ха +. РСК. (9) 
зак известно, подвергаются линейному преобразованию 
— : 
С уз... == № Як... еее»... . (10) 
Если али... разложить на символические множители а:ак@1..., то фор- 
мулу (10) можно переписать в таком виде: 
=: 
пир = Хе) -2 ау... (11) 
4 


Жаждая скобка правой части (11) есть преобразованный коэффипиент 
м; линейной формы 


Г. = (ах) = я а; 
при замене переменных (8). Отсюда вытекает, что 
@тз1...1 = @л ` @з... 1 (12) 


или мат 
(а), - (а). - (а) ... = (а,)- (аз). (а)... - (13) 
’ Формула (13) является аналитическим выражением следующего ре- 
зультата: символическое разложение и преобразование суть две переста- 
новочные операции [см. (3), $ 11, гл. П. 
3) В теории инвариантов алгебраических и дифференциальных форм 
различают ковариантные и контравариантные векторы, как векторы 
в двух различных двойственных пространствах. Преобразование коорди- 
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нат в одном из них автоматически вызывает контраградиентное преобра- 


зование координат в другом. В специальном случае, когда матрица ЕВ. 


линейного преобразования (8) ортогональна, различие между законами 

преобразований контравариантных и ковариантных векторов пространства 
о | 

исчезает, ибо Ё = Ес . 


Из перечисленных нами сведений о тензорах, преобразованиях и груп- 


пах мы можем немедленно вывести два важных заключения. Первое из 
них касается редукции проблемы разыскания инвариантов формы (1) 
относительно всех, с не равным нулю якобианом, преобразований коорди- 
нат д->1 к нахождению ортогональных алгебраических инвариантов тен- 
зора кривизны многообразия Уа. Если в рассматриваемой точке М с У. 
ввести ортонормальный п-эдр, то, на основании замечания 1) величины 
я ВУ 
Вьвл,в. = Вавуз ААА (14) 
В: а Вы Ва 
остаются неизменными при преобразованиях х->х. Значит, всевозможные 
изменения А»лл,. обуславливаются лишь выбором местного репера, т. е. 
преобразованиями коэффициентов формы 


ФЕ аь Ра и5) 


индуцированными линейно-однородными невырожденными подстановками 


переменных и*, оставляющими инвариантной квадрику 
$ 
в (ит) виа) вби?) вии), (= 1). (16) 


Совокупность матриц {А} линейных преобразований, сохраняющих 
квадрику (16), очевидно, образует группу. Она называется ортогональной 
и обозначается через О (4), если. 


а 9 
В случае 
— 81 = — 6 = — 8; = =1 
она называется группой Лоренца и обозначается через /[+. Наконец, когда 
сигнатура $ квадрики (16) равна нулю, условимся обозначать эту группу 


символом С. Более краткая формулировка только что описанного резуль- 
тата такова: 


ТЕОРЕМА 1. Скалярные инварианты второго порядка кватернарных 


дифференциальных квадратичных форм, имеющих [сигнатуры 4, —2, 0, 


суть алгебраические инварианты тензора Римана — Х ристоффеля этих 
форм относительно групп О (4), [%, @з соответственно. 
Второе заключение получается путем комбинирования замечаний 2) и 


3). Оно доставляет метод для регулярного нахождения инфинитезималь-. 


ных операторов преобразований коэффициентов алгебраической формы, 
индуцированных подстановками ортогональной группы над переменными. 
Вот его подробная формулировка: 


ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы найти бесконечно малое преобразование _ 


какого-либо коэффициента алгебраической формы, которое индуцируется 
бесконечно малыми преобразованиями переменных, отвечающими выбран- 
ному инфинитезимальному оператору ортогональной группы, достаточно. 


| и 
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одвергнуть каждый из символических векторов этого коэффициента, соот- 
‘етствующему бесконечно малому преобразованию данного оператора, огра- 
ичиваясь при этом членами первого порядка малости. 

Приложение теорем 1, 2 к вопросу разыскания инвариантов диффе- 
оенциальных квадратичных форм от четырех переменных осуществляется 
(о следующему плану: в зависимости от значения сигнатуры $ фунда- 
иентальной квадрики 45° многообразия У. возьмем одну из трех групп 
2 (4), [ь,Сз, заданных с помощью их инфинитезимальных операторов. 
ля каждого оператора рассматриваемой группы находим инфинитези- 
‘иальный оператор преобразований компонент тензора кривизны Анк, 
индуцированных бесконечно малой трансформацией, порожденной вы- 
рранным символом рассматриваемой группы. Собрание инфинитезимальных 
рператоров преобразований В»:ж, отвечающих всем символам группы, 
образует замкнутую систему, имеющую корнями искомые инварианты. 

3. Пусть $ =4. Посмотрим, какие приращения получают переменные 


В = 2, Ваз = 2, Вала = 23, 
Назаз == 24, - Вим = Я, Взаза = 2, 


(17) 


Вуз = У, Вюа = У» — Виозз = Уз, 
Во = У. Ва = Ув,  В1заз = Ув» (18} 
В:зз4 = У, Ва = Уз, Ваза = Уз, | 
Вьзэа = Улю› Вэзза = Ул, Ваза = Ул» 


В1эза = 21, В:з24 = 2, — А1аэз == 23, (19} 
где 
21 — 25 - 23 = 0, (20) 
од влиянием бесконечно малых преобразований, порожденных символами 
группы О (4): 
В.Е == ил р» — Ир, 
ВЕ == и1рз — изРи, 
23Е == ира — иар,, (21} 
24Е == изрз — Изр», 
| ‚ б5Ё = Ира — ИР, 
26Е = изра — ИаРз. 


Чтобы найти эти приращения, соответствующие бесконечно малому 
преобразованию одного из операторов, представим А»/;х как произведение. 


гимволических векторов: 
Каву Е Хо в 7.03 (22) 


и подвергнем каждый из последних этому бесконечно малому преобразо- 
ванию, а затем раскроем скобки, пренебрегая при этом бесконечно ма- 
лыми высших порядков. Выполнив подсчет, связанный с реализацией 
намеченной программы действий для всех независимых переменных и 
операторов группы О (4), получаем явные выражения приращений пере- 
менных 2,, У; 2к. Символы преобразований коэффициентов формы Ф, 
индуцированных бесконечно малыми преобразованиями, отвечающими опе- 
раторам 2:.Ё, выпишем в хорошо обозримой форме — в виде нижеследую- 
щей таблицы (см. таблицу 1). 


0 р 82— 89— 182—Р |99—Т2—| 9 30 То 0—0 | 34 9— [94—19 0 79 795—| %®— У) Тр |. 0 |102 |725 


0 
0 [82—29 | — [69—07 0 99— [60 то | 82 0—0 | 74 89—14 | 9 — 395 0 395$— | 0— Тр—69 | 99 3— 0 395 
0 82—22 90—60 | 0— (99—80 80 90 | 22 б0— |8 0 90—89 | 9— | “9 99<— | 395 0@ |922 М | 90— | 905 0 
0 [92—82 [в2—90—| в2— [в0 30 [99—80 | №0 |“) 80— 0 89—34 | 79 39— | 395 а— 0 [922 2 |2 975— | 905 0 
0 “2-80 | ® во—то | Ро 0 90 — [69—10 | 80 — [40—82—| 94 89—14 | 9— | 395 ° 0 395— | 0—Т0 | 90— | 905 0 1°25—17 
0 0 — | в $9— оо о—90 | 99  То— 90 бо -о | 99— | 99 [19—9| 0 |795— | 795 — | № | 9—0. 1119 
| 
| 
3 т , й ‚ 8 р т о 
0 9 '2е —28 ВЕТ _120 720 2 828. в. '40 98. '90 240. 390. _98. 26. 26 ро ре ое оя 
го ге ге ге ге 20 го ге ге го го 7) ге 7 ге ге ге ге ге ге ге ро > 
а . 
о : 
[о 
= 
Е с епикое |, 
=: 
= 88—98 8 —°В 0 ид ЭТА — |9%—ж| (8 82 82| 6 — [82—52—| 81 — 60 8 РА— | В А— 0 отА 7 отАе— Ас Зе— 0 97 
в -- 88 0 [И А— ру —одмй $2—12| РА — |2 ТА 88 — [82—12 вхо | З0— Ио —| 0 |9 НОА 0 2—7 
0 В — 78] 2 —?В | 9х —9х |601 А А— | 8А А — [32-12 | 8А ЗА 37—17 эй, зй, д—пх а атс — 0 0 Ас т — 77 
0 ТА ТАТА — ТА |32—12—| ЭК НО 3й, ЗИ 1—9 ПА вв тд 3 | 0тА 8 82-12 о — 5 — 0 0 А а 87 
пА—А— 0 АА, 88 Т2 —82 | РА— [9% —вж|9А — | ЗА т й— отд Тх — | 12—82 | 9В вс 0 <— в<— 0 На 7 
отд 3А |0тА—3А 0 д гв 82 52 |1А— |395 —вх| ИА 7—8 82—82 ЗА ТА РА— | 8— 0 81 эй 15Ы— | 95—10 ту 
(зе 8 | 28 ЕСО о || о | оо а а а НИ. И 8 хо хе | 1х0 | 10 | о |8 
ге Ге 7 ге го Ге 10 Г? | 7 Ге го ге го го го ге ге ге Г ге |5 
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Скобка Пуассона любых двух из символов. 2.] линейно выражается 
`с постоянными коэффициентами через операторы той же системы: 


| (2,25) = Е 74, (2523) — 0, (2324) Е 0, (2425) —= — 0. 
(2123) = — 5, (2524) = — 2, (2:25) = — 2, (242%) = 2 
(2:24) = 2», (2.2) — 0, (236) А-а 2», (252) Я 24. 
(2.2) — 23, (2.0) =— Я, 
(2.2%) = 0, 


Докажем, что система, данная таблицей 1, содержит шесть независи- 
1 мых уравнений. Для этого рассмотрим минор 6-го порядка, составленный 


9.7 9.7 Э.Л 9.7 9.Л д.7 
1из коэффициентов при производных О О дидь д де 


1 интересующей нас системы. Если положить 
И > ыыы: (ЗЫ), 2 =0, 
Ито этот минор будет задаваться таблицей: 

| 00-б бк аи 04 
| а 
О а 050 
| Е 
0-01 900200 
оо 0 00 


Выписанный определитель (Де), = 0. Значит, на основании теории 
‘полных систем дифференциальных уравнений в частных производных 
[1ем. (9), $ 14, стр. 70—71], имеет место 

ТЕОРЕМА 3. В пространстве У. с определенно положительным меро- 
‚определением 45? > 0 тензор кривизны Вь:дь имеет 20 — 6 = 14 алгебраи- 
‘ческих инвариантов относительно группы О (4). 

4. Попытка непосредственно применить к решению системы 2,/ = 0 клас- 
‚‘сические методы Якоби привела бы нас к серьезным техническим затруд- 
‘нениям. Поэтому мы хотим подойти к ее интегрированию обходным путем, 
‘предварительно преобразовав эту систему при помощи введения новых 
‘независимых переменных: 


во = 21+ 42 -- 23-44 Е 45 + 25; (23) 
ал = — 1—2. -- 2%: + 214 —12 — 25 — 62, -- 625. 
аз = —х, + 21. — 13—94 | 245 —1, — 625, 


аа = 3 (Ув -- Уз — Уз — Узо), 
а = 3 (Уз -- Уз -- Уэ- У), 


| 

а = 2% — 25 — 13—44 —мь-- 2х5 - 621, (24) 
| 

ав = 3 (и Ул Ут 12); 


В = — 2, — 2. + 25 + 22. — 25 — 12 -- 62, — 62», | 

фе =-— 2. - 24: —2— 44 -- 225 — в + 62», 

6; = 94, —12 — 2: —14 — 45 + 21 — 621, | (25) 
ы =3(— ув + Ув — Уз -+- Уло), | 

65 =3(— у» - Уз - Уэ — У11), | 


66 = 9: (4 = Уд — Ут 912); 


6 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 


394 П. И. ПЕТРОВ 


а 3: ) 
С2 = У5 + Ув - Уз + У, _ 
з сз = Уз - Уз — У» — У, | 
Са = — У - Ув + Уз — У1о, И} 
65 = 5 — Ть, | (26) 
66 = У: — У — У? + Ул», | | 
с = — У» | Уз— % Руа, 
68 = У: + Уа + Уз 2 Ул», 
Со = 21 — 5. } 
Покажем, что указанная замена переменных неособенная, т. е., кроме 
двух очевидных соотношений | 
а + а + аз =0, 
о: = 63 = 0, 
между аз, 6;, ск нет линейных зависимостей с постоянными коэффициентами. 
Действительно, совокупность подстановок (23) — (26) можно разбить на 
четыре группы без общих переменных: 


бо, @1, а», 61, 6ь, Ст, С, Со (27) 
ал, а, С, Са, (28) 
а5, 05, 3» Ст, (29) _ 
О (30) 


Переменные ряда (27) суть линейные однородные функции 2%, 2к. Опреде- 
литель, составленный из коэффициентов . последних, 
‚И ВЕ РЕ Ще ит ея аа 
—4:=4:.2 2-1 _—1 6.56 
—1 2-41-41 2—4 0-6 
—1—1 2 2-1-4 6—6 
—1 2-41-41 24 0 6 
Оч О-о ОО 
ДО С ОАО ее ОА 
1. 0: 0. 0 0 


о ве <> 
Гага ава) 


равен —2”.3*. Переменные группы (28) выражаются через у, уз, Ух, У 


- | 
линеино с определителем 


33—3—3 
и —33—3 3 к 
Ра, 2 
Я — 
Как легко видеть, Л. = — 2*3*. Простым вычиелением находим, что 


определители систем (29), (30) Д., А. оба равны — 243? Утверждение, 
таким образом, обосновано. 


Известно, что если в данном линейном однородном операторе 
д 
Хр=а' и 
д; 
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| : 
' произвести замену 2* = $" (у1,..., у"), то 


д 
Х/= Хи 5Б. 
у 


| 
] Пользуясь последней формулой, получаем таблицу 2 (см. стр. 392). 
Таблица 2 обнаруживает, что ©, — интеграл системы й,/ = 0. 
Введем три системы операторов: 4;], В;}, Ск]. Первую из них опреде- 
злим формулами: 
А: == 244 р; — 2аарз + (а — а1) ра -- аврь — аврь, 
А} == — 2азр; -- 2а5рз — авра -- (а, — аз) рь + аарь, 
Аз] == 2авр› — 2аврз -|- а5ра — азрь - (аз — а.) ре [р = ы ) - 
(Система 4;/ замкнутая, ибо 
(4,4.) = —4:, (4,4.)=4., (4.4,) =—А.. 
| Кроме того, А:/ независимы, так как, например, определитель 


2ал —2а4 аи @5 
—2а5 0 @4 
0 28 а3—а> 


с 
для 45 =1, ав = 1, а} = аз = аа =0 отличен от нуля: 


050 {ай 
ао: 
оо 


Система В;} получается из А;/ путем замены а; на 6+: 
В} = 26а р: 7 26.р» Е (6. ыы Ра - Верь к. Вьре 
В. == — 265р, + 265 рз — Ввра - (В, — 63) рь - Варь, 
- - _ _ - Ш 
__ Варе Эру — Бри ырь + & В)» (Р=аы)- 
Следовательно, имеют место соотношения: 
(В, В.) 5-9 Вз, (В, Вз) — В», (В.В) Ето В, 
ра операторы В:} независимы. 
Дифференциальные операторы С;/ определим следующими формулами: 
СЕ (с, - са) 91 - (5 — с1) 4» - св@з - (с5 — с1) 94 — 
— (с2 + са) 4ь — сз@в | с897 — Са4в, 
С} ==: — (сз - с1) 91 — 6842 - (с1 — су) 9з — сеЧа -- св + 
(1 — съ) 47 - с248 - (сз - с) 4», 
Сз/==— 392 -Ё с2@з - сэ9а - (Св — св) Чь - (65 + со) 4 — 
— "6441 — (с5 + с») 43 - (св — св) 4», 
Са] == с343 — с>@з - 74а | (сз - св) 95 (Су — с5) в — 
— 44 + (су — 65) 9в — (св + св) Че, 
СБ} = (с, — сз) 91 + с,9» - (си + со) 4з — св4а + са4в — 
— (си - с») 4: — с24з + (&— сз) 4», 
Св/ == (с4 — сэ) 41 - (с, + с) 4» + св4з — (с - с.) 94 + 
+ (с4 — с2) 45 — сз4в — 6892 - с298 
9] 


(4 = дс. ' АА: 9) 


396 Ш. И. ШЕТРОВ 


Структурные соотношения для С:] имеют вид: 


(С:С.) =—Св (С.С) =Ь—Сь (С:С)=—Сь, 
(С.Сз) =—Сь» (С.С) =—Сь (С:бд=-— С, 
(С.С) —= Со, (С.С) — 0, (С.С) = ба: 
(С:Сь) = С», (С.С) = С», (С.С) =Сь 
(С.Св) =0, (СзС.) = 0, (С;Св) = — Са. 
Минор матрицы коэффициентов системы С:;/, отвечающий производным 
91, 42, 4з, Ча» Чь, в» 
Со са 65 —@ Св СС == © С == 
вл (—6 аа зы 0 4 
0 — сз сз 22 С8— в св + со 
2% я 0 Сз =_= (62) С7 сз — Св Сэ =. [9 
5 С а  — 6 0 Са 
4—2 @- 5 Св —<1—65 64—62 — сз 


отличен от нуля, например, для 


0 0 


63 = = =0, с 


Следовательно, символы С:} также независимы. 
С помощью введенных обозначений операторы таблицы 2 символиче- 
ски можно изобразить следующим образом: 


21] ее А; -Е В, Е С}, 
2] тя 4.} Е В. ыт С.), 
23} = 43] — В 5 Су}, 
24] Е Аз] == Вз7 -- Са, 
25} = — А} - Вь/ + Сь, . 
2] = А,/ — В} + Сей. 


Исходя из структурных соотношений для 4А;/, В;}, Сь/, легко видеть, что 


(2,2.) = — йа (2,23) = — %, (2:2ь) =— 8, 
(2,23) =— 6 (2,24) =— 2, (2328) = — 2», 
(2,24) = 4,, (2.2) = 0, (242) = — б, 
(2,2) = 63, (2.2) =, (2426) == бь, 

(212%) = 0, (7:24) 0, (2528) = — 24. 


5. Искомые скалярные инварианты второго порядка многообразия Уд | 
суть корни операторов 2;]. Задачу отыскания этих инвариантов можно | 
расчленить на несколько более простых задач: 

1. =0 (=41 9. 3). Эта система — полная, содержит пять незави- 


симых переменных и поэтому допускает два функционально независимых 
интеграла: 


91 — а14з -- а1аз -- а.аз — 44 — а — ав, 

с. = аа.аз + дааа, — аа — аа — аза». 
ПН. Ву = 0 (1=1,9. 3). Отсюда находим два других 

х; = 616. 6163 + 6563 — в — 55 57 в, 


инварианта: 


| 
| 


| 
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11. С/=0 (1=1,2...., 6). Система — полная, содержит шесть незави- 
 симых уравнений от девяти независимых переменных, и ее независимые 
] 

' интегралы суть следующие: 


6 = (сл Е са + 3) (са + сё - св) + (её + с + @) (# +а- а) + 
Ч (са св + <8) (22 - в - ©) — (слса + сьсь + сзбв)* — 
— (слез - сасв Е сзсь)? — (сасз -Н съев + Свсз)*. 
ГУ. Система 


(А, + С,:)/=0, (Аз + Сз) 1 = 0, (-№-0)/=0, 
(А - С.) 1 = 0, (457 =0, (А, + Св)/=0 


| — полная, уравнения ее независимые. Поэтому она допускает 9 | 5—6 =8 
‹ функционально независимых интегралов. Но пять из них нам уже известны 
((см. решения систем Ги 1). Три интеграла, зависящие от обоих рядов 


1 переменных, суть следующие: 


9: = а (с4 - св + в Е а в - с) а (оао а-+ача +. 
2+ аз (с + с» + сз + а + © + в) — 2аа (слеа - сьсь + сзбв) — 


— 24 (слез -Е сабв - сзбо) — 2ав (саст - сьбв -Е свся), 


в == (@з@з — ав) (сл - сз + сз) - (алаз — а) (са св Е св) 
+ (а1а, — а4) (с + 63) - 2 (а5ав — азаа) (слса -- собь + сзсв) 


+ 2 (аа, — а-а») (слез + сьсь + сзс,) +2 (аа@ь — алав) (саст - сьбз - Сабо), 


93 = а [(с4 + с5 + <) (1 + 8 + ©) — (сасл + сьез Е сась) | + 
+ ах (с - са + сз) (сз + св Е с) — (слсл - сасв  сзсз)?] 
+ аз [(с1 - сз - сз) (са - сё + св) — (слса + сабь Е сз)" | + 
+ 2ал [(слсо - сось += Сзбо) (саса Е сьсв Е свбо) — 
— (9-8 - 0) (слса - с»бь -| сзбв)] 
- 2аь [(слса + собь - Сзбв) (сасз + ссь + свбь) — 
— (са -- с + 08) (слез - сс + 6365] +. 
-Е 2ав [(слса -- сабь Е сзбв) (слез + сабв -Е сзбо) — 
— (а + сз) (сасу - сьбв + свб)]. 
У. Система 
(В С) 1 =0, (В, + С) /=0, 
(В т С.) 7 = 0, (В. -Е С5)7 = 0, 
(— В: + С3)/ = ЕВ: + Св) 7 =0 


'— полная и содержит шесть независимых уравнений от 14 независимых 
переменных. Значит, она допускает 14 —6 =8 интегралов. Но пять из 
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них мы уже нашли (см. системы П, Ш). Три смешанных инварианта 
«уть следующие: 


«1 = В, (23 - с8 - св -Е с3 + с8 | сэ) + 8 (с! са Е сз - сз Е св + в) + 
+ Ба (сл + са < + © + 8+ &) — 24 (слсь + сас + слез) — 
— 26, (слез - сасв - стс) — 26% (сасз Е сьбв -Е свб), 
40з = (6563 — 05) (сл -- са + 22) + (6163 — 65) (сз -- с5 + 8) + 
+ (6,6, — 6) (са сэ) + 2 (656, — 6364) (слс» + сась -Ё сэсв) 
+ 2 (646, — 6.55) (слсз - сабь Е суб) + 2 (6465 — 6166) (сэсз - сьсв Е сво), 


№: = 6! [(5 - 5 + 68) (сз - св Е с) — (ссз - сьбв - свсъ)?] Е 
+ 6. [(с1 аа + 1) (сз + сз) — (с1сз + саб + сле)? + 
+ 6, [(с1 -- 4 - ©) (© - © + 8) — (сс Е сась + сле)? + 
+ 26 [(слсз + сасв -- сзб) (ссз  сьбв -| 686) — 
= (сз ев сз) (стс + сабь Е сз63)] + 
- 26% [(слс» Е саб -Е сэб) (съсз Е сьбв Е свб9) — 
— (© Е сё 8) (слез + сасв Е сзс9)] + 
+ 26% [(слс» + сась - сзсз) (слез - сасв Е с1б9) — 
а (с1 + аа) (сосз - с56в -Е сзсь)]. 
б. Доказательство функциональной независимости по- ] 
строенных инвариантов. Чтобы убедиться в независимости 
функций | 


бо, ст, Хх, 9,,, «к, «к, (31) 


очевидно, достаточно обнаружить, что якобиан 


д (@уозонж:о, ) 


У (32) 


д (слсъсоатазалазав 10264656) 


для каких-нибудь частных значений а?, 6}, сх отличен от нуля. Прежде 
зсего замечаем, что 


А, 0 
Уз — ыы А, 0 , 
+ ж А 


где Д.— функциональный определитель от 0,, 0,, 0, по си, сь, сэ, а Д,, 
: ыы 
ДА. — от с, ®р, х, Фь, соответственно, по ах, 6.. 
Положим | 
0 0 0 0 
ат == 000, к бл. а с@в ==, 
е_ 0 0 (о 0 
би =0, 5=0, &=1 5=-—1 6=0 
0 0 0 0 0 0 0 
С = 0—0 5—1 0 8 =1, с = 0. 


„Легко видеть, что 
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бони Ония 
обоин йт 6 
Те о, 
О ели О 
паке ОареО т 


Следовательно, (13), + 0. 
| Резюмируя вышеприведенные исследования, можно формулировать 
следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 4. Инварианты су, в:, ж, 0х, к, к образуют наипростей- 
щий базис полной системы скалярных дифференциальных инвариантов 
второго порядка квадратичной дифференциальной формы 45? > 0 от че- 
тырет переменных. 

7. Чтобы конкретизировать теорему о базисе для конформно-плоских 

 римановых пространств, изучим аналитическое условие конформности 


19; (® >> 3): 
Л 
Ки = ЕЕ (внкВ:; т 8х а бк а 8 кВ,;) ях 


В 
ты 1)" — 2) (кв; — Вывъ) (33) 


Мы рассматриваем случай, когда п =4 и когда & в местном ортонормаль- 
ном репере приводится к виду: 


в 
0001 

Расписывая формулу (33) подробно, находим: 
Ва паза Вы они Я 
не — а 5. Ане Вы, Ни нынаяь Вау 
И 
Виа (Ванд и. а, 
Ваза = — В + Ваа) Е ее ‚ Юз = — ВЫ, Возза = р: В.а, 
Пл — | (Вы Вы Лоаве ооо ь Ниш В 


В1эза = 0, я —=0, Д,эз = 0. 
Пользуясь формулами 
В = — 2% = —2 (а: {- 1, Е аз | 24 Г ть | то), 
В; = —21—2—4:, Ар = — Ув — У, Аз = — У - У, 
Е» = —11 —2. —25 Из = Уз— У, Вуз = — У Ув, 
Взз = —2.—21.—1, Ащ=у ГУ, Вза = — Ув — Уло, 
Вад = — 23—15 — Я, 
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совокупность предыдущих формул можно свести к нижеследующим усло- 
виям: 
д: - 2в = 12 | 25 = 23 + 24, 
У у = 60 ъ- 0, 
уз + уп = Уз - У» = 0, 
2: = 2. == 0 


(34): | 


Сравнивая формулы (24), (25) и (34), легко усмотреть, что если условия 
(34) выполняются, то 
@; = 0, 6; = 0. (35 
Обратное заключение тоже справедливо. Отсюда вытекает 
ТЕОРЕМА 5. У, с определенно-положительным мероопределением 
тогда и только тогда конформно-плоское, если 


а =0, &=0. 
Комбинируя теоремы 4 и 5, получаем следующую теорему. | 
ТЕОРЕМА 6. Инварианты оо, 0;, 6», 6; образуют базис полной систе- 


мы скалярных дифференциальных инвариантов второго порядка конформ- 
но-плоского Уз с 45? > 0. 


8. Как известно, пространство, для которого 


ут &р 
называется пространством Эйнштейна. Требование, которое определяет 


пространство Эйнштейна Г., можно выразить через переменные с;. Дей- 
ствительно, если положить 


В = А — 3 бав’ 
то будем иметь: 
Ви = 5. (с — 65 — с), Ву» = ее (с» + 64), Ви = 3 (&— св); 
Вр = (-в+%—6), Вь= (6+0), Вы (6). 
Взз = 5: (— с — 65 | с), Виа = Ве св), 


1 о 
Ваа = 5 (с, св | с), В»: = = от св), 


Из выписанных формул легко усмотреть, что если В;; = 0, то с‹=0, и 
наоборот. Значит, имеет место 


ТЕОРЕМА 7. У, тогда ш только тогда есть пространство Эйнштей- 
На, вели с =0`@=1, 2, 5..9) 

Из теорем 4 и 7 немедленно’ следует, поскольку для пространства 
Эйнштейна су = с018 при п > 2, 

ТЕОРЕМА 8. Инварианты в1, сз, хи, х. образуют базис полной си- 
стемы скалярных дифференциальных инвариантов второго порядка про- 
странств Эйнштейна четырех измерений (аз? > 0). 

9. В процессе преобразования дифференциальных уравнений для инва- 
риантов мы видели, что, когда координаты и подвергаются подстановкам 
группы О (4), коэффициенты формы Ф определенным образом трансформи- 
руются. Более того, независимые однородные линейные комбинации 4;, о 


| 
| 


| 
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вн, ск от коэффициентов этой формы преобразуются сами по себе, образуя 
‘при этом группу. Такого рода объекты по Картану называются тензо- 
‚рами. Чтобы изучить более детально тензоры а, 6, си, нам потребуется 
| несколько подготовительных формул, к выводу которых мы сейчас и 
‚ переходим. 

Пусть переменные &, &, Ё подвергаются подстановке 


ы = (1 01) & - ал2Ёь - биз, 
5 = ан, + (1 - из) Е Е зб, (36} 


Ё = оз - зо, - (1 - аз) &з, 
‘причем матрица этого преобразования 


1 -- в, 012 1 
А = 921 1 а». 023 
031 632 А - жзз. 
удовлетворяет условию 
АА. =Е, 


где А: — транспонированная матрица. [Более подробно это последнее ра- 
'венство означает следующее: 


( (1-Е 1) ба -- 03 =1, бл (1 1) + 22 (1 - 22) - виз аз = 0, 
‚бла + (1 - 2)? 93 = 1, бал (1 Е ал1) + чз за - виз (1 - аз) = 0, (37} 
‚аз - аз + (1 -| аз)? =1, ал @за -- за (1 Е аз) - аз (1 | азз) = 0. 
| Пусть, далее, вторая серия переменных 7), 72, 7з преобразуется по фор- 
‚ муле: 
а = (1+ 1) "а + 9172 Е озттз 
т == бл + (4%) 1 + Оз, 
‘в Е бэ” В базт О: азз) 7з- 


(38) 


| Найдем инфинитезимальные операторы преобразований переменных &,, \,. 
(С этой целью величины &.„ будем считать весьма малыми и величинами 
‘более высоких порядков малости будем пренебрегать. Тогда условия (37) 
‘примут вид: 
11 == 22 = @зз = 0, г 
(39) 
ла Е 9: = 0, оз аа = 0, @з + за = 0. 
Положим 
== Ви Ик Е=И— 1). 


Инфинитезимальными операторами преобразований (36), (38) будут: 


Го: У.Е ==91 — 892 — Тэг + Тит», 
У.Е ==0: — #142 + #127, — Я», 
УЕ == 8341 — 43 — 71 Г 17з, (==, я = 
У.Е =Е 341 — #143 - 7:71 — Игз, ь 
УЕ = 6,92 — #293 — Го -- 2Гз, 
У.Е ==345 — 54: + #47 — 1 12Гз. 
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оли тоет мно д1 ду дл эл атолл“ 7. дл. 
& | бти | ЭТ» | дТзз | 074» | ОТаз | ОТ» | оти | оТ55| отзз| от ЭТ 
|=] 
5 
У: | 2Та |-2Та| © |Тж-Та| Т»з | -Тв | 278 |278 | © | Т5-Тя 753 
Уз | -2тз| © | 2Тз | Тв Ти-Тэ)  Ть |-Я8 0 | 278 | -Т8 Ин-т 
Уз | 6 2Тоз | —2Тоз| Т:з | -Тио | Тзз—Тор 0 |-—21Т53| 2753 | «ТТ 75 
Ув | 0 | 27зз |-27| Таз | —Ть | Таз-Т» | 0 2753 | —2Т53 Т3 | -7Т45 
, —__ =. = и — № 
| 2Тз |. 9 |-—2Т:3| ТЗ |Тэа-Ти| Тю |-2143| 0 2743 —Т23 |Т41-Т38 
Ув | 2Тиз | Те] ® |Тэ-Ти| Тз| -Т.з |—2118| 2115] © | Т4-Т55 | Т55 


Структурные соотношения для операторов У;Ё даются равенствами: 
(У.У.) = 0, (7.73) = 2Ть, (7зУ,) == —,, 
У) ТТ м бордаят 
(У:У.) =, (У,У,) =—», (У.У,) =, 
(У.У,) =, (У.У‹) =, (У.У.) =, 
(7, У.) =—,, (УзУа) = 0, (У, У.) = 0. 
Возьмем следующие комбинации операторов У;Ё: 
УИ, УР, У, Е, 
ИЕ =, УР =У.К, УЕ = ИЕ. 
и проследим, как преобразуются коэффициенты форм 


з 
х Тара, УТы О Лав = Л, 


&, В=1 
3 
ф= Х Гр. УТи=0, Ть=Туь 
м В =1 
7 г. Ха, Тв, 


когда $, 1 подвергаются бесконечно малым преобразованиям, порожденным 


символами У;Р. Результат этих вычислений выпишем в форме таблицы 3. | 
Положим в таблице 3 


Та =а, Ти=б:, ап=с, а@з=сь, 


— - } 
Т> = а», 52 =0., @в=5С», ад =Ст, 


Тэз = а, Тз =, 
Это означает, что неприводимые части тензора кривизны [см. (15)] четы- | 
рехмерного пространства Римана а, 6;, с», имеющие, соответственно, | 
5, 5, 9 существенных определяющих, под действием преобразований груп- 
пы 0(4) испытывают такие же линейные подстановки, что и коэффици- й 
енты тернарных форм ф, ф, ], когда Ё, , подвергаются соответственно |. 


Тогда полученная таблица будет полностью совпадать с таблицей 2 


|| 
| 
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Таблица 3 
И ал. дл. ал. 97 дл 9л 97 97 97 97 
0Т53 да11 да15 0413 А да 905 да дбаз1 даз5 даз3 
| 
|3 | 95:92 |622 4 6251 | 425—САИ, | 445004 | — 043 4:2, —31 и 
742 |-—аз—а| —аз5 |133 | —а3 0 аь1 |а11—аз3 а45 ©4301 
|| 755—738 0 —а13 | 915 а | @;0—ч23 [@25а33| —@94 |—чоб—аз8| @39—9@23 
|| 733—755 0 —а13 | —а15 аз | арз+аз5 |азз—аз5| —@94 |азз—а25 | —9@23—@32 
| 
| 712 231—013 а32 |а\1-{а33| —а23 0 а |—011—@33| —@45 031—@13 
| Тз | ад-а45 | а+а25 | а23 а1{—025]| 241—445 | —@413 а32 аз1 о 


‹ ортогональной, комплексно сопряженной и транспонированной подстановкам. 
`Иными словами а;, 6;, ск суть эвклидовы тензоры в трехмерном простран- 
(стве Эвклида. Неприводимая часть а; ведет себя как симметрический тен- 
‹зор валентности два с равным нулю следом Таз, в классическом смысле 
этого слова, относительно группы вращений в пространстве Эвклида трех 
з измерений. Тензор Г.в — первого класса по обоим своим индексам. 

Что касается 6;, то они суть компоненты эвклидова тензора Ра. в трех- 


 мерном пространстве Эвклида. Тензор Туз — второго класса по обоим 
‚ индексам. Эвклидов тензор аз, отвечающий неприводимой части тензора 


‚ Вьцк © 9 определяющими, — первого класса относительно первого индекса 
ти второго класса относительно второго индекса. Эта новая интерпретация 
неприводимых частей тензора Римана — Христоффеля, полученная мною 
(с помощью метода бесконечно малых преобразований, сводит проблему 
|разыскания инвариантов к задаче нахождения инвариантов трех тензоров 
'Тав, Тав, аа в трехмерном пространстве Эвклида, а задачу классификации 
| римановых многообразий четырех измерений приводит к задаче класси- 


‹фикации указанных тензоров. 
10. В качестве первого применения неприводимых тензоров Тов, 


`Таб, а. укажем, как выражаются построенные выше скалярные инвари- 
т через составляющие этих тензоров. 

а) Инварианты тензора Тов. Этот тензор есть эвклидов тензор, 
т. е. он определен относительно группы вращений с комплексными пара- 
‚метрами. Но при вращениях, т. е. при преобразованиях А, удовлетво- 
|ряющих условию АА. = Ё, остается инвариантной квадрика 


неё. (40) 


`Значит, мы имеем право рассматривать пару квадратичных форм трех 
‚переменных: 
| 1 ща =, | 


а ба (= — 0, если % > В. 


Коэффициенты их ^-уравнения 
Ф(®) = | Тав — ^був | 


дадут нам инварианты. Так как след тензора Тов равен нулю, то мы 
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будем иметь лишь два инварианта: 


Та Г». Та Тлз Тьз Тэз 
в == ь 
л Т.2 Т.» Тлз Тзз Тэз Тзз 
Та Т 12 Тлз 
в» = | Тьз Т2 Тэз |. 
Тлз Тьз Тзз 


Ь) Инварианты тензора Тс. Этот тензор определен относитель- 
но преобразований, сохраняющих квадрику 


ыы ОН 
Поэтому из ^Х-уравнения 
[78 — №88 | = 0 
легко находим: рай 3 И _— ЕН 
Ти Ть Ти Ть Тз Тз 
а ты ВЕ РЕ: . 
Ть Тъ 18 Гз Тзз Тзз 
Ти Та Тв 
аа Л 
Тз Ть Тз 
с) Инварианты тензора а, 5. Здесь уже нет единичной вектор- 


функции, стало быть, для а,; не существует характеристического урав- 
нения. Для нахождения его инвариантов мы должны будем привлекать 
метрические тензоры 8.5, 855 Форм (40), (41), соответственно. Возьмем 


комитант 


Совокупные инварианты пары квадратичных форм от трех переменных 
Азв» Вав) СУТЬ следующие: 


9, == Аж, 
211 Аз Алз Аз 812 Алз Ан Аль 813 
9 = | 2 4» А» |--| Аз 822 Аз |+ | Аж А» 85з |. 
231 Аз» Азз Аз 832 Азз Азт Аз» 8зз 


Кроме того, дискриминант тензора а; — инвариант преобразований: 


ал @1> а1з 
9, = | ал 455 аз |. 
@з1 @з> @зз 

4) Совокупные инварианты тензоров Т.,, а, 6, Ваз. 
Здесь мы воспользуемся основной теоремой теории инвариантов [см. (1), 
стр. 131]: 

Всякий инвариант системы любых тензоров есть линейная комбина- 
ция слагаемых, каждое из которых получается из этих тензоров с по- 
мощью действий умножения тензоров, полных альтернирований и после- 
дующего полного свертывания. 


Согласно этой теореме, искомые инварианты мы получим путем свер-. 
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‘тываний и полных альтернирований следующей серии тензоров: 
Той» Тара, ТТ зал, ТТ зада, . 

Для свертываний мы располагаем эвклидовыми тензорами Зав» 85 (%, В = 
| =1, 2, 3). Инварианта второй степени не имеется. Существует единствен- 
ный инвариант третьей’ степени: 
бы Т.з Аз | Т.: 512 Алз Т:: Аз 13 
Е ТГ» Азз | + | Тлз 82 Аз | + |То А» воз | 
8зь Тз> Азз Тз 832 Азз |Тзг Азо 8зз 
Ан Т:> 813 Ан 82 Таз 81 Аз Таз 
Аа Раде ль: => | Аие. Таз Вон Ао То 
Аз Тз» Езз Аз 832 Тзз 51 Аз Тзз 
и единственный смешанный инвариант четвертой степени: 

Ти Ть Аз Та А, Таз Аз Т:» Таз 
в = |Тэа То Аз +|Та А» Т»з|-+|Ам СТ» Тоз|. 
Тзт Тз> Азз Тзл Аз Тзз Аз Гз> Тзз 

За недостающий смешанный инвариант примем 
Та Ар Аз Аз Тр Аа Аи А» Таз 
@з = И + |4: Т» Аз| | Ад А» Тоз|. 

Таз Аз» Азз Аз Тзз Азз Аз: Аз» Тзз 


©<1 = 


е) Совокупные инварианты тензоров Г, аз мы находим таким же 
зиутем. Полагаем ее 
Азв = 85°" а. д. 
Инвариант третьей степени 
ви Ты Ав |8 Ав Ть| |Ты &5 Ав 
а Пи ант кото Ани ао Таро вая |+ 
851 1 ях 81 Аз Ты Та ба А;; 
Аровьи В 808 Аз Тв 85 
м 
5 
Инвариант четвертой степени относительно Ак 
Ты Ть Аз Ты Ав Ту |4 Ть Ть 
о мы 
а ЕК 
Наконеп, необходимо брать инвариант пятой стелени: 
Ти Ав 45 |4 Та 45| |4 45 Ть 
Е и 
а ЧА = 


11. В качестве второго применения неприводимых тензоров Гав, Гор, Вл; 


[22 


цадим классификацию римановых пространств И по их дифференциальным 
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оне 9. 9 ЭЛ 9. 97 91 О 97_ 9. дл 

ЕЕ Е На ое ба ди, би, ду. 
* 

21 0 2: 2: | — 2% | 2 0 Уз ий —\ —» 
* 

25 —2у: 0 29, —2уз 0 2/5 — Ш 21—23 —х! Ха — 
* 

73 Ал 2: 0 0 212 212 хо у: Ув 21-2 
* 

74 —2\ —2, 0 0 —2. 2 21—22 Уз —У —х:—%ь 
* 

25 2 0 2» —2: 0 —2ун 5 хх 23—21 Уз 
* 

76 0 29; —2 в 21 —2 10 0 > —\ Уз 95 


инвариантам. Принцип классификации пространств У„ по их дифференци- 

альным инвариантам опирается на следующий факт. По данной основной 

форме 45? риманова пространства И„ определяется тензор кривизны Арк - 

п (п— 1) 
2 


Звук == Въабак — Эли (42) 


’Последний в пространстве измерений с метрическим тензором 


определяет симметрическую линейную вектор-функцию. Пусть [е,...ек] — 
ее характеристика. У двух эквивалентных неособенных 45”, 45”? эти ариф- 
метические инварианты (характеристики) совпадают, хотя обратное утвер- 
ждение не всегда справедливо. Относя к одному классу все 45? с одина- 
ковыми указанными характеристиками, мы получим разбиение всех У, на 
конечное число классов без эквивалентных пространств (форм а3?). 
Классы римановых Г„, выделенных по только что описанному‘ спосо- 
бу, непустые, ибо, как доказал Т. И. Томас [см. (5), гл. Х], при 
достаточно общих предположениях об аналитической природе тензо- 
ра Вы), можно найти форму 45, имеющую этот тензор в качестве 
своего тензора кривизны. Существование пространств с предписанными 
характеристиками в точке следует из формулы Римана [см. (14)]. При- 
ложение этого принципа к задаче классификации У. удобно осущест- 
вить, используя неприводимые части тензора кривизны четырехмерного 


пространства Гав, Тор» В.;. Типы перечисленных тензоров мы выделим 
с помощью характеристик [е1езез], [616›ез], [еезезе.] Х-матриц: 
| Газ — дав ||, || Тв — №8: 
в пространстве трех измерений, 
» 
[[В4; — №84 || 
— в пространстве четырех измерений. 


Е | 


В случае 45 = &:424х' > 0 симметрические тензоры Тав, Тв — вещест- 
венные и являются тензорами простого типа. В;; — тоже тензор простого 
типа. Отсюда получаются нижеследующие теоремы о классификации И.: 


Л 


ТЕОРЕМА 9. Характеристики определенно-положительных кватер- | 


нарных дифференциальных квадратичных форм состоят исключительно 
из единиц: 


а Бр 
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Таблица 4 
97 В Эл 9. дл ол 9/1 9: Эт Эт 97 
| ду. дуз ду, Оу» ду» Эу1ь дул ду1› 921 02» [274 
|| 
| 22-2: | хх» Уи хх ЗА | —22— 23 — — 0 Уо— 1 | Ув 
Уз —9: 5 У12 хх с 2:—21 в 92—11 0 11—92 
| 1 Уз 21-2 % Уз У Ул хх | уу ау: 0, 
| 
— —У:: —5 2—2 —92 —. = —\% — 71—22 | —У1:— 12| —1—И12 0. 
У —? —% У: 21—23 —У12 —Х.—Х —Уь /,—Уз 0 У—\№ 
Хз—х» | 25-2. РО —2.—2: | —\ хх 12 —Ун 0 :— Ив 8—1 


ТЕОРЕМА 10. Арифметический инвариант конформ-“о-плоских Уз с 
жюпределенно-положительным  мероопределением выражается символом 
11141]. 

ТЕОРЕМА 11. Четырехмерные пространства Эйнштейна с определенно- 
оложительными мероопределениями характеризуются двумя арифмети- 


| 


мескими инвариантами: [111], [111]. 
12. Обращаясь к рассмотрению вопросов об инвариантах и классифи- 
‘чации римановых многообразий У., фундаментальные формы 45? которых 
з каждой точке приводимы к сумме двух положительных и двух отрица- 
тельных квадратов, мы ограничимся указанием результатов. Прежде 
всего, опуская промежуточные выкладки, отметим, что инфинитези._ 
изльные операторы преобразований коэффициентов формы Ф, инду- 
пдированных подстановками группы 5 над переменными иФ, даются 
габлицей 4. 

Эта таблица получается, если мы по методу, основанному на теореме 2, 
азайдем приращения переменных А»:ж, приобретаемые под влиянием инфи- 
нитезимальных преобразований, отвечающих операторам группы Сь: 


2АЕ = изр: — Ир», | 
ии На, | 
25 == изрз + изр», 
а. | (43) 
ИЕ == Иора | Иар›, | 

ДЕ == ИаРз — Изра. ) 

3 операторах 7, данных таблицей 4, произведем замену независимых 
переменных, полагая 

во = — 21 + 12 -- 23 44 + 25 — 1%, 

= (х, — то + 223 | 224 — 15 - ж, | 62, — 62»), 

аз =1(21 -- 25 — 23 — 24 + 215 | 1 | 625), 


аз = (— 22, — 1, — 1:3 — 24 — 45 — 21, — 62), 
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а = 31 (5 — Уз - Уло — У), 
аз = 3 (у — Уз - Уз — Уш), 
аз = — З(у, Е \а + У» + 91), 
В: = (21 — 2. - 253 - 254 — 15 -- 18 — 62: + 62), 
6: = (2, 275 — 13 — 14 + 255 + 45 — 62), 
6 — 1(— 2% —1.—13— 14—25 — 22 + 62)), 
4 = 31 (У5 + Ув — Уз — Уло), 
65 == 3 (— Уз — Уз - У» -- Ув), 
в =3 (— Уз + У + Уз — Уз), 
с1 = (74 — 23), 
62 =1(— Ув + Ув + Уз — Уз), 
Сз = У — Уз — У Ул, 
. са = (Уз + Ув Е Уз 1 Узо), 
65 =1(572 — 15), 
68 = —У1 — Уа + Уз + Ул», 
О Уи Ум, 
уз = уз У — Уз У», 
уз =#(2 — 2). 
Кроме двух очевидных соотношений 


и" аз —= 0} (44) 


ыы =0 (45) 


* * = к 
между переменными а;, Ь;, ск, линеиных зависимостеи с постоянными 


коэффициентами не существует. В новых переменных операторы 21/7 изо- 
бражаются таблицей 5 (см. стр. 410—411). 


Введем операторы 247. В:/, С+Ъ/ относительно переменных данного пункта 
А определив их по тому же закону, что и в п. 4. Операторы Я? 
из таблицы 5 можно расписать как линейную комбинацию символов А: /, 
В:/, Су/. Рассуждение, аналогичное тому, которое было приведено в п. 5, 
показывает, что интегрирование системы 2:/=0 эквивалентно решению 
цепочки более простых систем 1—\, отличающихся от соответствующих 
систем п. 5 только обозначениями независимых переменных. Поэтому ре- 
шения этих систем мы можем. перечислить непосредственно: 

. в. 
0$, 51; 2, 6, Фь 6. (46) 

Инварианты ряда (46) формально выражаются через ау, $;, ск так же, 
как оо, с, ж, 9, к, Фх — через ал, 6, ск. С целью проверить независимость 
инвариантов (46) вычислим якобиан 


* х * *—* 
д (0%, су, х;,) 


Уз 


* *ж.*. * 


жж * 
с-са-а ааа. БЬЬ 


= * 
9 (слеьсоа а алая, 666655) 
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при нижеследующих значениях переменных: 


| * * * > * * 
| а =0, @. —0, ал = 1, ав =-_1, @в = 0, 
* 


В бе, а Е, 90. 


* + * * * Г * * * 
С1 = С = 63 = а =0, &=1 в=1, се 0; = 1, "= 0. 


* 
Очевидно, что /:3 имеет вид: 


А:- ОЛ 
= А 10 
ь А; 
где 
= д (01056;) 5 д (0105016%0%) 
ЕТК ВИ А, т Не тн < 


д (с+сус+) Н д (азазазазая) 


=.  д(орожихь) 
Э(ыььНьь,) ^ 
Подсчет показывает, что 
ох о 
в» -|- 0 2, 
0—2 —д 


1 1 0 0—4 
0 0—4 —2 0 


(Ае= (А = С. >90, 0 0 
0 У ЕЯ р 0 


—1 —2 0 0 —2 
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+ 
Значит, (113), = 0 и, следовательно, инварианты (46) независимы. Получен- 


ный результат можно выразить в виде следующего утверждения: 


* * * * ж —* г 

ТЕОРЕМА 12. Инварианты оо, 9+, ж, вк, ®ь, к (=1,2; Ё=1, 2,3) 
образуют наипростейший базис полной системы скалярных дифференци- 
альных инвариантов второго порядка квадратичной дифференциальной 


формы 
45? = Бар 45° 418, ЕО (&В=1,2,3,4), 


приводимой в точке к сумме двух положительных и двух отрицательных 


квадратов. у 


13. Аналитические условия конформности римановых многообразий Та, 
метризованных с помощью неособенной дифференциальной квадратичной 
формы, имеющей равную нулю сигнатуру 5$, в местном ортонормальном 
репере сводится, как нетрудно проверить, к следующей системе соотношений: 


— (2 +2) = 1. {+ х5 = 23-2, 21—20 = 0, 


ул - У1з = Ча + Уз = Уз — Ул: = Уз — У» = У5 — Уло = Уз — Уз = 0. 


(47) 


* * 
Если выполняются ‘условия (47), то линейные формы а1, (&, которые мы 


7 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
\ 
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еее та Еее р ЕЕ а 


1 
97 91 97 9) 97 9/ 97 9 | 07 | 01 97 
Опер. Е.И * * * * * * Зе ав а 
да1 дао даз да да5 дав 01 9055 | З Й 5 
21 —2а4 21 0 а] —а5 —а аб —25 251 0 ыы —м 
22 21а 0 —2а# | 1аё | Каз—а]) —1а1 лы 0 |—255| 65 | (Ы]) 
23 0 | 228 | 20 | 2 14 | Ца) 0 |-25| 2% | 51 
2, 0 2аЁ | ай | 108 —ю | Ка) 0 | —2ж0Е| 28 | м 551 
. га а | 1 Ца\—ай —° |= о |2 | 58 | &1- 
25 21а 0 21а тай | (а\—а1) тай 5 $ Е тб) 
* 
26 2а} | —2а] 0 а5—а1 4 —а$ —25 25} 0 9—5 
эр | ов | эв. | др | ЭР ов |0 | 9Е | 0Е | 0Е | 0Е. 
6: ати Пот. | ОТ! О | эт,. от» | 57| та | ога | ты | 
* __ ‚22 м = 
У! —2Ть РТ 0 Ти—Т. —Т., Таз —2Т:; | 2Т:з 0 Ти-Ть —Та 
* — — — — = 
зд || Эн аа | |. 9 | ат о | @Ть| ата |кт.-Т 
ы = | — — — 
Уз о | 2Ть | МТ» | Ть Т» | ЯТь-Ть | 0 | Ты МТь | —Ть Та 
* = — Е = 
У, 0 АТ» | 2 Та | Ты —Т» |ОТь-Ть) 0 о Г | = ть 
. и с | 2 
У5 | МТЬь 0 | —24Ть | 4Т» |КТь-Та)| Ты | —МТы| 0 ть | —Ть | КТи-Та 
* = к И ыы 4 
Уб 2Т, —2Т: 0 Т»—Таь Па —Т., —2Т:. | 2ТЬ 0 НИ. —т 1 


определили в п. 12, обращаются в нуль. Обратное заключение тоже спра- 
ведливо. Таким образом, имеет место 
ТЕОРЕМА 13. Форма 
45? = ваз" ай (В 1,2,3,4), 


сигнатура которой $ =0, тогда и только тогда может быть преобра- 
зована путем замены переменных х-—>% к виду 


45? = е?° (— 4х? — 412? + 4х3 + 41), 
если а; = 0, 0. 
Из теорем 12 и 13 вытекает 
ТЕОРЕМА 14. Базис полной системы скалярных дифференциальных 
инвариантов второго порядка конформно-плоских Уз, метрические формы 


* 
которых имеют сигнатуру $ =0, дается инвариантами со, 01, 6%, 0.. 
14. Конкретизируем теперь формулу 


В 
| Вав== Вав — -;^ бов, 


полагая 
— 811 = — 822 = &зз = ва =1, 5: =0 (=): ой 
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Таблица 5 
——— 
| 97_ 97 | 97. 97. ‘97 9. | ду 97 97 
9с1 дс5 | дс% 0с} дс} дс | дет всё дз 
Г Е 
—6—ей | ‹1-$| —% 1—6 | с5+ 63 —« с о 
И 2 (Вст) 168 | (с$—с1) 1сё 0 —ю{ 1(с9—с1) —1<5 — сс) 
№8) 0 —1с% 165 —1 — сё 8) | КсЁ— с) 1} 1(сЁ— ©) (с с8) 
| 0 —1<4 13 17 1(с8— св) | (сё с) —11 — её + ©) #(8— сй) 
Кс | 8 | каф | о &{ |-цачеу| —ю Кез) 
4—8 |94+4|] & |-4-8| 49| -8 | -3 в о 
Таблица 6 
| 
9Е_ де Е. Е де Е. дЕ. де де 
да: ба: дах да да» да» дал да; да 
НИ а 
—а:;—ал | ат—а»|  —а» а1—а 2 ал: аз аз —аз ан 0 
|2 1(а аз) за» | (аз—ап) аз 0 —1ал (аз—а11) —аз —а заза) 
т) 0 "Чен | Чай —юшл |-цадфо»з) Каз-а;)| 40й | (алая) | Цазфая) 
о) 0 — а таз зал *(ар—аз:) | Цаз{аз) | —а |—Казжаз)| Цаз-—аз) 
(аз—азу) | Зав | Чата) | —@; 0 ад |-Цазфаз| —шв | Кайла) 
| ата: |аптая а Ран-ан Тао а —а5 аз 0 


Будем иметь: 


Ви = = (— с ыы с УЕ сз), В: = = (с, Е са), Виа = 54 (св — св), 
1 


Въ = 5 (61 — 65 - со), Вза = (2—4), В»з= — 5 (в + 4). 
Взз = > (— а— + сэ), Вз= 5 (<), 
Ваа = > @ т. С5 ы с»), Вы = -- (сз — с), 
Если И. есть некоторое пространство Эйнштейна, т. е. если Вав = 0, то 
== 0. Обратно, если с: =0, то Вев = 0. Отсюда следует 


ТЕОРЕМА 15. Пространство Та, фундаментальная форма 45? кото- 
рого имеет сигнатуру $ =0, тогда и только тогда есть пространство 
Эйнштейна, если с; =0 (1=1,2,...,9). 

Из теорем 12 и 15 вытекает 

ТЕОРЕМА 16. Инварианты в", х; (&=1,2) образуют наипростейший 
базис полной системы скалярных дифференциальных инвариантов второго 
порядка пространства Эйнштейна Г., фундаментальная форма которого 
имеет равную нулю сигнатуру- | 

м * 


442 ‘ П. И. ПЕТРОВ 


15. Возьмем следующие комбинации операторов группы Ге: 


УЕ == 9 — 91 — 127: - и», 
У.Е == 41 — 143 + вт: — Г», 
Уз = 1593 — 392 — зто + И1гз, 
р ==. — 93 — #/з7а -Е #7эГз, 
УЕ ==: — #193 — \зг1 + И Гз, 
Е = 591 — 192 — 1291 + "ига 
и проследим, какие преобразования индуцируются над коэффициентами 
форм 
з ый 3` —% - * 
У, Товбавв, о ЕТ, }= У тв, 
а, В=1 а, В=1 а, В=1 
когда переменные &,, 71; подвергаются бесконечно малым преобразованиям, 


порожденным символами УР. Операторы бесконечно малых преобразова- 


ний величин Ра т. 25’ @ав Запишем в и таблицы 6 (см. стр. 410—411), 
временно опуская при этом звездочки *". 


Если в операторах У’Р из таблицы 6 произвести формальную замену 
переменных, полагая 


* * = * * * * * 
Т. =а Т-- =6 а- =с а-=с 


11 тв и 12 11 т? ри 
* * т & * * * * 
22 — @,› д бб -° 1-5, 
* * * * * * * * 
Тв Е г. 7 5, о 33 — С,» 
* * * * * * * * 
Та=9б» Тео, ы-6, в: =0, 
* * —* * * * 
И Ч, о в. 5’ “а; Е ы 
* * 7т* * 
ть 90 р Ее? 


* 
то получатся 2.Е из таблицы 5. Это значит, что неприводимые части 
а, Ь;, сх тензора кривизны многообразия У., фундаментальная форма ко- 


торого приводима к сумме двух положительных и двух отрицательных 
квадратов, являются эвклидовыми тензорами 


Тов, То, Ч, (48) 
где . 


З а З ря 
УТ, =0, УТн =0 
ВИ 1=1 


в пространстве трех измерений. Этим фактом можно воспользоваться, 
как и в случае $ =4, для алгебраического вывода инвариантов с:, ж, 


* 


0, ор, Оки в целях классификации многообразий И, по их дифферен- 
циальным инвариантам. Инварианты выражаются через. Тре, Т-- 5. а 
но схеме п. 10. В вопросе о классификации У, с сигнатурой $ =0 по- 
нвляется. некоторая особенность, заключающаяся в том, что тензоры 


Те» Тв В,, («,В =1,2,3, 1,7 =1,2,3,4) 


и 
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| © равными нулю следами в данном случае могут быть не простого типа. 
‚В соответствии с этим теоремы классификации И, формулируются так: 

ТЕОРЕМА 17. Существуют 5 х3х3 = 45 непустых, неэквивалентных 
‚ классов У. без общих элементов, фундаментальные формы которых имеют 
сигнатуру $ =0. Класс характеризуется набором трех арифметических 
инвариантов 
|. жж х —#-ж-* 

[е1 6563], [еее],  [е1е.езе4], 
отвечающих, соответственно, тензорам 
‚1 

Ти Та В: 

ТЕОРЕМА 18. Имеются пять классов конформно-плоских Ул, сигна- 
‚ тура метрических форм 45? которых равна нулю. Каждый из этих клас- 
сов характеризуется одним из следующих арифметических инвариантов: 


[44441, [244 [22, (34, 14]. 


ТЕОРЕМА 19. Существуют девять классов пространств У. Эйн- 
штейна нулевой сигнатуры. Класс характеризуется парой арифметических 
инвариантов 

. #2 * — хх 
[е1 © ез], [ее 6], 
отвечающих, соответственно, тензорно-дифференциальным инвариантам 
м р 
в Г: 

16. Проблема разыскания базиса полной системы скалярных диффе- 

ренциальных инвариантов второго порядка формы 


45? = бов ах“ ле  (х, В=1,2,3,4), &=0, 


приводимой к сумме трех отрицательных квадратов и одного положи- 
тельного, эквивалентна задаче нахождения функционально независимых 
алгебраических инвариантов тензора кривизны А»;к этой формы относи- 
тельно группы Лоренца Г». Преобразования, сохраняющие  квадрику 


1 2 2 2 
и — И — Из -- Ил, 


индуцируют над компонентами тензора кривизны (над коэффициентами фор- 
мы Ф) однородные линейные преобразования. Скалярные функции от вели- 
чин Ав:к, которые не изменяются при этих индуцированных преобразо- 
ваниях, суть корни инфинитезимальных операторов последних. Но прежде 
чем приступать к отысканию корней инфинитезимальных операторов инду- 
цированных преобразований, необходимо построить сначала сами операто- 
ры. Их можно построить общим методом, проиллюстрированным на при- 
мерах исследований случаев $=4, $=0. А именно, достаточно для этого 
взять инфинитезимальные операторы группы Г: 


2. == изр: — изр», 
258 == Изр1 — И1Рз, 
23Е == ИР 
РЕ == изра - ИаР1’ 
2Е == изра + иар», 
2% == изра + Ичрз 
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и шаг за шагом найти приращения, получаемые величинами В»;;к под 
влиянием бесконечно малых преобразований, определенных каждым из 
перечисленных операторов. Если воспользоваться ранее введенными обо- 
значениями существенных компонент тензора кривизны, то наш окончатель- 
ный результат — интересующие нас операторы — можно представить с по- 
мощью таблицы 7 (см; стр. 415). 

Преобразуем операторы 77 из таблицы 7 с помощью следующей 
подстановки: 


о == + 22 — 13 1. —45 — 9%, 
и НР 
а = — 421 + 21. +13 —4. — 2415 + 2, — 61», 
аз = 2—2 —Я-- а — 22. + 6, 

а =—3 (Ув-Е Уз) -- 32 (Уло — уз), 
45 = 3 (Уз — У») -- 3#(У» + Уш), 
а = —З (у - Улз) + ЗЕ (у, — Уз), 


О ИЯ -- 612, — 6125, 
5 = — 2: + 245 + 23 — 24 — 2% + 25 -- 612, 

6; = 22 — 15+ 15—14 +25 — 22, — ба, 

и =—3 (Ув -- Уз) + 31 (Ув — Уло), 

5 = 3 (Уз — У5) — 31 (у + Ул1), 

5 = —3 (1 Е Ул>) + 32 (У: — уа), 


<= 


с: = 23-Е а, 
сз = Ув — Ув — (Ув Е ло}, 
6 = Уз - У (Уз — Ул1), 
са = Уз — Уз - (Ув + Уло), 
65 = 25 | ФХь, 
св = Уз — И: Е (У РУз), 
сз = Уз + У» + Е (уш — $2), 
св = Уз — У — (У -- У), 
с =, | 1. 


В новых переменных операторы 2..] изображаются таблицей 8 (см. стр. 415). 

Обозначим через Ау, В.}, Си однородные линейные дифференциальные 
операторы первого порядка, полученные, соответственно, из А:/, В:}, Ск 
путем простой замены а:->а:, ->В, сиси. Операторы таблицы 8 
И —=0 линейно выражаются через У В;/, О и задача разыскания 
скалярных дифференциальных инвариантов второго порядка кватернарной 
дифференциальной квадратичной формы с сигнатурой $ = —2 снова при- 


водится к решению известных нам из п. 5 полных систем. Поэтому иско-. 


мые инварианты 


бо, ст, Хх, 9,, «к, к, : (49) . 
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О |5 | 22 [бэюнсо-чю)и зо (ото Е "о у бро |5 ча ие го С 0 к 
и Е а о ое 
(‘ово (воно) (оо) (вово) | вор- 12— ео о |999 '9— | ‘а | 'а 0 |“) м | 105 | о |'2 
и а ео 0% |= 
В ТБ - р рее р || ро | Е 

ОЕ = р Е Е | а | о 5 

20 ‘о ‘20 20 6 *20 90 220 те *ао 90 ае 90 240 те то ‘ро 720 ро 200 20 

ге | 16 | го 29044 60 Чего: | го ге] Ао сте |92е |160 ’| то ге ге ге ге ге го го 


зВ-НэЮ | В - ЭВ 0 9 т 3а г. 48 [82-457 | в/ 82-32 85-х | 88 РА ТА ЗА 0 бе [01Ах “По | 3/5 0 
8 —вА 0 $А —вИ | от — 9% | ат [82 то РА 9 — |= | А 88 т2— 82 ва--1е| йо |пАо— 0 [1/5 | = 0 Ас 
0 9 мп || Эд А ЗА ЗА 9—8 ий вк т | 1 — | е— 0 0 5— | #й5-- 
0 РИ—2 В |РЕ—К |9 —9ж| от — ид 8 — | вА 7 та 48 ИД 32-12 | 9 ЗА 1%— 5х Ас— Ас 0 0 тА— ТАС 
пд <А 0 ИАА] ЗА — | 62—15 РА 8х —9| этА °(— | 14 В отд РЕ— Та [82 —12| Эд Ас. 0 Ио вс 0 х— 
ЗИА—отА | А ог 0 в — | 2А— 86 мА 8х —93х| ид $0 — тж 82-82 | ЗА | РА 8 0 А — Ис— Ис РА 0 
20 Се а Е Е те | 19 | ме | ме | мо | че | ме | *хо | зжо 8 |2 вы 
Ге го - [69 ге ге Ге ге Ге ге УК) го ге го ге | ге ге Ге ге ге ге ге 


; епиков 
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мы получим из соответствующих формул п. 5 путем замены в них а: на 
а:, В на В, ск на сь. Инварианты (49) независимы. Мы получили, таким 
образом, следующий результат. 

ТЕОРЕМА 20. Инварианты а» 4» а, т образуют наипро- 
стейший базис полной системы скалярных дифференциальных инвариантов 
второго порядка римановых многообразий Т., метрические формы которых 
имеют сигнатуры $ = — 2. 

17. Проделаем одно упражнение: выпишем условия конформности (33), 
полагая 


811 = 822 = &зз = —6а=-— 1, 8) =0 (7). 
Они сводятся к следующим 10 соотношениям, отмеченным впервые Картаном : 
"21 — 1% = 1. — 15 = 14 — 23, 


У1 - У12 = Уз + У: = Ув + Уз = 0, 
(50) 
Уз — У» = Ул — Уз = У — У =0, 


2 = 25 = 0: 


Если условия (50) выполняются, то а; =0. Вместе с тем и Ь; =0, как 
комплексно-сопряженные количества. Обратно, если а; = 0, то имеют место 
равенства (50). Наш результат допускает такую формулировку. 

ТЕОРЕМА 21. Риманово пространство У, основная форма 45? кото- 
рого имеет сигнатуру $ = —2, тогда и только тогда конформно-плоское, 
если его эвклидов тензорно-дифференциальный инвариант а; обращается 
в нуль: а: =0. 

Критерий конформности, доставляемый теоремой 21, позволяет очень 
простым образом извлечь из общей теоремы 20 следствие, представляющее 
самостоятельный интерес: 

ТЕОРЕМА 22. Инварианты во, вх (& = 2,3) образуют базис полной 
системы скалярных дифференциальных инвариантов второго порядка кон- 
формно-плоских У. с сигнатурой $ =— 2. 

18. Обратим внимание на связь между компонентами тензора 


Е 
Вав = ов — 4 8ав 


и эвклидова тензора с девятью определяющими с;. Мы имеем: 


во о Вы — (ыы, Ви = (6 — св), 

Вы = @—& +4),  Вы=у(6—5), Вы а). 

Вы +%—6),  Вв=- +8), (54 
Вита),  Вые- а), 


Из равенств (51) можно извлечь полезное для дальнейшего следствие. 

ТЕОРЕМА 23. Риманово пространство У., фундаментальная метри- 
ческая форма 45* которого имеет сигнатуру 5 =—2, тогда и только 
тогда является пространством Эйнштейна, если с; = 0. 
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| Мы используем эту теорему для выделения из совокупности инвариан- 
тов (49) инвариантов пространства Эйнштейна. _Согласно теореме 23, 
в инвариантах ряда (49) мы должны положить с; =0. Тогда останутся 
`лишь инварианты оу, с:, х:;. С другой стороны, известно, что скалярная 
кривизна пространств Эйнштейна при числе измерений пространства п >> 2 
постоянна. Мы получаем, таким образом, следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 24. Полная система скалярных дифференциальных инва- 
| риантов второго порядка пространства Эйншитейна четырех измерений, 
основная форма которого имеет сигнатуру $ = —2, состоит из четырех 
‚инвариантов с;, х;. 

19. Желая получить конкретную интерпретацию эвклидовых тензоров: 
таз, 6, Ск, рассмотрим, как трансформируются коэффициенты форм 


= У Тавыв — (Тав = Тва), 


а, В= 
о г к 
ф= Тв (Га =Туь), 
а, В=1 
3 — 
= > св, 
а, В=1 


когда над переменными Ё, 7 производятся бесконечно малые подстановки 
группы Гз. Пусть за инфинитезимальный базис группы Г, приняты символы: 


ИЕ 4: — 843 + Чьг1 — таг» 
У.Е ==9: — 93 + з7: — "игз, 
РъЁ = 84: — 63 | 1вгз — его» 
УР. 93 — 4: 2 Ито — Йрга 
УЕ — 0 — п ЕЙ, 
УЕ ==14» — #9; + т — Ярг.. 


Прилагая уже неоднократно применявшийся прием, находим, что опера- 
торы бесконечно малых индуцированных над коэффициентами преобразо- 
ваний даются таблицей 9 (см. стр. 418—419); при выписывании этой таблицы 
мы временно опускаем тильду над буквами. 

Полагая формально 


т ат, Ти =ё:, ат=с, аз = С», 
Ты = Я Та == р, @1> 2. @з2 = © 
Та Ее аз, Тз = ., а13 =Сз, 433 = С, 
та 5 т Ть = Ва, @21 = Са, 
т == ав, Тв == 6ь, @2> 2 
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ОР ОР ОЕ ОЕ Е Е 9Е НО зо. ОЕ 
У, 2Т» |—Ть | 0 |Т,-Т, 10а —ть 2Гз |-2тв | 0 Т=—Ть 
м. 2 О И т У Ве т Оита ЕЕ Та 
У. 0 Эр Е Те Е. Я 0 Ра || ЕО УЕ 
У. ИИ ин Я Та т м О та РЕ Ть 
У, т.» @ Е о и Вь |9 6 ть | —ть кг 


У. |-эть | Та ее 2 | не © 


мы переводим операторы таблицы 9 в операторы таблицы 8. Следовательно, 


и в случае $ ——=% тензоры а;, Ь., ск можно рассматривать как эвкли- 
е^ 
Я — 

довы тензоры трехмерного пространства Ра Та а, где 

Зе — 

а ра № 
УТ = 0; УТ 0 
&=1 &—1 


Приложение полученной интерпретации неприводимых частей тензора кри- 


визны к задаче определения базисных инвариантов о:, х;, бь, ®к, ®х про- 
водится совершенно так же, как и в случае $ =4 (см. п. 10). Поэтому 
мы не будем здесь останавливаться на этом вопросе. Перейдем к вопросу 
классификации У: с сигнатурой $ = —2. Здесь появляется особенность, 


так как симметрические эвклидовы тензоры Тов» вы комплексно-сопря- 


женные. Ввиду этого, характеристики у двух ^-матриц 
ет | 

всегда должны быть одинаковыми. С учетом этого факта теоремы о клас- 

сификации формулируются следующим образом. 

ТЕОРЕМА 25. Множество всех неособенных кватернарных дифферен- 
циальных квадратичных форм с сигнатурой $ = —2 разбивается на 
15 непустых классов без общих форм. Каждый класс характеризуется парой 
арифметических инвариантов формы 45: 

[е1 е»ез],  [е1 © сзе4], 
отвечающих, соответственно, неприводимым частям Гав, В;; ее тензора 
кривизны. 

ТЕОРЕМА 26. В зависимости от типа тензора В:;, т. е. характе- 
ристики \-матрицы || В; — №вё;|| (1, / =1,2,3,4), можно различить пять 
классов конформно-плоских У, метризованных с помощью 45? сигнатуры 
$=— 2. 

В случае 5 = —2 билинейная форма } является эрмитовой. Этот факт, 
указанный впервые Картаном, может быть с успехом использован для 
классификации конформно-плоских У.. В самом деле, как только дана 


°— ИНВАРИАНТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 419 


Таблица 9 


—— 
‚ 9Е ое 9ге | ое 9Е де де дЕ де 
ь 90° 1 да, 945 ба: да. 04.5 да. да. да. 5 
|. В 

Г азах |аз-ап аз а—а1 | ата —аз а —ая 0 

т а, Раз а: аз—@ 1 аз 0 —ахз а:—ап —аз —а:—аз: 
75: 0 аз —а: аз ара»; | аа —а.1 аз—а; |—аз—аъ 
НТ=) 0 та. — аз =лаз *(аз—а)|—Казз-азз)) Зал \аз-а-) |{(азь—алз) 
в (ата) | 4аз |Цапфаз) чая 0 ая  |-Капфаз) —юг |Цаз-ар) 
п? | Каз-аа) |Цап-аз) | —аз |(ат+ая) Каз-ал)| Заз таз —а: 0 


‘основная дифференциальная квадратичная форма 45?, ею однозначно опре- 
| деляется матрица Эрмита 


а ба 
Н = а: а» аз 
Е 


(С эрмитовой матрицей или формой инвариантно связаны два натураль- 
‚ных числа — ранг г и индекс р, которые определяются без приведения 
‘ее к каноническому виду [см. (12), гл. ПУ, по 40]. Две эквивалентные 
‹ формы Эрмита имеют одни и те же арифметические инварианты г, р. Это 
‘значит, что всевозможные значения двух целых положительных чисел 
‚г, р в пространстве трех измерений выделяют неэквивалентные классы 
‚ тензорно-дифференциальных инвариантов а; квадратичной дифференпиаль- 
'ной формы от четырех переменных, следовательно, и неэквивалентные 
‚ классы конформно-плоских пространств И. с сигнатурой 5 =— 2. Мы можем, 
‘таким образом, формулировать теорему. 

ТЕОРЕМА 27. Совокупность конформно-плоских У. с сигнатурой 
‘3 =—2 может быть разбита на 10 неэквивалентных классов. Класс опре- 
‹деляется значениями арифметических инвариантов г, р неприводимой 
‘части а; тензора кривизны В,;,,: 
г=3: р=3, р=2, р=\, р=0, 
о р ры р=0, 

К И 

0 ро. 


Для пространства Эйнштейна тензор В:; обращается в нуль, а тензорно- 
‚ дифференциальные инварианты в 15 имеют комплексно-сопряженные 


` компоненты. Отсюда вытекает следующая 
ТЕОРЕМА 28. Четырехмерные пространства Эйнштейна, основные 
' формы которых 45? имеют сигнатуру $5=—2, разбиваются на три 
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класса. Класс пространства определяется типом тензорно-дифференци- 
ального инварианта Тов, т. е. характеристикой [е1е.ез] ^-матрицы 


№ В 9. 


угая классификация пространств Эйнштейна И. с сигнатурой $ = — 2 
ру ростр Эйнштейна У. урой 2. 
дана в работе (13). 

Поступило 

19. 1. 1958 
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ТРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ КЛАССА У’; (о) 
ТИ ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ К РЕШЕНИЮ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В работе изучаются граничные свойства функций класса 71 (а), 
заданных на некоторой ограниченной области О. 

Рассматриваются также вопросы продолжения функций с границы 
на область. 


Введение 


Настоящая работа посвящена изучению граничных свойств функций, 
`раданных на некоторой ограниченной области © пространства В точек 
({21,..., 2.) и имеющих на © обобщенные в смысле С. Л. Соболева про- 
'изводные первого порядка, суммируемые с квадратом на © с некоторым 
'лоложительным весом; порядок убывания веса к нулю при подходе точки 
({21,..., 2) к границе Г области © равен расстоянию точки (х1,..., 2») 
‚до Г, возведенному в степень & (0<а< 1). 
Класс таких функций обозначается через И/Ъ (®). 
Как сказано в $1, мы рассматриваем область ОФс А, ограничен- 
ную границей Г, обладающей следующими свойствами. 
В достаточно малой окрестности каждой точки ОЕГ на Г можно 
`взвести определяющие Г криволинейные координаты (и:, ..., И_1). 
Поверхность Г предполагается настолько гладкой, что нормали к ней 
на достаточно малом расстоянии от Г не пересекаются. Это обстоятельство 
} дает возможность в достаточно малой окрестности И некоторого куска 5 
' границы Г, где введены координаты (и1,..., И„_1), определить положение 
"точки РЕТ координатами (и, ..., Иа, Й), где (ил, ..., И) суть криво- 
‚линейные координаты точки Оо, на нормали к которой находится 
‘точка Р, а число й > 0 равно расстоянию от Р до 0. 
По определению, функция ф, заданная на Г, принадлежит классу 


‚ Ас (Г), если она принадлежит классу Г. (Г) (*. е. ФР О” == >) и если 
Г 
на каждом из указанных выше кусков границы Г она в некоторой ло- 


'кальной системе координат (и.,..., и,_1) удовлетворяет условию: 
Чьи ($) == 


5 
№3 № |1 (ил Шу, м, А, м, ИФ (Ча) | 
‚0 


2—а 
5: т 


О о ок), 
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где 5. — совокупность тех точек куска 5, расстояние которых до границы 
куска 5 не меньше =*, а д— достаточно малое положительное число, 
зависящее от е и такое, что для всех й, удовлетворяющих неравен- 
ству 0<#<8, точки (ш,.... ща, ШЕИ, инь --., Иа) 69, если | 
(лень Ны)бОе: 

Подобные классы в некоторых частных случаях рассматривались Уль- 
яновым (7), Бабичем и Слободецким (*). 

В $5 устанавливается следующая теорема. } 

Если функция }(521,..., 3»), определенная на ©, принадлежит классу | 
И’: (*), то функция {г =, понимаемая в смысле равенства (1.8), при-' 
надлежит классу Ао (Г). 

Верна и обратная теорема: | 

Если функция, определенная на Г, принадлежит классу Аз (Г), то 
функцию ф можно продолжить с Г на О так, что продолженная`функция 
1(21;..., Хо) будет обладать свойствами: 

1) ЕЙ? (<), 

2) г =ф в смысле равенства (1.8). 

При х =0 это есть результат В. М. Бабича и Л. Н. Слободецкого (8) 
(при р = 2); при & >> 0 — усиление соответствующего; результата Л. Д. Вуд- 
рявцева (5). 

Доказательство сформулированных теорем существенно основано на 
применении вариационного принципа **. Именно, появляется необходимость 
в рассмотрении задачи на минимум функционала 


р.ф=\... УВ: (==. "в ну 
тЫ 


где с(71,..., 2") — положительная весовая функция, порядок убывания 
которой при приближении точки (51, ..., 2.) к Г равен расстоянию точки. 
(21,..., 2) до Г. Минимум рассматривается в классе И. («) функций {$}, | 
принимающих то же граничное значение, что и заданная функция | 
(ал, ..., 20) 6, (®). Мы доказываем существование и единственность. | 
функции, для которой достигается минимум. Эта функция внутри © а 


творяет дифференциальному уравнению 


т й 


Отт ди | 

Ви) = Хы, = 0 (1). 

Как следствие сформулированных выше прямой и обратной теорем, | 
мы получаем следующую теорему. 

Если на достаточно гладкой границе Г области ©, удовлетворяющей 
условиям гладкости, сформулированным в $ 1, задана функция ФЕ Аз (Г), 
то в классе И’. (*) существует, и притом единственное, решение: 
и (т1,..., 2") дифференииального уравнения (1), удовлетворяющее гранич- 
ному условию и г =фФ в смысле равенства (1.8). 


р. 
( 


* В случае, если 5 =Г, то, по определению, считаем 9: = Г. 


р 


** Основные результаты в обосновании вариационного принципа для функционала. 
Ро ($) принадлежат Л. Д. Кудрявцеву (°). 
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Эта теорема, являющаяся окончательной для заданного класса функ- 
ций, усиливает соответствующий результат Л. Д. Кудрявцева [см. (5), 
1 теоремы 6,7], который рассматривал граничные функции ф в других 
й функциональных классах. Отметим еще, что уравнениями, подобными 
\ уравнению (Т), в более ранний период занимались М. В. Келдыш (1), 
(М. И. Вишик (13), В. К. Захаров (14). 
| Метод доказательства прямой и обратной теорем основан на том, 
что эти теоремы доказываются сначала для специальной неограниченной 
области и специального класса функций, дающих возможность применить 
Заппарат кратных рядов Фурье. 
| Переход к произвольной ограниченной области осуществляется мето- 
\дами, разработанными С. М. Никольским в работе (?). 


$ 1. Клаее > (а) 


Пусть В — пространство точек (51,..., 2.) и @ — принадлежащая ему 
юграниченная конечно-связная область с границей Г. Под © будем понимать 
совокупность точек ©, расстояние которых до Г не меньше 6 >0. Отно- 
‚сительно границы Г предположим, что она есть ограниченное многообразие 
К" — 1)-го измерения и порядка гладкости 2 [см. (2), стр. 300 и (11), $ 8]. 
Это означает, что каждая точка РЕГ может быть окружена п-мерным 
азаром с центром в этой точке настолько малого радиуса г, что он отсе- 
‹кает от Г кусок 5 *, на котором можно ввести местные криволинейные 
оординаты (и1, ..., И,_—1) такие, что функции 


| ее АЕ 

цважды непрерывно дифференцируемы. Отсюда следует, что нормали к $ 
на достаточно малом расстоянии от 5 не пересекаются (доказательство. 
иможно найти в работе (?), стр. 300 и в работе (11), $ 8, стр. 89). 
Наряду с шаром радиуса г с центром в точке РЕГ построим другой, 
жонцентрический с первым шар настолько малого радиуса г’, что он 
отсекает на Г кусок 5”, который вместе со своим замыканием принадле- 
ит 5 и на котором, таким образом, также можно ввести некоторые 
пругие местные координаты (и’,..., и,_,), обладающие вышеупомянутыми 
свойствами. 

Таким образом, можно построить систему многообразий {5} и {5}, 
5’ < 5, обладающих указанными свойствами и образующих покрытие Г. 
о теореме Гейне — Бореля, из покрытия {5”} можно выделить конечное 
покрытие {5} (=4,2,..., №). Тогда’ тем болеё”{(51} (#=1,..., М) 
будет также покрытием Г. Для каждого ©; (аналогично 5) найдется 
‚м-мерная окрестность У;, содержащая 5:, в пересечении которой с © 
(обозначим И; = ОПИ,)) можно ввести локальные координаты 


(м, ом =... 1) 1) 
И о а, г 
где й — расстояние до Г по нормали, а (и1,..., И,_1) — некоторые местные 


* Этот кусок 5 будет являться односвязным открытым множеством. 
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криволинейные координаты на многообразии 5:, причем функции (1.1 
непрерывно дифференцируемы. 
При достаточно малом 6 >> 0 в области И; О 
соответствие 
(резаные (боноазита) 


будет взаимно однозначным и 


ыы —— 
а а а еее 12 
сея НН во (2 
А о АВ) < 


где А, В, С, О — постоянные. 
Пусть на О определена положительная функция с(5х\,..., Хз), дважды 
непрерывно дифференцируемая и подчиненная условию: 


ртс. Ти) ое ура, (1.3) 


где р(21,..., 2») — расстояние точки (21,..., Хо) до границы Г, а с1, © — 
положительные постоянные, не зависящие от (21, ..., Хил, Х»). 

Будем говорить, что функция }(5%1,..., 2») 6 [.(@) принадлежит И: (=), 
если она имеет на © обобщенные в смысле С. Л. Соболева производные 
первого порядка и 


р. =\.. У р обе ао (1.4) 


о бы 
где 0<о<1. 
В области И; совершим замену координат: 


За бов 
и положим 
Х (кое, В Фут скао(опОыв, бе 
о: оные" (а: (поет), ПО и 


Из (1.3) и результатов работы (?) следует справедливость неравенства 


Сао ИЗО, (1.5) 
На основании (1. 9 (1.4), (1.5), имеем: 


Иен 


=) | аи... ди, лай < 


И ' | 
<. ИГУ) + Лены, ыы выдав 
8; би 
а еы 
у м 1=1 


<м\.. | УФ: ен 5* (д, ..., 21) 2:... а, < МО. (р, @.8). 
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| 1 дж. |? | дз; [2 
| ВНЕ | би | 
о ре и * 
| Из (1.6) следует, что при любом 0 <д<8 
| 5 .п—1 * * 
эр \? / Е \2 
ея + (5%) | 95. -Фанай < о, (1.7) 
т 5; #=1 
т.е. ГЕЙ’; в области (и1,..., и, 1) 65, 1<# <. 
' Обозначим через 9» многообразие (и1,..., и) 65, й=1. 


По теореме вложения [см. (!), стр. 64], имеем: 
$=и—=1, 1=1, р=а, >=, 
о == 
' Тогда можно положить 9 =2. Итак, / 5) 6» при любом 9 > 0. 
С другой стороны, из (1.7) следует, что функция 
Ф(®) = \ НЕ о) а, к аи 
8 


‹ суммируема на отрезке [0, 5]. Отсюда при помощи рассуждений, анало- 
‚ гичных проведенным в работе (13) (стр. 516), мы, применяя неравенство 
 Гельдера, получим: 


\.. ь Мб, и В, мл а, п.) б.р = 
8: 
—. о: ав ат... и, = 
я 
= : (= из) ав] т ово 55 
5% Ва ро 


1 —а 


и ы —@ | = 

<... \\ (45) аш... ав 0 
ом о 

при #1, #»->0. Отсюда вытекает, что существует 


Ни (@1,...; Иль й) = (м, -.., Ию ьо) = Ф (1, ..., 1) (1.5) 
в 


в смысле Г... 
Под /|г будем понимать функцию, определенную на Г и равную 
пределу (1.8). В этом случае мы будем писать 


Ир = $. 


Функция ф была определена нами при помощи некоторых местных 
криволинейных координат, которые можно вводить различными способами. 
Однако, как это показано в работе (?) (стр. 308), предельная функция, 


8 Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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полученная при помощи одних криволинейных координат, будет отли- 
чаться от предельной функции, полученной с помощью других криво- 
линейных координат, лишь на функцию, эквивалентную нулю в среднем. 


$ 2. Вариационная задача для функционала Ша (Г) 


Основные результаты этого параграфа, как указано во введении, при- 
надлежат Л. Д. Кудрявцеву. Однако в целях связного изложения мы 
приводим предложения и теоремы с доказательствами. 

Пусть на О задана функция ](11:,..., 2»), для которой 


ВЕ = | - [У М са (д,..., 21) © < оо. 
о $=1 


В $1 было доказано, что 
г = ЕЛ... (20) 


Рассмотрим множество функций {ф(х:,..., 1»„)}, удовлетворяющих ра- 
венству (2.1) и принадлежащих к И’ (%). Обозначим это множество через 
И’. (®) (1). Оно не пусто, так как к нему принадлежит }(21,..., 2») 
Положим 

1 2. ()=а> 09. 
ФЕИ (а) ( 


Последовательность {фт}, для которой справедливо равенство 
Нш До (фт) = 4, 
т-оо 


назовем минимизирующей. 
ЛЕММА 2.1. Если Ф(х1,..., т.) Е («), то 


[К | <С{2). ($) +|Ф Ё =}, (2.2) 


где С — не зависящая от ф постоянная. 

Доказательство. Рассмотрим область У = © Е доста- 
точно малом 5>0 У можно покрыть областями Г; ( Ат 2, м 
В каждом У; введем координаты (1.1), удовлетворяющие условиям и 1.2 
Положим 


$" (ил, .. +) Ип—1» й) — ф[ 5, (и, +) Ип—1, й), -:-) Фп (ит, ++) Ит—1, й)]. 


Для точек У», в силу неравенства Гёльдера, имеем: 


о 5 
[о бо ыы = 


} п ор? 


р в. Ара о (2.3) 


о. 


где А; не зависят от ф. и по теореме Фубини, следует, что почти 


для всех (и1,..., И) 65; | Эр - суммируема на отрезке [0, 6], т. е. почти 
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для всех (и1,..., И„_1) 65; функция $” абсолютно непрерывна по й. Сле- 
| довательно, почти для всех (и!,..., и„_1)6 5; существует предел 


ии Фон И, й) = Ф (г. Ньа, 0). 


Таким образом, почти для всех (и!,..., и„_1) 65; имеет смысл неравенство 


1ф" (из, +.» Ип—1» й) Ге. 2] 4" (из, --) Ип1» й) — $" (и, 5.) Ип—1) 0) | с 
ао О, 


` п" 
Умножим это неравенство на 4и....4и„_1 АЙ и проинтегрируем по И’ 


СА 19”, Е 
0 


81 
<2( а (Е ИО 194) аи, ... ав зав ++ 
5: 0 
+ 28 \ В + (и1,..., Ипа, 0) р аи... < В: РР: (Ф) о» 1$ кг 
| 8] 
’ Из условий (1.2) имеем: 


|... фе... кора. ды = 


У; 


Е бы, а 


8: 


5 

<с\--- (и, инь, В) Ра. . иные < ИР, (Ф - 1 Виг- 
5: 0 ; 

(2.4) 


Суммируя по У’, получаем: 
[К <А[Ва ($) + [$ В, г 1 (2.5) 
Так как в области ОФ ФЕИ’, то применимо неравенство типа Пуанкаре 


[см. (1), стр. 76, неравенство (9.13)], которое установлено для произволь- 
ной области с гладкой границей С. М. Никольским (7). Следовательно, 


[К [хоз < <М [Ра ($) + 1 г) р (2.6) 
где Г — граница области ©. 
Пусть 95 = ТП ТЬ, Тогда для почти всех (и1,..., И,_—1) 5; имеем: 
| $" (ил, ...) Ит—1 5) 2 < 24° ( И)... ) Ип-1› 5) —ф" (и, ...› Ий—1 0) [2 Е 


+ 21$" (и, .::) Ит—1» 0) [2 
и, следовательно, 


ФЕ = 1$" Пизь < МИ Ва ($) + Физ 1. 


8+ 
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Суммируя по 2, получим: 
1+ На. М (р. (ф + 1 г. (2.7) 


Из неравенств* (2.5) — (2.7) следует (2.2}. Лемма доказана. 
Определим норму в И’. (*) формулой 


те „= 2« ($ +19 (2.8) 


ТЕОРЕМА 2.1. Минимизирующая последовательность {Фи} сходится 
по норме И’; (*) к некоторой предельной функции и (х1,..., ти). Эта функ- 
ция принадлежит к И’, (*) (1) и дает функционалу О. ($) наименьшее 

Е (0) 
значение. 

Доказательство. В силу (2.8), принимая во внимание, что 
(Фи — фи) г =0 в смысле [.ь, будем иметь’ 


14» — Фа = Да (фи— фи). 


У. (<) 


Так как {Ф„} — минимизирующая последовательность, то для любого 
=> 0 можно указать такое /., что для всех т, п > №. справедливы 
неравенства: 


р. ($) <а-ь, Да (фт) <а-е. 


Очевидно, в ых И’, (*) (1) и, следовательно, Да те м — >а. Далее, 
имеем: 
р. = > = В. ф") + >В. $) — 
и ея ань 
фи — Фа а) =Д. (Фи фи.) >09 при т, п-> оо. 
Из неравенства (2.2), в силу того, что [фт (21, ..., 2") — Фи (2, ..., 2) = 0 


в смысле [,,, следует: 


14 — Фо < СР, Ф„—$,)—0 при т, п -—> 0 (2.9) 
и, кроме того, каждая Фи 6 Г, (52). Таким образом, из (2.9) следует суще- 
ствование функции и (51,..., 2») 6 Г. (9) такой, что 

и (2,..., Ха) = Ша фо (21,..., 50) в смысле Ё, (0). (2.10) 

Покажем, что и (71,..., 2.) имеет внутри области © обобщенные в смысле 
С. Л. Соболева первые производные по 2;(1=1,2,..., п). На основа- 
нии (2.9), 
|2. -Ф |. —0 при т, пос, 
ы: “4 1 (9) 

где 


м... = (6. $, Пачаое, 


пх 19) о 


о седажы 


ме чаи 


и ЕО ЕСД ВИН ВОВ 
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| Из свойств функции с(5:,...,х„} следует, что для всякого 8 > 0 


= В Пе) —0 при и, т-—> о. 


Следовательно, существуют функиии и: (71,..., 4) (=1,..., п) такие, 
что для любого 6 > 0 
о МО... п) в смысле 2: (0) 
т-со С 

| Из (2.10), (2.11) вытекает, что и; (21,..., 42) =1,..., п) являются обоб- 
щенными первыми производными функциями и(7.,...,Х»„) соответственно 


по 2; во всякой внутренней подобласти Фу области ©. 
Далее, при любом 6 > 0 имеем: 


: д д 
Во —= Би. |9 — Виа т - —" во = 
е о т—со 95 *; | ти —>с 95 Е т; 
а} 9 г 
4 о Ир 5 
< о (1... \-=ао] : (у. “49 а 
т—>со о с ; о 53 
Следовательно, функции и; (71,...,Х„) суммируемы по ©. На основании 
леммы работы (1) (стр. 46), и, являются на © обобщенными частными 
производными соответственно по 2; функции и(х:,..., 2») и для любого 6 


при т->0 справедливо равенство: 


ха 9%.) р. 
Вар, (и — 9) = . 15 =") |. 50) 
[92 1=1 
Таким образом, 
Вер, (и) = Вт Рав, (фт) Ани. (< Сб-о. (2.12} 
Так как соотношение (2.12) справедливо при любом 6 >> 0, то Ба (и) <эо. 


Покажем, что О». (и) = а. Для любого в > 0 можно указать такие 5 >> 0 
и М№М,, что 


Раз, (и) < $ , ао, (и) — Пао, (фи) | < о 


при т > №,, где 3 =0— О,. Кроме того, для заданного = > 0 можно 
указать такое М., что при п > М. 


Р. (фу, — $) <з. 


Возьмем 6 > 0 таким, чтобы одновременно выполнялись неравенства: 
= о 
Ваз, ($:) < з (= тЫ М, 


‚Для # > М. имеем: 
р. < 20. выд +2, < 


’Стсюда следует, что Раз. (фл) — 5 для всех п одновременно. 
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Далее, 


| Ро (фт) — Ва (и) Е < Раз, (и) Па, (фт) + | Вас, (фт) — Пас, (и) | <е 


при т > М,, М.. Утверждение доказано. 

Чтобы доказать равенства и|г =/|г=ф, достаточно установить их 
справедливость, когда Г заменено на 5:. В соответствующем И; введем 
координаты (1.1) и положим 


Фо (и. +, Зо) = Фи (@ь..., №) — и. = Ф”, (21... бал, В) = 
= фи (ил, о й)— и’ (ил, око Ната 


Аналогично (2.4), имеем при й < 8: 


Фе ебу | ба 
о о а (и. и 0) о би 
5: 
+2. Ф?(ыь,..- пав так 
5: 
< [ре (Фи) + и Фи АИ НИ ‚ди, |. 


8: 


Интегрируя по Й от 0 до 6, получим при т->х: 


|... Фиби, щи О) аш... Фа < Сы, (Ф,) + Физ 0. 


5: 


Переходя к пределу по т, находим: 
м : ‚| ти" ...› Ип-ьь 0) — (и, ..., Ин 1) Фа... Чи =0, 
8: 
или и|г =. Теорема доказана. 
0 > 
Обозначим через ( класс функций, дважды непрерывно дифферен- 
цируемых и обращающихся в нуль в некоторой граничной полоске (своей 


для каждой функции) положительной толщины. Пусть 67°. Тогда, 
очевидно, и | 26 И)» (а) (1) и 


Па (и + *2) = Би (и) + 2^Ба (и, 2) + \2О, (2) =*(\), 
где 


ре... 2] аа 
(9) пе” 


Так как т(\) имеет минимум при ^ = 0, то необходимо 
Ва (и, 2) =0. (2.13) 


Интегрируя (2.13) по частям, получим: 


\...ы6 (2) к. ат» = 0, 


[9 
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где 
п 


Г. (2) = д (15) 


к ыы 
г 02: \ 9%; 


для любого 2629. Следовательно, и является обобщенным в смысле 
‚ С. Л. Соболева решением уравнения * 
ъ 


В — о =) =0 (2.14) 


$=1 


при краевом условии и [г = $. 
Из условия (2.13) [см. (°), $ 4] следует, что функция и (21,..., 1.) 

внутри области © будет дважды непрерывно дифференцируемой. 
Интегрируя (2.13) по частям, получим: 


|... 26а)... Фе» = 0 
о 


для любой функции 262°. Отсюда следует, ‘что Г, (и) =0 всюду внутри 
` области ©. Таким образом, и(71,..., 2) является обычным решением 
краевой задачи (2.14). 

Докажем единственность решения вариационной задачи. Пусть имеют- 
ся решения и, ВИ’. (=) (71), и, Е И’, (®) (1) такие, что и: + и» и Ди (и,) = 
= Ра (и.) = 4. Из тождества 


— 1 А а а 
Ор) = 5 В. (в) + 5 Ра) — В (м) < фа=0 


имеем: Да (и, — и.) =0. Следовательно, и; — и» = сопз& внутри области ©. 
Так как и; —и› |. =0, то и, — и, =0 почти всюду в ©. 


ЛЕММА 2.2. Пусть 5%(51,..., 2) дважды непрерывно дифференци- 
руема внутри ©, принадлежит И’. (а) и удовлетворяет уравнению (2.13). 
Тогда О. (в, =) = 0 для любой функции 3 6 И’, (а) (1), дважды непрерывно диф- 
ференцируемой и обращающейся в нуль в среднем на Г. 

Доказательство. Для доказательства применим прием С. М. Ни- 
кольского, использованный в его работе (3): 


5—0 


(2,2) = ты Раз, (5, #) = Ш [ в ся = а — \ в 22 (2) ат... аа, |= 
= т 25 
= о > ать (2.15) 


5 


где Гь — граница области ©, п — внутренняя нормаль к Гь **. Закон- 

ность интегрирования по частям следует из того, что функция 5 (71,..., п) 
1 . 

на О; дважды непрерывно дифференцируема, а 26И’, (и). Мы имеем: 


1 
а 1 
р = 


1.25 ое аГь| < (\- ‚| Ровать) (...1(22) мать) -лл. 


Г5 Г5 Г5 


я 
2 


* См., например, ($), $ 2, или (15). 
** Очевидно, что Г, имеет непрерывную внутреннюю нормаль. 
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В куске У; области У, введем координаты (1.1) и пусть 545 =Гз ПИ:. Тогда, 
учитывая (1.2), (1.3) и (1.5), получим: 


\ ы \ 220% Г | = \ ыы — Ух | ил... Ч |< 
й=5 
< 418" \ за =” И О ее 


-Е 48* я ‚= рос ба о 
5: 


5 
сы 48°. я С — и) аи, ...иьь < АзВБь;, (9 =0(8), — (2.16) 
5; 0 


так как при 6->0 Раз, (2)->0. Суммируя (2.16) по Е, получим: 


ве). (2.17) 


Положительная функция! 


Ф®={... (52) <= 4 


Г5 


суммируема на отрезке [0, а], где а— некоторое положительное число. 
Поэтому можно указать последовательность 6% —>0, для которой 


Ф (5) < = 


(2.18) 
где Аз — постоянная. Так как Д. (5, 2) существует, то для любой после- 
довательности 5;—0(7 =1,2,...,п,...) соблюдается равенство (2.15). 
В равенстве (2.15) возьмем такую последовательность, для которой спра- 
ведливо неравенство (2.18). Тогда 

1 1 


1 
, 3 в 718 . = 1 
12» ©, 2)| = ео, (5, 2)| <, Л = Ито (5 т (--) = 0. 


5—0 
Лемма доказана. 
На основании этой леммы легко доказывается 


ТЕОРЕМА 2.2. Краевая задача (2.14) имеет единственное решение 
в классе И’ (а) (}. 


Доказательство. Пусть 9 (21,..., 2") Е И/> (а) (1), г-Р и, будет тоже 
решением уравнения (2.14) с краевым условием © [г =и|г=ф. Тогда, 
очевидно, ЛД. (5) > 4, ибо 4 есть ш{ Ш.($). Положим 2 =и— о. Тогда 

ФЕ (а) (1) | 


2|. =0 в смысле Г»; применив предыдущую лемму, получим: 
Ло (и) = Ра [& + (и —5)] = Ба (5) + 2Б. (5, и 5) + Ба (и — в) = 
= Р. (5) Ба. (и —ъ) > О. (5) > а, 


а это противоречит тому, что ДО. (и) = а. 
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$ 3. Случай бесконечной области 


Пусть функция п переменных ] (21,..., х„), определенная для 2—0 и 
1при любом А`>0 суммируемая с квадратом по области 
| ел, 

О< ал, < А, 
1имеет обобщенные в смысле С. Л. Соболева первые производные для х„ > 0 
ти удовлетворяет Урван: 1 


2 2 со 
т 9 
= м А \ \ Ве = ) | «65 
о оо (= о 
2) 1(11,..., т) — 2п-периодическая нечетная функция по каждому 
1%; (1 = И Я ва п— 1); 
3) 7 (2ь ... 1—1, 0, Ат, ... Фа) — У (ть, ...) 1, п, Ат, ...) 2.) == 0 
((1=1,2,....п— 1), где условие 3), как всюду в этой работе, понимает- 


(ся в сысле равенства (1.8). Из результатов $ 1, следует, что условие 1) 
автоматически влечет за собой равенство 


ВИ (21, .--, Миа, Йй) = —- фа р. ма =Ф (а... 4 в емыеле Г... 


Множество функций И удовлетворяющих условиям 1) — 3), назовем 
классом И: (<), а множество функций {т}, удовлетворяющих усло- 
гвиям 1) — 3) и дополнительному условию 


оО (т, ...) 1) в смысле Г», 

назовем классом И’! (*) (1). Класс И! (*) (7) не пуст, так как к нему 

принадлежит ] (51, ...., п). 

Положим ш{ ВБ. (ф) =а>0, и пусть {фи} — минимизирующая по- 

ФЕ’ Ка) (1) 

‹следовательность, для которой 

№ ДБ. (фи) = 4. 

т—>со 

`Тогда справедлива 7 

ЛЕММА 3.1. Если ФЕЙ’, () (1), то при любом а > 0 


2п 2к а 
Ем вы 
оо 
<2а П. 1 ое, о вы а) аа... а еб Ф|. (4) 
0 0 


Доказательство аналогично доказательству леммы 2.1. 
г В со 
Для произвольной функции “6 И’ (&) определим норму формулой 


тб) = 9 (9 188, 


| тде 8 (21,..., Фил) = [= В смысле Д.. 
ТЕОРЕМА 3.1. Минимизирующая последовательность {фт} сходится 
‚по норме И?! (а) к некоторой функции и (т1,.. . Яп). Предельная функция 


‚ принадлежит к И! (*) (1) и дает а р (ф) наименьшее значение. 
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Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 2.1, для 
т, п > М. имеем: 


о< 5. ("+1 5.4 5. ("2") < 
а+ 


Е а ь. (3.2) 


Из (3.1) следует: 


2" 2п а 
2а—@ = 
Т.А фо... в та Б, (Фт— $) > 0 при т, п —> оо. (3.3) 
00 


0 


Из (3.2) и (3.3) обычным путем можно установить существование функ- 
ции и (21,..., 2), имеющей первые обобщенные производные, для которой 
при т-—> > 


Оф шра вы, 
05 


2п 2п а 9$ м 
| Е" =. | Ч»... @ы-*0, #=1,2,...п— 4, п. 
о оо ы 

Следовательно, 


п 2 о 
а. г. ок < | 70 т. . 3.4 
х( ) [25 л ..-@ < Ви Ба (фи) < ое. — (3.4) 


Так как (3.4) справедливо при любых а>0и8>0, то Ха (и) < <. 
„Доказательства утверждений 2. (и) =4и и| „= =$(21,..., Хи) в смыс- 
ле [» аналогичны доказательствам в теореме 2.1. 

Пусть снова 2`— класс функций, дважды непрерывно дифференцируе- 
мых и обращающихся в нуль в некоторой граничной полоске положи- 
тельной толщины. Для любой функции 262° имеем: 


Да (и, 2) =0, (3.5) 
откуда следует, что и есть обобщенное решение уравнения Г, (и) = 0. 

Из результатов работы (8) заключаем, что и(12,..., Хи) есть дважды 
непрерывно дифференцируемая функция для х„>0 и произвольных 
(71,.... 2—1) и тем самым является обычным решением уравнения 

ы д д 
Е [2 е ей 
ги=У — И =) = (3.6) 
1—1 4 


Доказательство единственности решения вариационной задачи анало-. 
гично соответствующему доказательству в $8 2. 
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ЛЕММА 3.2. Пусть дважды непрерывно дифференцируемая при х„ > 0 
ункция и(т,..., „2»”) принадлежит й («) (7) в о уравне- 
нию (3.6). Тогда Б. (и,ф) =0 для любой функции ф 6 1 (а), дважды не- 
Г рыфно дифференцируемой и удовлетворяющей условиям 1) —3) и усло- 
вию $]: =0 в смысле Г... 

Доказательство. Функция ф(т.,..., 2„) абсолютно непрерывна 
очти для всех (21,..., 24-1, Та, ..., Ха) по 2 =1,2,..., п). Следовательно, 
ре можно всякий раз изменять на множестве п-мерной меры нуль так, 
то будет законным интегрирование по частям в выражениях 
ди дф а о о рабы 
= © ЖЕ \ = (2% -9=_) 45 


0 


==. 9%, (2 а 9х) 4 


И АИ 


(3.7) 


ее Ор. а ааа. «@ь, Ил 


\Умножим равенства (3.7) на 40, проинтегрируем по 1: от 0 до 
22 (: =1,2,...п—1) и по тр от 6 до и и сложим. Из условий 1)—3) 
‚следует, что $(т1,..., Хз) на многообразиях 2: = 0(1=1,2,....п— 1) 
очти всюду равна нулю, и так {как функция и (21, ..., а) ДЛЯ 2, >68 
дважды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет уравнению (3.6), 
^`о имеем: 


и 2 РЕ р 
5. (а, $8,в=\... [> =. он 24а... да = 
5о 


0 1=1 


2" 2" 
е И а, да а, ди а й и 
= Е рн я 1... @Ти— 
0 0 0 


2" и р 7 
-{-. р (аао = В... 2 дрова. вы - 
о 05 


2п 21 да 
р | т ааф_@.. ть 
0 


15. (@, $; 8, в)| < И о Г т аф-ао" |< 
а. хи=$ 
2" 2т 1 эт 2п + -- 
(| фо). (1... (5-54) + 
а Е 
+(1.. = ий (} Пееу даю)" ета. 
с, =.) 1. 


в а (3.8) 
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— 
но 
| 

= — 4 


с зе 
РО) — Ри 
х | ао 


2—6 


2® 2 
== 5 \ ... \ [Ф (2ь 9 Фп—19 8) —Ф (21, сэ Фи 1) 0) ра — 
0 0 


са. аы) отн «и... [Е (рав воле 
0 0 о А 
ыы ты | К(оуачао = о (3.9) 
так как г 


УЕ оао 
ао 


в 


о — ) ал. 1 В (а). 


Поскольку ЁР(т,) суммируема на отрезке [0, а], а>0, можно указать: 
такую последовательность 5, —>0, что 


Е (5) < т (3.10) 
где В — абсолютная константа. 
Далее, 
2® 25 2" 2 оц 2 
ф р п— д п— = 
о : ев . (аж) а. ФО), 
0 0 0 оо ; 
Хи=и 
2 2п 
е С & да 2 = 
\. \=* (=. ) 90 ЕЯ.) 
0 0 


Функция Н (7) суммируема на [0, со] и, следовательно, можно ука- 
зать такую последовательность и. -> со, что 
А 
их Ш, ' 


Н (ик) < (3.11) 


где А — абсолютная постоянная. Так как Да (и, ф) существует, то для лю- 


бых последовательностей 8;—>0, и; > (/=1,2,...,и,.. н 
Ва (и, $) = Пт В. (а, $; 8, №). (3.12) 
‚0, 


Возьмем такие последовательности {5;} и {№;}, для которых выполняются. 
условия (3.10) и (3.11). Тогда имеем: 


|2. @, |= Ши | а, $; 5 в) | < 
> 


ик—оо 
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а 1. Е 
< 1 [2665.0 (5) +0600 (4-0 
шк>со Е. в 


‘что и требовалось доказать. На основании этой леммы, можно утверждать, 
‘что решение краевой задачи 


И 2 (5 = = (3.13) 


| при краевом условии и|.„— = $(71,..., Я.) в смысле Г», единственно 
гв классе И: (9) (1). 


Доказательство единственности аналогично соответствующему доказа- 
ттельству в $ 2. 


$ 4. Решение краевой задачи (3.13) в классе функций И” (*) 


Мы получили, что функция, обращающая в минимум функционал 
Р.($) ‚ удовлетворяет уравнению 
А ФЕЙЙТ (=) (7) 


п 


И — > 2 (254) =0 


дх; \ п дх 
1=1 


пнри 1, > 0 и краевых условиях: 

Я) ик = 0 (1=1,2,..., п 1), 

б) и р —=0 — Ф (21, 9 2) 

пв смысле Г... 

Решим данную краевую задачу методом разделения переменных. Пусть 


Рори А). А (2). 


| Тогда 
о В а Е 
й т. п ( и) те т ( в) 


а) 


Уравнение (4.1) распадается на п уравнений: 


Х; (2) - т2Х; (х:) =0 и о и) (4.2) 
Х' (2") + > Х' (2) — *Х» (ан) = 0, (4.3) 
п—1 
= Гл... = о т2. Решениями уравнений (4.2) с уче- 


1=1 


том условий а) будут: 
А (а) зая (=1,02,....п— 1. 
Решение уравнения (4.3) ищется в интервале (0, со). Так как решение 


771 
уравнения (3.13) ищется в классе И/» (*), то Х» (2) необходимо должно 
быть ограниченным на со и в точке х» = 0. 
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Определим решение (4.3) так, чтобы выполнялось условие 


Хх, @= Е (4.4), 
Рассмотрим уравнение Бесселя 
4? а 1 —а\? 
+ [№ ( =“) и =0. (4.5) 


Если в этом уравнении сделать замену 
а—1 


и = ах. (хи), ИЕ Уха, 


где {= У —1, то после соответствующих выкладок получим уравнение 
(4.3). Общее решение уравнения (4.5) имеет вид: 


и (1) = СИ (1) + СЫ ал (т). 


Следовательно, общее решение уравнения (4.3) имеет вид: 


1— 


Хи (ди) = вый [Са (мы) Е был (вин), (4.6} | 
2 2 


где С:, С, — независимые постоянные, 


1 © | м. | 
Га (и) = 2 1—а (5) ‚ ап. 
З ОГ Г (+1 я ) | 
25 дне | 
с . <) | 
Тел (а) = 1 * м м (==) . (4.8) 
р КЕНО Г(Е А+ 5 ) | 
Полежим | 
ПН 
Е и е | 
3 е 
Ст и 1—а , С, == т АУ 
1511 р) п БШ 2 п 
'Гогда 
—т Ее) 
к: = Г (192) е += Го (19% „) ча 
и (а) == Ст а — ба В (1Ут»), 

п-т 2 | 
‚ 

где Н 1а (\2") — функция Ханкеля первого рода. Из условия (4.4) имеем: 


2 
Сы ИЕ 


оо а. 
С (1 -- =) 1 я =) 


3—« 1—& &—1 


С=а‘ Е + т") (59 =).2 *. 


ИЛИ 
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Следовательно, 
| 


3—а а—1 1—а 


К, (во) = Е Г(1+ о ( = п) 02,) * На (,) = АКа (м5), 
: о > 


где 


ля К, а«(ут») имеет место [см. (15), стр. 593] интегральное представление 


2 


со 1—«а 
4 —ухи сп 2— ==. 72 
Аа (а) = ыы \ е 42. 

а 


—© 


аким образом, 


ля удобства записи введем в рассмотрение новую функцию 


А — —л Ее 2 
Ф (52) = Хн(а,) = 2 (а) * а 2 2 (4.9) 
—© 


и оценим величину Ф (у7„) и ее производных по х» до второго порядка. 
Толожим ур, =. При #>.1 имеем: 


1—а © 1—а 
— 696 2—-=— 2 
ФЕ: \е 42 = 
—© 
1—а со [1 1а 0 1—а 
— ов 2---—— 2 — 2 — — 2 А 
=5 \е Е \е - 42| = 5. (1, +1) 
0 —© 
В интеграле /; совершим замену УЕ уз =и, а в интеграле /[, положим 
4 =— УЁ2. Тогда 
О Зы: я 
п=Ё е З еее * 42 = 
0 0 
1—а 
— со 
Пири: ло : 
== У? уе 4и < Се (4.10) 
0 
Е ТР вх Ах 
ЕЁ" \е 42 = \е ах < 
—со 0 
1—« 
1а Е а В 9 оо м т 
ое | рвы: | зао 
У: 
0 
1@ р 
<= фе ее в (4.11) 
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Из (4.10) и (4.11) следует, что, 
Фо) < Се “пра > 6, 


где С — постоянная, не зависящая от У И 2. 
Если ух, < 1, то из (4.8) и (4.7) выводим: 


Ф (2) = 1-9 (2) о (уд), 
где 4 — постоянная. Следовательно, для всех ух» 
О Фор Се (4.12) 


При ух, >. 1 аналогичная оценка справедлива и для |Ф;., (ух) |. Действи- 
тельно, 


, А о _—< г в св 2 
Ф.., (2) = 35| 5— (У) \е “ 42— 
—55 
=? ив: — 92 
— (%5„) № :св 242]. 
—< 


Дифференцирование под знаком интеграла законно, так как функция 


—а 
—хи СВ 2 2 2 


е 62 


непрерывна по хи и 2 и интеграл от нее сходится равномерно при ух, > 1. 
Следовательно, 


й №. Ее Ея 
< 5у[* - а, фе) \ е х ° 
Ее св 2 А 
-- (=) * \е ‚06242 | = у + ПО 


Для Г, справедлива оценка (4.12). Найдем оценку для 1/5. Положив 
Ут =1, мы, в силу неравенств 


#, 2921. 
(А 
т. #0, 
получим: 
—@ а 
= \е * .60242< 
—© 
—= оке А аа: 
< [\е аг + \е 42| < 
—© 0 
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Положим 12= —х в первом интеграле и УЁ2 =х—во втором; тогда 
получим: 
Ее хх" 3— [2 
о Ех 
Г 2 
ВЕН И Е \е ЗУ 42] <Ве- 


Таким образом, при ух, >.1 имеем: 
|Ф, (ухи) | < Взуе “п, (4.13) 


где В, не зависит от у. При ух, =#<. 1, учитывая формулы (4.7), (4.8), 
будем иметь: 


Ф,, (ух.) = у [В (ух.) “Е т-Но(1)], 
где В, 1 — постоянные. Следовательно, при 0 < ух, < 1 
| (и) | < Вьу (уз). *, (4.14) 


где В. не зависит от у. 
Аналогично, для Ф,2(ух,) будем иметь оценки: 
в 


Е Аз\?е` “п при у2>1 
Фа (г,) < | . МЕ (4.15) 
у „МБ? (2) при 0'< 92.1, 
где А., А; — постоянные, не зависящие от у. 
Пусть 
со 
Е В У т, .., ть ЗА ПИ. . ЗП Шл 
Иа 1 ЛЕ 
— ряд Фурье функции ф(51,..., х„_1). Рассмотрим ряд 
со 

а, - + «› Фа) == о Рата т»_1 ЗИ 1121... тии Ф (ухи). (4.16) 

т,..., Ти—1=1 
Очевидно, функция 9(71,...,2») измерима. Этот ряд, а также ряды, полу- 


ченные из него почленным дифференцированием дважды, на основании 
оценок (4.12) — (4.15), будут равномерно сходящимися при т» > 0. Сле- 
довательно, ряд (4.16) является при х» > 0 решением уравнения /Д. (и) = 0. 


Функция 0(71,..., 2,) удовлетворяет условиям 2), 3) $ 3. Покажем, 
что 
т 9 (21...) Мил, а) = Ф(%1,..., Жи) в смысле Г.. 
хи—>0 
Действительно, 


о ое — 
(=) \. ‚|. -2ь-) У (Фь --- ьь 2) Ох > абы < 


0 


М 
< Хх м и-Фм+ 


Пи,..› Ти—1=1 
со со 2 
+ я и #2 2 и, Ф (4%.). (4.47) 
ти,..., Ти —1=М-НА о нь анны 


Э известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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Зафиксировав = >> 0, можно указать такое Л, что второе слагаемое пра- 
> 5 
вой части (4.17), как остаток сходящегося ряда, будет меньше у. Так как 


0<Ф(ои в", 


= 
то третье слагаемое при у > № будет тоже меньше -. Непрерывная функ- 


ция Ф (у5,)->1 при х„-—>0. Это значит, что при < №МУп можно ука- 
зать такое 5 > 0, что 


|1 — 9? (2) | < 5 
для всех у одновременно, если 0 < х„<5. Следовательно, 


[Ф— 2113” <е при 2ь < 8. 


Утверждение доказано. 


‘ 271 
Докажем, что (х1,..., 2.) Е И’. (<), откуда, всилу единственности реше- 
ния краевой задачи, будет следовать, что 


ПЕ оке ЕО (Насос 
где и(т1,..., 2») — функция, решающая вариационную задачу. 
Положим 
м 
`] - : 
Их (Фа) = р Йти... ть_1 ЗИ И 21... ЗА Ти 12 Ш Ф (Уи). 
ти,..., Ти—1=1 
Тогда 
м 
9х 
‘9х; == У пи о ти т21. .. И Пиф 2—1 05 пих; ри ПАЛ. = 
т, +, Ти 11 
... А Ть 12 Ф (х,) @=1,2,....п— 1), 
м 
Ум =— У Уй . С , 
8 т... ти_1 31 0121... 31 ии —1Ф” (Уи). 
т. ,..., Ти—1=1 
Следовательно, 
2п 28 0 п 1 
— до 2 до 2 
о м м - 
Ъ. (ен) = \ . $ (==) (=) чо 
: 1 т, 
0 бо С:=1 
М со 
= 2 уз 2 $ / 
(п) 2 У и ыы а [Ф? (ух„) + Ф’? (%»)] да Чхь = 
ти,..., Ти—1=1 0 
М со 


=) Хо У, ФФ? ди. 


0 
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со со 


\ [Ф? (6 + Ф’? (>. о (ба = 
0 


© 


с© 1 ас 1—о со 1—а1 « 
А — 92 — —— що 02 ——— 
=> 15 \е - а | "а: > = \ [Е фе 2 42] 4 > 
0 —© 0 0 
со со 
Аг ; — (1—а) 
> ое ем = 
0 0 
Аг 9—°) 
и (4.18) 


С другой стороны, учитывая оценки (4.12) — (4.14), имеем: 


\ [Ф? (6) + Ф’* (де = > (ва \® 2 (1) а! < 
0 . 0 0 


со 1 со 
<Се-нна +8, \ “+ Вена: < д, < оо, (4.19) 
0 т 


0 
Из (4.18) и (4.19) следует, что 


М 
к У ть < Бим) < 


ел о (4.20) 


где А, и А. не зависят от №. Таким образом, О. (2м) конечно. Пусть 


СМ аз дак. (Ау сони ФМ (@ 1 6 чб), 
| где и (21,..., 2.) — функция, решающая вариационную задачу для функ- 
ционала т ($). Тогда, очевидно, Б. (2 м) конечно. 
+67) (0) 


Далее имеем: 


Л. (и) = Ба (ом + гп) = Бы (он) + 2ба (вм, 2м) + Ба(ам), 


6 2® жж тп 95 92 | 
Б. (ом, вм)= Вт е - || Е 21...41. = (4.24) 
по тата 
В--рсо © ол 
’ Так как при № > 0 фм (21,..., 2") непрерывно дифференцируема, то 
к (4.21) можно применить формулу Грина: 
21 2п Е 
Да (эм, 2^м) = Ши Ё че ен А \ \ | 21 (ом) аа. : ‚4 | 
ВВ дп о ол 
В>-Нсо Г 


9* 
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где Г — граница области 0 И ее 0 <. 
а п— направление внутренней нормали к ГЕ. Учитывая условия 3) $ 3 
и то, что [,(9м) =0, получаем: 


2 2" до 
ВБ. (им, 5м) = Па \ ых аа = Пс. Чт — 
в>-0 Х Ти 
Хп—= 
ея 9 95 у 
— Им \ , ан Ио оо И 

В со & дх 

[0 0 


м 
ду 
М . . о Бы риши 
=_= р и. ти_1 10 ПИЯ... 5 Е Ч СОС ^ 
а, ТЕ 
Следовательно, 
2 2" 
. д 9% м к 
м ... там зд 11... @и-1 = 
по о и 
ХиЕЕВ 
М 2 2" 
= У Ву “И, ит \ ... \ ош пах. Эта. 120. 
И... Ти —1=1 (о 0 
так как все коэффициенты Фурье функции Фм(т1,..., 1.) = 2м (21, --» 
с 
52, 0) при ть,..., Та =1,2,...,М равны нулю. 
Далее, 
2% 2 
. д. 
м ы 
\ ...\ т® 2М тя о 
0 0 
хп=В 
эт т т жж 2т них 
2 9% \ 2 
<(\ | делл . аз») (\ .. = а (5 =") ат! . .. ть) : 
0 0 0 
хи=В Ц хи=В 


Почти для всех (51, ...,Т,—) имеет смысл и справедливо неравенство 


2 (21, ОнЯ и В) < 2 | 2 (т, Зе . Ят—1, В) —2м (1, Ти» 0) в Ее 


В 
92 2 
+2] 2 (2... Яо» 0) | =2 (таз) ОЕ а 
0 


В 
у до 
<2 \ (.°) ха ати -- 2 2м (21, ...,Яифл, 0) [. 


и 


Умножим 
Е 


21 


< 


0 
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это неравенство на 2% @л.. 
. Хи от 0 до 2п. Тогда получим: 


2т 
хи=ЕВ 


2 а 
1 Ба (ан) +28“ \ ... 
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‚47,— и проинтегрируем по 


2" 
@& 72 
| 14 2 ат .. 


<. 


2% (т1, +) Фит» 0) ах: ра Ат—1 < СВ, 


где С не зависит от А, Применяя оценку (4.13), находим: 


2® 2® д М 

? а т— . 
(т) ааа = веет ХМ, Фа 
о [1 г т, Ти—1= 


< СА“е-:в 


М 


22 Е 
У Йт,.. ти < С.К ета. 


ТЕТЕ 


Окончательно получаем: 


Ее = 9 = 
\ -.. 21а 2 дес Во 2 В?ев->0 при В-> со. 
ы Хп=Е 
Следовательно, 
2 (м, 2м) = 0 
и, значит, 


Ть (м) = р (@) = (^) < Ба (и). 


Отсюда, на основании (4.20), следует, что ряд 


со 


> 


Па. 


Я 
и И т, т,_1 


сходится. Покажем, что существует и равномерно относительно Кий > 0 
ограничен интеграл (В > #) 


2 
1Из оценок (4.12), (4.13) следует, что ряд 


со 


> 


..Ту-1=1 


Г, В; = 


ут... $1 7421. . - 8 Ши—12—1Ф (Ух) 


Пя—1 

Ти, 

‚ сходится равномерно и абсолютно; продифференцированный ряд будет 

сходиться равномерно и абсолютно при х„ > 8, где 8 — любое положитель- 
ное число. Следовательно, справедлива формула: 
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п—1 со 
РЯ еньных 
ЕЁ ая Ти—1=1 
. . 2 
Х 51 111... ИН —1-608 ИН Ш ИЯ. - ЗА И 1—1 Ф ©] -- 


2 
+[ о Уйти. тит За 721... 91 т: 6] о Я а = 


со В 
= (п)" * У т,” \ [Фи - Фуа ета аа = 
п—1 
77, .-. Ти 151 в 
со УВ 


У, | ФО ЕФ"ОГакх 
Ти... Ти—1=1 я 


< У о и, , ФО + Фи 


Ти,..., Ти—1=1 0 
На основании оценки (4.19) имеем: 


ПвП 


Следовательно, ДО. (+) существует. 
Далее, имеем: 


15. (®)—Б. (м) < В; — ГВ, В; |+ В (+ 
Е Вся (5м) ЕЕ В (>) ых Рек (ом), 
где 
о 2" 2% А ма э! р 
5. = 5% (5) 2245... 4%, 
о А 
И 


Б.,,>в()) = |. 
(») 


Зафиксируем е >> 0. Так как ДБ. (© 
такое № > 0, что 


существует и конечно, то найдется 


5 
Ва <ь о 


Аналогично, найдется Ву > 0 такое, что 


=> {57 
ав, (3) < 3: 
В силу справедливости неравенства 
| Т(В, В, ъ) — Г(Ь, В, 2) | < 


со 


<(п)" * > у1—“ тт \ [Фр Ф” (#)] Е, 


ти, Ти 1=М-Е1 0 


для заданного в >> 0 всегда найдется номер № (®) такой, что Л1(й, В; )— 
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— 1 (, В, 9) | как остаток сходящегося ряда для всех М >> М, (®), будет 
меньше . Далее, имеем: 
м со 
1%, >в (©м) = (> > а а \ [Ф? (Е) + Ф? (1) т2ДЕ. 
ИА Ти —1=1 УВ 


На основании оценок (4.12), (4.13), получаем: 


М 
ка (и) < Се Уяр? 


т. тит 


< Сем > уаз, < Ве-эвм, 


Ти 


где В не зависит от А и М. Следовательно, найдется такое А > 0, это 
для всех А> ИА, 


ВЕ (м) = 3 


Мы имеем: 


У 


Ре (5м) == (=)"* я Ут | [Ф? (#) + Ф” (#)] Е —= 
0 


УВ 


=" | У ма, ФО Фор + 
0 
УЛ 


Я та | Ф* (0 + ФЗ (0 . 
0 


Тиз, тТи—1=М(=)-1 


Но 
М 
и и Уйти, 
ТТ, =: Ти1==М(=)-Е1 
со 
С - У Уват, 
РОО тТи1=М№(=)-1 


1 


[Ф* (1) + Ф (ре < 


—. 


[0 (1) + Ф? (| < 


Оценим сумму 


Е (п) ' — у—а т \ [Ф? (В + Ф” (Иа. 


0 


Будем считать й настолько малым, чтобы для всех у 


< М, () И п было уй < 1. 
Тогда из оценок (4.12), (4.13) будет следовать: 


М№.(=) У Й 
ав м (ею 


0 


ео (ув)* © 14 
а 
Ти,..., Ти—1=1 
Е №(=) 
зв “В > У д Ти, 1 
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Выберем й, настолько малым, чтобы для всех < В 


№(=) 
В и - <- 
1 т - Пт д 


та, .. „Ти —1=1 


Тогда, если взять В > Ву, Ви, № < ша (1, №), М > № (®), то будут спра- 
ведливы все оценки. Следовательно, 
15. (8) — Бо (вм) | <=. 
Мы доказали, что 
Б. (5). = Ш Ба (ом) < Би (и). 
М-со 


Вследствие единственности решения краевой задачи в классе И» (а) (/), 


(се, а 9, 1. о). 
Пусть 
У (сс. бот, 0) = 2. оО а 
в смысле Г.. Положим 
Го Г. оарра А )—$( № 
2 Ту 9—1) ‚%; ,..`›, 1) —Ф (11,...2. 
Гьх; ($) = \ ... \ о т ана “= хай 
оо 0 
(4.22) 
(др ионса та, Т= 1 ,... п). 
Но 
ф (21, ь м В, Фе, -., Мо) — Ф(2,...,Жь а) 6> 
со 
9 р Йт,.. ть ЗЕ ТЫ, . - + 311 124 —1 608 ТЕ (= — 5) х 
Та, Та —1=1 
. ь . ПУй с 
Х Я ИНа-ы .. Иа" 8 -  (7=1,2,...,п— 4). 
Из оценки (4.20), так как Д.(5) конечно, вытекает, что 
со со 
2 
мо м Зе 2 и 
Та, о Тл—1=1 Пи,...Ти—1=1 
где ^; — некоторые постоянные. 
Далее, 
со о аы 
> Ва. 
р р Ее 
ы. о 
ты тт а "; 2“ 
71; 5 
го 2 
_ о“ п—1 1-—@р2 311? $ 
НЕ И вит: 
и, .. Ти =1 о : 


Но 
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Таким образом, 


со со 
То Х на 
Та, Ти —1=1 Т,.. Ти —1=1 


где Х, и — постоянные. 
Определение. Будем говорить, что 2л-периодическая функция 


$(71,...,7,_1) принадлежит классу Ао, если конечен интеграл 


5 ж 


= \ | ре 
оо 
2т 
| 7 @. я, 2; НВ, т; 1». . в, %. 11°. .., Ри Ч 
в. 12“ т 


0 


(45 = ат... ата, 1=1,2,.:.., п 4), 


где 6 — некоторое малое положительное число. 
Пусть /(21,...,7„—1) — произвольная функция, удовлетворяющая усло- 
виям 1)—3) $ 3. Тогда, очевидно, 


2. (9) < 5. (<, 


где 9(7:,...,2) — функция, решающая вариационную задачу для 
функционала Ш.($). Если 
ФЕЙ 2 (в) (Р) 


ое == 9,9) = О. ба 0) 


в смысле Г.,, то [см. оценку (4.24)] 


со 
в. (+) < в >; т “нить = 
Ту,....Тпи—1=1 


со 


Таким образом, доказана 
ТЕОРЕМА 4.1. Если ](5.,...,Х,) Удовлетворяет условиям 1)—3) $ 3, 


то Ф(11,..., и) = } (21, ..., па, 0) (в смысле Г») принадлежит классу и. 
ТЕОРЕМА 4.2. Пусть задана функция Ф(т,...,7—1), 2п-периодиче- 
ская и нечетная по каждому т, и удовлетворяющая условиям 


ф (2, „рф 0, 1-1, ..., 1) == 


= (о, сон 0 (== Ч дык. п 1), 
для которой Тя ($) конечны &=1,2,...,п—1). В таком случае в по- 
лупространстве т, > 0 можно построить функцию ](11,...,7п), Удовле- 
творяющую условиям: 
М м, (ед) = Фо) всмысле Г»; 
хи 


2) Б.(1) конечно. 
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Доказательство. Разложим функцию $ф(71,...,2,_1) в ряд Фурье: 
со 
оО... > Йет,.. ть ЗВ ТЗ . . . 31 ии. 
Ти, .. Ти = 


Рассмотрим функцию 
& я : р 
И, пяти о т, ту ЗВ ТЯ... Ш Ти ие “п. 


Очевидно, условие 1) выполняется (это доказывается аналогично доказа- 
‘тельству формулы (4.17)). Таким образом, 


2 2п В т ы 
Ребе ) с д“ 47: ... 7—1 < 
_ в \ ) ы [5 (,.) | р -- 
т 
ти, Ти =1 0 И Ти—1=1 
Но 
1а 
п—1 Е 
"= ( ‚= < У: т“ (4.25) 
1-Е 1—1 


[см. (3), стр. 252, неравенство (1.9’), которое остается справедливым и 
в случае О<р<р’ < <]. Следовательно, 


со п—1 
Рьу) < Вар ее (5 „|= тети а = 


$=1 


$=1 


п—1 / со п—1 
-Я ($ эм...) Хы < 
\а,.. 1=1 


а! 


что и требовалось доказать. 


$ 5. Случай произвольной ограниченной области 


Пусть © — произвольная область точек (51,..., Х») с границей Г, 
удовлетворяющей условиям, определенным в $ 1. На © определена фун- 
кция ](21,..., 9»), для которой 


р. =... (ао << (5.1) 


где с(11,..., Я») — определенная в $1 функция. Рассмотрим некоторый 
кусок И; области © — 0, ($ — достаточно малое положительное число), в 
котором можно ввести местные координаты (1.1) с условиями (1.2) (см. 
$ 1). Тогда преобразование 


и и ао 
О о 
где й — расстояние точки (21,..., 2,1) до Г по нормали, переводит кусок 


Т; в некоторую цилиндрическую область 


о. 


Ани 
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При этом можно считать, что 
ог 


чего всегда можно достигнуть некоторым линейным преобразованием пе- 
ременных и:. Тогда из (5.1) будет следовать, что 


№1 


РИ» 


1 0 41=1 


д}* \? 0}* \2 
т == од | ил. ‚Чи ай < ©.) (5.3) 


[см. (1.6)]. Зададим функцию 


У в Зпри О<А<ё 
Е $. +65 п-—1, — * | 
Ро вое ы (и:,..., и. —Й) при —6 < #0, 
определенную на области 
к”) {(и1, #5 ИТ) 65+, —6< й< 5). 
Для нее интеграл (5.3) по области конечен. Функцию Ё (и;,..., Ив, В) 


можно продолжить с области ^0*(= > 0 и достаточно мало, а №” — по- 
прежнему, совокупность точек области \(), расстояние которых до гра- 
ницы области \(") не меньше =) на область С {0 <и:<2т, 1=1,2,... 
..п— 1, — © < й< о} так, что интеграл (5.3) для продолженной функции 
(т, ..., Жи, №) будет конечным по области С и будут выполняться ра- 
венства: 


(ил, .. о И, 0, И 1-1). +.) Иит1 Ыб Е (и, +) Иа» М, Из» + +, Ип — 1) й) == () 
1). 


(Доказательство аналогично проведенному в работе (?), стр. 272.) 


Распространим РЁ (и1,..., и, Й) на все пространство периодически по 
4; (1 = 1,2,..., п 1) с периодом 2п. Мы получим некоторую новую перио- 


дическую функцию В .., ира, №), причем, по доказанному в $ 4, 


Р(и,. .) И» 0) =ф (и, ..., Е - 


где равенство по-прежнему понимается в смысле Г... 
Тогда тем более будет конечен интеграл 


5 х я 

|Ф° > и Ш и, А, и: изза) = (а: И.) ОВ 

Чьи; (Ф) — 2—а _ ай ) 
0 о. 

где ди = ди... ии, /=1,2,.... п-1, аби в — малые положитель- 

ные числа такие, что точка (и:,..., Ира, и; РИ, Иль. Ипа) 69. 


для всех # <, (и1,...,Ит—1) 65... Но на 5%, 
а Ач би). 


Согласно условиям, наложенным на Г в $1, при достаточно малом => 0 
многообразия {5;,} (& =1,2,...,№) также образуют покрытие Г. Значит, 
согласно определению, сделанному во введении, фЕ Аь(Г). Таким образом, 
доказана 
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ТЕОРЕМА 5.1. Пусть на © задана функция {(л1,..., 2), принад- 
лежащая классу У’ (а), и пусть граница Г области © удовлетворяет 
условиям, сформулированным в $ 1. Тогда функция ф =‘’/|г, понимаемая в. 
смысле равенства (1.8), принадлежит классу Аь (Г). 

ТЕОРЕМА 5.2 (обратная к теореме (5.1)). Пусть на границе Г об- 
ласти ©, удовлетворяющей условиям $ 1, задана функция ф класса АГ 
Тогда на @ можно построить функцию }(11,..., Я"), удовлетворяющую: 
условиям: 

1) 1|г=Ф в смысле равенства (1.8), 

2) 1ЕИ’. (®). 

Доказательство. Так же, как в работе (2), нам достаточно до- 
казать возможность такого продолжения для каждого 5; в некоторую. 
окрестность У;. Введем. в И! координаты (1.1), где 


ОА О ш-щ-в-1. вп 


Применяя методы продолжения [см. (?), стр. 272], рассмотрим в подпро- 


странстве — со < и; < - ©, #=1,2,..., п—1, функцию $* (и1,..., Ив —1), 
удовлетворяющую следующим условиям: 

1) $*(и1,...) из —1) — нечетная и периодическая периода 2т по каж- 
дому и; функция. 

2) $*(и1,..., ит 1) есть функция, принадлежащая к классу А“ пери- 
одических функций. 

3) $’ (и1,..., и) =Ф(и1,..., ик), если (и1,..., И 1) 65... 

4) ф* (и,. ..) Ит—1› 0, Ил, ...у ип 1) = Ф“(ил, ...у И:—1, к, И 1+1. ..` И) — 0 
2. в. 

Разложим $’ (и!,..., И,_1) в ряд Фурье. Пусть 

со 
о НС а ти... тп Шу ИИ, ... 31 ИИ. 
Ту,..Ти—1=1 


Рассмотрим функцию определенную для #й > 0 формулой 


Е (и, ...у Ит—1, в) =: 
со 
= о "Ата... тп ЗА ТИл. . . ЭП Тиле №. (5.4) 
ти,..., Ти—1= 1 


Тогда справедливо равенство 
* 
Вр =Ф. (и1,..., бл.) в смысле Де: 


(Это равенство можно доказать аналогично тому, как доказывалось (4.17).} 
В силу свойств функции с(21,..., 2) и свойств преобразований (1.1), бу- 
дем иметь: 
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2“ 21 < гГп1 о дЕ\2 
<&\.- .\ | ия =) еь (=) ии. . Чт < 
К оо 11:51 
со п—1 
< А, О ик ры 
11, Пт =1 1=1 


где С1, А, А, — некоторые постоянные, а 


а, о. О = 
Таким образом, в области У; построена функция Р”(71,..., х,), для 
которой 
а) р. (Ето 
6) 79” в; = ф. 


Следовательно [см. (3), теорема 6.2], можно построить функцию ] (21,...,7) 
на области ©, удовлетворяющую условиям 1), 2). 

Теорема доказана. 

Из теорем 5.1 и 5.2 следует 

ТЕОРЕМА 5.3 Если на достаточно гладкой границе Г области ©, 
удовлетворяющей условиям гладкости, 'сформулированным в 8 1, задана 


функция ФВ Аб (Г), то в классе И’: (а) существует, и притом единствен- 
ное, решение и (т1\..., 1) дифференциального уравнения (2.14), удовлет- 
воряющее в среднем граничному условию шг = $. 


Поступило 
5.УТ. 1958 
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И. С. САРГСЯН 


ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СОБСТВЕННЫМ 
ФУНКЦИЯМ ДВУМЕРНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА* 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


В работе изучаются асимптотические оценки производных спек- 
тральной функции оператора Шредингера, заданного в конечной или 
бесконечной части двумерного пространства. Полученные асимптотиче- 
ские оценки для производных спектральной функции применяются к изу- 
чению вопросов суммируемости и сходимости дифференцированных 
разложений по собственным функциям оператора Шредингера. Основ- 
ными вспомогательными средствами являются метод и тауберовы 
теоремы для интегралов Фурье Б. М. Левитана. 


Введение 


Обозначим через 4(х, у) действительную непрерывную функцию, опре- 
деленную в некоторой замкнутой конечной части 9) двумерного про- 
странства Ф›. Через Г обозначим границу области 9. . 

Рассмотрим следующую задачу на собственные значения: 


Ди + ®—а(2, у}и = 0, (0.1) 
ди 
э" „= ож: (0.2) 
Обозначим через ^1, ^.,..., Х„,... собственные значения задачи (0.1) — 
(0.2), а через ф, (2, У), $» (<, У),..., Ф"(х, У),...— соответствующие орто- 


нормированные собственные функции задачи (0.1) — (0.2). Так как, по 
предположению, функция 4(5, У) непрерывна в 94 -- Г, то, значит, она 
ограничена, и поэтому, не нарушая общности рассуждений, можно счи- 
тать, что спектр задачи (0.1) — (0.2) неотрицателен. В самом деле, при 
таком предположении относительно функции 4!(х, У), как известно, отри- 
цательный спектр задачи (0.1) — (0.2) снизу ограничен и поэтому можно 
подобрать число 7 так, чтобы спектр задачи 


Ди -- {(Х +7) —9(2, у)}и=0, 
ди 


дп | 
оказался неотрицательным. 


* Основные результаты работы без доказательств были опубликованы в замет- 
ках (23), (24). 

** Вместо граничного условия (0.2)] можно брать любое самосопряженное гранич- 
ное условие. 
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Итак, пусть ^„ >0. Положим ил = № и рассмотрим функцию 


9, у, и, 9, и) = № Ф» (2, Ч) фл (и, ®), Ш > 0, 
хи 

9(2, у, и, в; в) =0, № = 0, 

9 (х, У, и, 5, и) = —8 (=, У, и, 9; — |), и < 0. 


Функция 0 (х, у, и, 2; и) называется спектральной функцией задачи (0.1)— 
(0.2). 

Настоящая работа посвящена изучению асимптотических оценок произ- 
водных спектральной функции 0 (х, у, и, %, м) при больших и и изучению 
вопросов суммируемости и сходимости дифференцированных разложений 
по собственным функциям оператора Шредингера, заданного в конечной 
или бесконечной части двумерного пространства @›. Аналогичный вопрос 
для уравнения (0.1) в одномерном случае исследован автором в работах 
(15) (18) и в совместных работах Б. М. Левитана и автора ($), (?); трехмерный 
случай уравнения (0.1) исследован Б. М. Левитаном в работе (2). Локальные 
оценки для производных собственных функций в трехмерном случае полу- 
чены также в совместной работе Б. М. Левитана и автора (3). Б. М. Ле- 
витаном исследован аналогичный вопрос и для оператора Лапласа в 
пространствах произвольного измерения [см. (3)]. Отдельные результаты 
о дифференцировании спектральной функции оператора Лапласа имеются 
в работе. Плейеля (13), который пользовался методом Карлемана [см. (*4)]. 
Для суммирования дифференцированных разложений по собственным 
функциям основной результат во всех перечисленных случаях один и тот 
же и заключается в том, что каждое дифференцирование повышает поря- 
док суммирования по М. Риссу на единицу. Кроме того, при повышении 
размерности пространства на единицу порядок суммирования соответ- 
ствующих производных разложения по собственным функциям повышается 
на половину. Так, например, если первая производная разложения по 
собственным функциям в одномерном случае суммируется к первой произ- 
водной разлагаемой функции средними по М. Риссу шервого порядка 
[см. (1")], то в трехмерном случае приходится суммировать средними 
второго порядка [см. (?)], в двумерном же случае, как будет показано 
ниже (см. теорему 6.1), порядок суммирования оказывается равным 

Сформулируем основные результаты работы. 

ТЕОРЕМА 0.1. Обозначим через у произвольное положительное число 
и через ФЗ), — множество точек области 9), расстояние которых до гра- 
ницы Г области 9) не меньше, чем 1. Если функция 4(х, у) в области 9) 
имеет ограниченные частные производные до порядка а + В—1 (жи В— 
любые целые положительные числа) включительно, то при (5, у), (и, ?) Е 9), 
существует константа С = С такая, что при в -—> сс имеет место асимп- 
тотическая оценка: 


С 


и--1 ы в 
№ О, Вы (а, у, и, 9; и)} = 
[7 


о. фи (ков обор (0.3) 


изии<и-Н 
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где через Ох, обозначен следующий оператор дифференцирования: 
да 


ри 
Вы —- ‘даа да. ду 


(21 -- [22 —= “). 
Оценка (0.3) имеет место равномерно в каждой области, целиком содер- 
жащейся внутри 93). 

Пусть 1 (х, у) < Г, (9). Введем обозначения (5 >0): 


т 2.8 
5‹ (2, у; и) = » нь сиф, (х, У), 


ит< и 


58 (т, уз) = \(@ — =) 4,5°(е, у, 
0 


где 
сп = \ 7 (=, у)ф, (а, у)ахтау, 5’ (х, у; у) = \ Г(и, 5) 8° (2, у, и, в; у) ав ао, 
з (2) 


причем 60° (х, у, и, 5; у) — спектральная функция уравнения (1) для всего 
пространства ©» при 49 (5, у) =0 и определяется формулой [см. (“), стр. 
296]: 

+ УЛ 

9 (д, у, и, 0; у) = 5. - о, 
где г — расстояние между точками (7, у) и (и,5), а Л»,(2) — функция 
Бесселя первого рода порядка р. 

Функция 6. (5, у; и) есть среднее по М. Риссу порядка $ разложения 
по собственным функциям оператора Шредингера, а 5, (х, у; и) — среднее 
по М. Риссу порядка $ разложения в обычный двукратный интеграл Фурь, 
функции, равной }(х, у) для (х, у) Е 9) и равной нулю для остальных (5, У). 

Используя оценку (0.3), можно установить следующую теорему равно- 
суммируемости дифференцированного разложения по собственным функциям 
оператора Шредингера и разложения в двукратный интеграл Фурье. 

ТЕОРЕМА 0.2. Пусть функция }(х, у) с Г» (9). Если функция 4 (т, у) 
в области 4) имеет ограниченные частные производные до порядка х вклю- 
чительно, то равномерно в каждой области, целиком содержащейся внутри 


9 имеет место равенство: 


Ни {Рхиб (2, Узи) — о (х, У; )} = 0, 
2 


ис а&-- тт 


т. е. разность между средними по Риссу порядка а производных по- 
рядка & разложения функции }(х, у) по собственным функциям оператора 
Ш редингера и разложения в обычный двукратный интеграл Фурье функ 
ции, равной } (т, у) для (т, у) 4 и равной нулю для остальных (т, у) 
стремится к нулю равномерно в каждой области, целиком содержащейся 
внутри 9). 

В работе доказана также теорема о суммировании дифференцирован- 
ного разложения по собственным функциям к соответствующим производ- 


ным разлагаемой функции. 


10 известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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ТЕОРЕМА 0.3. Пусть функция } (т, у) < Г» (3) и в окрестности точки 
(то, /,) имеет непрерывные частные производные до порядка а включительно, 
и пусть функция 4(т, У) в окрестности точки (20, Уо) имеет ограниченные 
частные производные порядка &. Тогда 


= 53 (0.4) 


х 
у=Уу, 


Па До 1 (т, У; = = Эл, у) 
| а-- — У=\Ь 


со р 


т. е. производная порядка и разложения функции } (т, У) по собственным 
функциям оператора Ш редингера в точке (хо, Ус) суммируема по методу 


1 
Рисса порядка & -- 5; к значению Аи 


У=% 
Если условия дифференцируемости, наложенные на }(т, у) и 4 (т, У), 


выполнены в некоторой замкнутой области 4, целиком содержащейся 
внутри 9, то равенство (0.4) имеет место равномерно в 4. 

Далее, если разлагаемая функция ](х, у) удовлетворяет некоторым 
дополнительным условиям, то имеет место и сходимость дифференциро- 
ванного разложения по собственным функциям к соответствующей произ- 
водной разлагаемой функции ](х, У). А именно, справедлива 

ТЕОРЕМА 0.4. Пусть функция ](х, у) в области 9 имеет вторые 
частные производные, причем А}—4(т, у) | с Г›(9)), и пусть }(т, у) 
удовлетворяет условию (0.2). Предположим, что в окрестности внутрен- 
ней (по отношению в области 9) точки (то, Уо} Функция 4(т, у) имеет 
ограниченные частные производные первого порядка, а функция }(х, у) — 
ограниченные частные производные второго порядка. Тогда 


к дф» (5, у) 


_ 9 (2, и) 
и до 
У=у 


ею 
ао у; в) ‚0 


х=х, 
У—У 


х=х 
ис 
У=Уо Ни и 


т. е. первая производная разложения функции }(т, у) по собственным 
функциям оператора Ш редингера в точке (т. Чо) сходится к первой произ- 
водной функции (т, У) в точке (то, у). 

Если условия дифференцируемости, наложенные на } (т, у) и 4(х, у), 
выполнены в некоторой замкнутой области @, целиком содержащейся 
внутри 9), то равенство (0.5) имеет место равномерно в 4. 

В работе рассмотрен также случай бесконечной области. Для простоты 
изложения предполагается, что область совпадает со всем пространством @,. 
Пусть 4 (х, у) — + сс, когда г-> со(г= И 2? у?). Тогда собственные функции 
на бесконечности экспоненциально убывают и поэтому для построения ряда 
Фурье нет нужды предполагать, что разлагаемая функция имеет инте- 
грируемый квадрат. В связи с этим в работе изучаются вопросы разло- 
жения и дифференцирования таких разложений по собственным функциям 
уравнения (0.1) функций, растущих на бесконечности, как многочлен. 
Аналогичный вопрос в одномерном случае изучал Титчмарш (16), а в 
трехмерном случае — Б. М. Левитан (5). 

В заключение заметим, что на протяжении веей работы буквой С мы 
обозначаем константу, не обязательно одну и ту же. Некоторые сокращен- 


ные обозначения в работе являются обычными и поэтому не должны 
вызывать затруднений у читателя. 
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Приношу глубокую благодарность Б. М. Левитану за постановку 
задачи и ряд ценных замечаний. 


$ 1. Вывод одной вспомогательной формулы 


При тех же предположениях относительно функции 4 (5, у) и области 
$0, что и во введении, рассмотрим следующую задачу на собственные зна- 
чения: 

Ди | {\— (а, у} и =0, (1.1) 
ди 
а 0. (1.2) 

Обозначим через (2, и2,...,2,... собственные значения, а через $; (х, у), 
ф2 (т, У),...,Ф,„ (т, У),...— соответствующие ортонормированные собствен» 
ные функции задачи (1.1) — (1.2). 

Далее, при тех же предположениях отнссительно функции 4(х, у) 
расемотрим следующую задачу Коши: 


0и 


ди 
и (т, у, 0) =0, ‘| =/ (У). (1..4) 


Если в уравнении (1.3) 4 (5, у) =0, то решение задачи {1.3)=— (4.4), 
как известно, дается формулой [см. (11), стр. 158]: 


1 Е 
боб ув) = р И ах, (1.5) 
т 


где г — расстояние точки (Ё, 7) от начала координат. 
Далее, рассмотрим следующую неоднородную задачу: 


д?и 


я — Ай = 8 (т, у, 0), (1.6) 
и (т, у, 0)=0, | .=0. (1.7) 


Решение задачи (1.6) — (1.7) дается формулой [см. (211), стр. 159]: 


! 
1 ЕЖУ ЕТ) 
О (х, у, 8) = = 4 \ БЕ 4 ат, (1.8) 


0 г<т 


где г имеет то же значение, что и в формуле (1.5). 
Для произвольного действительного & легко убедиться, что ‘функция 


Ф; (5х, у, 1) = ф, (2, У) созрв, 


где ф, (т, у) — собственная функция задачи (1..1) — (1.2), является реше- 
‘нием следующей задачи Коши: 


92Ф | 
я — АФ, = — 9 (в, УФ», (1.9) 


- 9Ф, 
Ф» (г, у, 0) = $, (2, у), 5 |=. (1.10) 
10* 
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Известно, что если функция и (х, У, 2) есть решение задачи (1.3)—(1.4), 
то функция и, (х, у, #) является решением уравнения (1.3) с начальными 
условиями 


д 
и (т, у, 0) = 1 (2, У), г 


250 — 


Поэтому, рассматривая в уравнении (1.9) правую часть как известную 
функцию и применяя формулы (1.5) и (1.8), нетрудно составить следующее 
интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1.9) — (1.10): 


фо фи (# + бут) 
Фи (2, У) 08, = 5 Эр \ РЕ аа — 
г 
1 
1 9 (#5 У”) 9 (# +5, у У) 
25 4 \ ея т 60зь, (1—1) 4 49. (1.44) 
0 т<т 


Формула (1.11) в вопросах оценки производных спектральной функ- 
ции 0(х, у, и, 5; и) при больших м задач (1.1) — (1.2) будет играть важ- 
ную роль. 


$ 2. Асимптотическая оценка производных ‘спектральной функции 
в конечной области 


Обозначим через &.(#) функцию, удовлетворяющую условиям: 

4 #0 =8.(—0, т.е. четна; 

2) &. (Е) обращается в нуль вне интервала (— в, =); 

3) а. (1) имеет ограниченные производные достаточно высоких порядков. 
Обозначим через Ф. (и) соз-преобразование Фурье функции в. (1), т. е. 


чоложим 


фе (и) = в. (2) соз и 64. (2.1) 


Интегрируя равенство (2.1) р раз по частям, в силу условий 2) и 3), 
нолучим оценку (и -> сс): 


$ =0(и->). (2.2) 
Пусть а — произвольное действительное число. Положим 
8. (а) = 8, (1) соз ай. (2.3) 


Тогда, в силу (2.1), получим: 
|. (2, а) совы а = 5 {фе (и а) фе — а)}. (2.4) 
0 


Помножим обе части равенства (1.11) на а. (5, а) и проинтегрируем 
но Гот 0 до е. Тогда, в силу (2.4), получим: 


ф„ (2, У) {Фе (в, Е а) + $. (и, —а)} = 


и 


0 < уг" 
Е й 
1 4 (Е У-Я) „(2+ В у?) 
—=\в. (1, а) {совы (#— +) 4 \ и Жи. 
0 0 г<т Е 


(2.5) 
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Интегрируя первый интеграл правой части равенства (2.5) по частям 
и меняя затем порядок интегрирования в обоих интегралах, находим: 


Фи (=, У) $. (р, а) + $. (в, а)} = 


= ы \ ф, (тЫ оу ы г. 


т<Е 
Положим 
ее ее (2.1) 
Ёе (г, а, ш,) = (в. (, а) я (2.8) 


В силу обозначений (2.7) и (2.8), равенство (2.6) примет вид: 


9, (2, у) $. в, +4) +4. 6, — а) = = Це ву) (7, 94 1— 


т<= 


И (Бу) ф,@ БУТ, (", а, в.) ая. (2.9) 


Т<Е 


Дифференцируя (2.9) по х, заменяя в интегралах — на г и интегрируя 


но частям, находим: 


д 2, 
. {ф. (ш„ + а) - Фе (и„—а)} = 


т ФУ Е, 9+ 


т<= 


в К 9 (БУ, (2 БУТ дек (", а, р) ал. (2.10) 
< 


В силу неравенства 
(а 5) <2 (+1), 
из (2.10) получим: 


9» = у) 


| че. 
<= Уыечьуа дл, 9%] + 
т<=Е 


2 
+ 2. [ое тьут ое @ У д (0,4). ©.) 


т<= 
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Суммируя по п неравенства (2.11) в пределах а Зи, <а-1, найдем: 


а 9 фена) + ф(,— 0) < 


а<ии<а--1 


а [Порево 0] + 


п 
аЗии<а-1 `т<е 


< 
+2 х [[чечьутоечьуоя на] - 
аи и<а-Н1 ‘т<е 


Я (2.12) 


Оценим отдельные слагаемые правой части (2.12) при а 50. В силу 
неравенства Бесселя и определения функции Й. (г, а), т. е. формулы (2.7), 
имеем: 


р О: 
в [= ука! 449. (2.13) 
т<= й 
Для оценки последнего интеграла рассмотрим уравнение 


Ди - ии =0 


о всем пространстве @›. Его нормирэванныз собственные функции имеют 
вид: 
= ей (вих-разу), 
1 
причем {а а} =. Для этого случая, аналогично 'предыдущему [см. — 
(2.10)], ира 4 (2, у) ==0 получим: 


} ей (вих-Разу) 
0 {$ (ира) + $. (и—а)} = 
й ее [в (х-РЕ)-Еа» (у-т)] , 
=== А ЭАь (®, а) а аз. (2.10’) 


т<еЕ 


Из последней формулы, в силу равенства Парсеваля, следует: 


деве (Е, а) о 
\ у ааа = = \ аз (фе (и а) $. (и — а) Фыдаь. (2.14) 
83 
Переходя к полярным координатам в пространстве ©’ и замечая, что 
{0 = ау == |, 
найдем: 
\ а? {ф. (и -- а) - Фе (и — а)}? ааа, = 
а 
ео 2 {ф- (- а) + $. (и— а) 4 = О (аз). (2.15) 
0 


Из (2.13), (2.14) и (2.15) следует оценка (а -> о): 
< Са. (2.16) 


АСИМПТОТИКА ПРОИЗВОДНЫХ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 463 


Оценим /›. Мы имеем (см. (2.8): 


с08 и (#— т) 


Ут — „2? 


Непосредственное дифференцирование равенства (2.17) дает: 


К. (г, а, и.) = в, (6, с 


г г 


а] аа. (2.17) 


ЭК. (г, а, Ни) -й Ё 6 И (2, а) а С . тэ Ни (#— т) 
а тада 
0 г т 


Поэтому при а-—> 0, г->0 иа< и, <а-1 получим оценку: 


Ок, (г, а, №.) 1 
ее = 0(--) +044). (2.18) 


ЛЕММА 2.1 [см. (1), лемма 2.5.1]. Обозначим через 68 произвольное 
положительное число и через ЯЗ) — множество тех точек области 9), рас- 
стояние которых до границы Г области 9) не меньше, чем 5. Если точка 


(2, У) Фь, то существует константа С = Сь такая, что при а->> 
справедлива асимптотическая оценка 


Х офу< Се. (2.19) 


азии<а-1 


Из определения Гь, т. е. из формулы (2.12), и оценки (2.18) следует: 


Ге | \ ф,(& + у+2 [+ +244} = 


азии<а-1 г«Е 


т \ ЧЕ ат К аи аь| >» в @а-тву-л| 1 @-щу-а|[х 


г<= р<е азии<а--1 
(+4) о 


Е 1 
где г = {#24 12} 2, р= {и?-- 92} * и константа С зависит от х, у. В силу 
неравенства Коши — Буняковского, из оценки (2.19) вытекает следующая 
эценка (а—> сс): 


Я Фа-вУучНя 9. @-+ в у+ |< 


а<ии<а-1 
ея ев 
<( ХЛ яечьу+л):( » ватьуч")* < 6 
ара<а--1 Зил «а-1 


‘де С зависит от хи у. Поэтому из (2.20) окончательно получим: 
1 2 
Ч. | \ (+-+«) 4 41} = 0 (аз). (2.21) 
«Е == = 
Из неравенства (2.12) и оценок (2.16) и (2.21) следует важная оценка 


а— ос): 


хо [| {фи а) + фи а) < 648. = (2.22) 


а<и<а-1 — 
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Обозначим через 0 (5, у, и, 9; и) спектральную функцию задачи (1.1) — 
(1.2), т. е. положим 


0 (2, ул и, в; и) = У $, (2, у)Ф, (и, 5), в>0, 


ил<и - 
9 (х, у, и, 0, и) == —0(х, у, в --И), < ©, 
9 (2, у, и, 5; и) = 0, ш = 0. 


Из оценки (2.22) легко следует 
ЛЕММА 2.2. Пусть 6, Я и С; имеют те же значения, что и в лемме 2.1. 
Если (т, у) ЧФ5, то при а— с имеет место асимптотическая оценка 


а [096 (х, у, и, в; де» (=, у) ]? | 
у | м - ый = Е < Сьа?. (2.23) 


азии <а-1 


Оценка (2.23) имеет место равномерно в каждой области, целиком 
содержащейся внутри области» 9. 
В самом деле, в качестве функции 8, (1) возьмем функцию 


О = 


= 
0% ТР - 
Тогда 
; и, + й я 2, —а 
Й ми? —— = й $112 5 = 
$. (и, а) = Е $. (р @) = 2 а а)? ° (2.24) 
2 2 


Значит, функции Ф, (и, а) и Ф.(и,„— а) положительны и поэтому из 
неравенства (2.22) следует: 


д м, 
в (и, —@ < Са. (2.25) 


азы <а-1 


Подставляя значение функции ф, (и, — а) из (2.24) в (2.25) и полагая 


= =1, и, —а=у,, получим: 
т МЫ 
дФ (х, у) 2 | > 
—— на (2.26) 
0<л<1! нь 
7 
Как известно, для 0 <у< = ыы >> — . Поэтому из (2.26) и из опре- 


деления спектральной функции 0 (х, у, и, 9; и) выводим: 


. Уп 4 
99, (2, Г 98 > | 16 99 (=, 9) 
Са > > ое $ >= _ = 
0<уи<1 = а<ии<а- 
ы. о (2, уни, 0; в) 
та а дх ди а 


э=у 


что и доказывает лемму. 
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Из леммы 2.2 и неравенства Коши — Буняковского следует 
ЛЕММА 2.3. При тех же уеловиях, что и в лемме 2.2, и при а-> со 
имеет место асимптотическая оценка 


< 920 (х, у, и, 5; в) 
дх ди |= 


д» (, а. р (м, э) 


< Сьа?. (2.27} 
С: 12%. 
Оценка (2.27) имеет место равномерно в каждой области, целиком 
содержащейся внутри области 9). 
Из лемм 2.1 и 2.2 и неравенства Коши — Буняковекого следует 
ЛЕММА 2.4. При тех же предположениях, что и в лемме 2.2, спра- 
ведлива асимптотическая оценка 


ЕЕ х 


э- (и, 2) | < Сь а?. (2.28) 
а<ри«а--1 


ое у) | не 


а 


Оценка (2.28) имеет место равномерно в каждой области, целиком 
содержащейся внутри области 9). 
Оценим старшие производные спектральной функции @\(х, у, и, 9; [). 
Обозначим через Ох, следующий оператор дифференцирования: 
д“ 


а — 
Ри а, ду 


(а, -|- и» = а). 


[С 2 
Применяя к неравенству (2.9) оператор ДРх,, а затем заменяя под. 
интегралами Ох, на 0+„, получим: 


{Фе (ш„, 5 а) + $. (в, — а)} Бхуф, (т, у) = 
== ^. (0,4) 259, + уд — 
т«<= 


РАЦ (о, ав.) Рае ву де, @ БУ. (2.29) 
<= 
Предполагая, что функция 8. (#) дифференцируема % раз, и интегрируя 
первый интеграл правой части (2.29) по частям х раз, а второй интеграл — 
один раз, найдем: 


{ф. (и а) + $. (и — а)} Буи ф, (т, у) = 
Ро еть укор сд + 


т<Е 


+ 25 а@ ву, @ БУ Е, в) 49. (2.30) 


т<Е 


Из (2.30), в силу неравенства (а -- 5)? < 2 (а? - 6), получим: 


{фе (и, - а) $. (в, — а) {Блу (т, у)? < 
< Д.@тьут ор, д} + 


т<Е 


+2 [рае нь уе, (ее №, да}. (2.34) 


7«Е 
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Суммируя неравенства (2.31) по п в пределах а< и, <а-1, найдем: 


У ФФ — а) {Бхиф, (в, ур < 


а<ри«а-1 


<2 у (Цречечьунос @ньу зе в 


а<ии<а--1 т<еЕ 


4% я [Де @тьутоььодаерыаьчь. (2.32) 


а<ии<а--1 т<е 


'Оценим отдельные слагаемые правой части (2.32). Сначала оценим Гь. 
`Для этого применяем оператор Оху’ к равенству (2.10’), заменяем под 
интегралами 0%,* на Оё»', интегрируем «— 1 раз по частям, применяем 
затем равенство‘Парсеваля и поступаем так/как при получении‘оценки (2.16); 
в результате получаем оценку (а -> со) 


оба: (2.33) 


Для оценки [, поступим следующим образом. (Предположим, что для 
у=1,2,..., “—1 и при а-—> со справедлива оценка 


не урс с® (2.34) 


аии<а—1 


При у = 1 такая оценка имеет место [см. оценку (2.23)]. Предполагая, 
‘что функция 4(5, У) имеет ограниченные частные производные до порядка 
«—1 включительно, в силу оценки (2.34) и неравенства Коши — Буня- 
ковского, получим: 


я Ре а--ьута@е-+тьу+л|х 


азри<а-1 
8х | 255$, (2 т, у-- 3) 4(#-- ъ у в) | < Са, (2.35) 


Тогда из ‘оценок (2.18) и (2.35) будет следовать: 


156 У [речные о, уч д врат < 
а<ри<а--1 г<е 


<с\} да +4 Я |рчетьут ох е+ьуча 


«Е Р<Е аЗии<а—1 
ха (ет, У 3), (въ у+-9)|- (+ +) (+ +4) < 
< са" \ \ (- к а) ЧЕ а} < бан, (2.36) 
т«<Е 


Комбинируя ‘оценки (2.33) и (2.36), из неравенства (2.32) получим: 


Х ++, 9 ИЖ, (а, ур < Са > (2.37) 
а<ил<а--1 , 


тде константа,С зависит от д и у. 
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ЛЕММА 2.5. Пусть 5, Пз и С имеют те же значения, что и в лемме 2.1. 
Если функция 4(х, У) имеет ограниченные частные производные до порядка 
а -|- В—1 включительно, то при (х, у), (и, 2) Е 9 и при а-> со равномерно 
в каждой области, целиком содержащейся внутри области 4), имеет место 
асимптотическая оценка: 


‚а-- = в 
У {Бир (2, уни: 6) = 


т [95.691 Бы, 5) [< ба" НЫ. (2.38) 


азии<а-1 


Доказательство леммы выводится из оценки (2.37) в точности так, как 
доказательство леммы 2.2 — из оценки (2.22). 


$ 3. Асимптотическая оценка производных спектральной функции 
в бесконечной области 


Асимптотические оценки для производных спектральной функции 
9 (х, у, и, 0; и), полученные в предыдущем параграфе, показывают, что они 
от размеров области не зависят. Поэтому нетрудно предвидеть, что они 
будут верны и для бесконечных областей. Это и доказывается в настоящем 
параграфе. Для простоты изложения мы предположим, что область 9) 
совпадает со всем пространством ©». 

Обозначим через 9) последовательность областей, расширяющихся 
для всэго пространства ф», т.е. 9) —* ©». при М -> со, и через Гу — границу 
области 9)м. 

Для каждой области 9)у рассмотрим задачу на собственные значения: 


Ди -{ {\ —9(х, у} и =0, (3.1) 
ди 
в 0. (3.2) 


Будем считать, что функция 4 (5, У) действительна и непрерывна в каждой 
‘конечной области пространства ф». 

Предположим сначала, что при любом М№М=1,2,... спектр задачи 
(3.1) — (3.2) неотрицателен. Обозначим через и. 1, и, ..., МА пл... 60б- 
‘ственные значения задачи (3.1) — (3.2), а через Фу, (7, У), Фи» (т, У),... 
-..› Фм» (2, У),... — соответствующие ортонормированные собственные 
функции задачи (3.1) — (3.2). Для каждого № образуем свою спектральную 
‚функцию, полагая 

9, (т, У, и, 0, и) ТЕ я Фм, в (2, у) Фм, в (И, 5) 
ЫМ, пои 
для и>0 и продолжая эту функцию нечетно для отрицательных (ци. 
Как (показано Б. М. Левитаном [см. (*), гл. Ш, леммы 3.1.3 и 3.1.4], 
в каждой конечной области пространства @› Х @> Х @: семейство функций 
{9 (х, у, и, ©; и)} равномерно ограничено и по (т, у) и (и, 3) равностепенно 
непрерывно. 
Рассмотрим семейство функций 


[я 9 (2, У, и, 5; в} (3.3) 
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Так как в оценке `(2.28) постоянная С от размеров области 4) не 
зависит, то семейство функций (3.3) имеет равномерно ограниченную 
вариацию в каждой конечной части пространства <> Х ©. Х ©.. Поэтому, 
если мы докажем и равностепенную непрерывность этого семейства по 
(х, У), то в оценке (2.28) можно будет перейти к пределу, в силу теоремы. 
Арцелля — Хелли, и тогда мы получим оценку (а-> со): 


а-1 д . 
у |=, И, 2} < Са’, 


где 0(х, у, и, 0; и) — спектральная функция уравнения (3.1) для всего» 
двумерного пространства. 

Для доказательства равностепенной непрерывности семейства (3.3) по- 
(т, У) выпишем тождество (2.10) для задачи (3.1) — (3.2), положив там 
4 =0 и заменив х и у соответственно на х-- ииу-| ®. Тогда мы получим:. 


д ` 
фе (им, в) 52 Фм, в (и, Ув) = 
3 д 
Ян, „(2 Ри --Е у+о- 7) -5= й. (г, 0) Чая + 


Т<Е 


1 
м = | | 9 (Ни у-Ро-- 7) Фи, „ (аи + Буа я) А (^, 0, му, „) ЧЕ а9- 
т<= 
- (3.4) 


Полагая в тождестве (3.4) и =ь=0 и вычитая полученное тождество 
из (3.4), находим: 


дх дх 


| ре дА, (г, 
7) ОЕ Е 


9Фм п (м, у-+ 5) 9Фм, п (х, 9) 
ф (их ы Е - С _ 


==) Фа, (2 - у 


Т<Е 


ан те 


= 9 и В У у, „(е-и-Ь У — 


Т<Е 
ЭК. (г, 0 
Рае НВ УТ фи е-НЬ и аи, (3.5) 


где р— расстояние от точки (Ё, 7) до точки: (и, 5). 


Пусть ш > 0 — произвольное конечное число. Применяя к равенству (3.5) 
неравенство 


а (а в), 
а затем суммируя по п в пределах 1 <» „<, получим: 


ы д д 
> |= м, =(#- и, о ее.) < 


Мп < № 


<= Х | ечьучт[еь 0 — деть (г, 0) + 


ИМ, по № т«Е 


1 
о У |\мечачь У) Фу „(аа ут — 


ИМ, п № те 


РУ, „(БУ 1) А (0 вы) вал} =-+1.. (3.6) 
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В силу неравенства Бесселя, 
д 
< [ее ©, 9) — № (ОЕ. 
© 


Очевидно, каково о ни было = >> 0, можно подобрать столь малое 8, > 0, 


что если {и? ут <6:, т. е. если расстояние точки (и, ©) до начала 
координат < 5,, то 


а (8:7 
Оценим теперь /5. Заметим, что 
9 (хи + Е, уфо-- 7) Фу „(а уфе) — 
9 Ь Уфы, „а-ЕыУ-м) = 
—9 (2 Ни Руа 1) [фи „(и Бу 2-1) — Фи „(Бу 1)1+ 
-- Фи, „@ + У) [9 (а и РВ уо+ —9(а-ь у+ 11. 


Имеем: 
(че и в уро), „и уть+— 
Т«Е 
РУБ УЕ Фу, „БУ №, 0, м, „а < 


Т<Е 


а Фи, „(®-+Ь у +115 К. (т, 0, К, 441}! + 
в У- 7) [9 (© а РЕ, уо- т) — 


Т<Е 


Че УЗ ЭГ йа (0, в, 4 = В+. = (89) 


В силу неравенства пи и. и леммы 3.1.4 работы (1), 
_для произвольного сколь угодно малого положительного числа е >> 0 можно 


0 
‘подобрать такое 6. == 6, (=), не зависящее от М, что если {и? -- 9?} ? < 5,, то 
ь<-. (3.9) 
Наконец, из равномерной непрерывности функции 4 (х, у) легко следует, 
1 

‘что при {и?-- 2?} ? <; и 6; достаточно малом выполняется неравенство 
Г.<з. (3.10) 

Обозначим 

6 = ши {51, 6,, 6:3}. 


Тогда из оценок (3.7), (3.9) и (3.10), в силу (3.8) и (3.6), следует, 
1 
"что при {и?- 5?} ? < 8 выполняется неравенство 


> Ом, в @ Ни, У) _ 05м, т 


5 ое — 6.0) 


им, п< № 
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Опираясь на это неравенство и выбирая Ф. (и) так, как в равенстках (2.24) 
доказательство равностепенной непрерывности семейства (3.3) можно закон- 
чить точно так же, как доказательство леммы 4.1.5 и 4.1.6 работы (*)ь 

Итак, нами доказано, что семейство функций (3.3) равномерно сходится. 
Поэтому, переходя к пределу при М№М-> со в оценке (2.28), выписанной для 
спектральной функции задачи (3.1) — (3.2), т. е. для фувкции дм (5, у, и, 5; в), 
мы получим следующую лемму. 

ЛЕММА 3.М. При а-›со равномерно в каждой конечной области‘ 
пространства @. имеет место асимптотическая оценка (а —>ео): 


а--1 д 
У Ева; в} 09, (3412) 


где 0(х, у, и, в; и) — спектральная функция уравнения (3.1) для всего- 
пространства ©». 

Обозначим через 8° (х, у, и, 9; и) спектральную функцию уравнения (3.1 
для всего пространства ф»› при 4 (5, у) =0. Она определяется формулой. 
[см. (4), стр. 296]: 

. Л: (шт 

оу) = © 2, (3.13) 
где Ур (5) — функция Бесселя первого рода порядка р, а г— расстояние- 
между точками (и, 9) и (т, у). 

ЛЕММА 3.2. При а->со равномерно во всем пространстве $» справед-- 
лива асимптотическая оценка: 


а-1 
У {25,0% ° (д, у, и, в; в)} = 9 (а" +). (3.14). 


Доказательство следует непосредственно из определения функции’ 
9" (2, у, и, 5; в). 

Оценка, аналогичная ‘оценке (3.14), имеет место и для спектральной, 
функции 0 (5х, у, и, 5; и). 


$ 4. Некоторые вспомогательные формулы и оцевки 


При прежних предположениях относительно функции 4 (х, у) рассмотрим 
следующую задачу Коши: 


д?и 


Ди —9(т, у)и = 5 › (4.1). 


ди 


и (му, 0) =0 [бе 


о =1 9). (4.2). 


Если в уравнении (4.1) функция 4(х, У) = 0, то решевие задачи (4.1) — 
(4.2) дается формулой: 


р Е, я) 
ио (2, У, #) = 5- № в. (4.3), 
7<1 


Ее 
р 


где г= {#1} ?. 
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Далее, рассмотрим неоднородную задачу: 

92 

эя— Аи = 5 (1, у, 1), (4.4) 
и(х, у, 0) =0, и (х, у, 0) =0. (4.5) 


Решение задачи (4.4) — (4.5) дается формулой: 


1 
4 == ‚ , = 
и, =- 14 ыы > + т 7) дал, (4.6). 
0 т«<т 


Перепишем уравнение (4.1) в виде: 
92и 


= — Аи = - 9(5, у)и. 


Рассматривая в последнем уравнении правую часть как Гизвестную- 
функцию и применяя формулы (4.3) и (4.6), мы получим следующее интег- 
ральное уравнение, эквивалентное задаче (4.1) — (4.2): 


и (т, у, #) = ш (т, у, 1) — 
1 


р 9 (х + Е уу) и (я Е, ут, Е т) 
2 \&\ Ут — 1? а ат, (4.7) 


где ш (2, у, &) определяется по формуле (4.3). Пусть 


0 г<т 


1 


— 4” уе ут: „о 48 

И (©, 9, 2) = Эт ар Е ть ( . ) 
Гогда 

и (х, у, ) =ш (2, у, И ш (тру... =щ (у -5(х, 9,1) (4.9) 
есть решение задачи (4.1) — (4.2). Следовательно, решение и (х, у, &) задачи. 

ие - _ ды 
и—4(т, у)и = ди; › 
и (т, У, 0) = 7 (х, у), и: (т, У, 0) =0 

имеет вид: 


= ди (х, чу, 1 дио (ж, 9, #) до (х, уч, 1) 

В дальнейшем нам понадобится оценка для и, (т, у, Р) при #—>0. Пред- 
положим, что функция ] (х, у) в окрестности точки (х, у) имеет ограниченные: 
частные производные второго порядка, а функция 4 (5, у) — ограниченные 
частные производные первого порядка. Тогда, в силу (4.10), имеем: 


ди (2, у, 1) _ д (т, 9,1), 0% (т, у, 1) (4.41). 
9% = дл 01 дх 91 р 


Далее, из формулы. (4.3) следует: 
дис (2, _ 08 Е С Ут) дн 


9208 © дтбё |2 р ЕТ 
7.1 
ОНО: 2 Е 
— 2 дх У1— 
т<1 
й д) (2 РЕ, у „(ет авуи, 1 4 12) 
м | даз т д=ду Ия 

т<1 } 
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"Так как, по предположению, }, (7, У) имеет ограниченные частные производ- 


ные первого порядка, то из теоремы о конечных приращениях следует, 
что при #—>0 


91 (# --1Е, ум) _ 91(х, у) 
дх дх сх 0 (1. 


Отсюда и из (4.12) вытекает, что 


92 (х, у, #) _ 0] (х, у) — 
мн (4.13) 


причем при #—>0 


Ф(т, у, ) =О(1. 
В силу (4.8), имеем: 


ил (т, у, 8) = 
950% а. 


ми ен дио (1 + лЕ, у ту, Е —т) аа“ 
9х 9 у" 


1 
2" 


д? ‚&— аёа 
< \\а (2 38» У) И а а 9 э м Е 


= =. —- 
з 
А 
= 


г<1 


Отсюда, на основании (4.3) и оценки (4.13), получим, что при #&—>0 


ОЗ 9) -% 
Та О (12). (4.14) 
Рассуждая аналогично, найдем (п = 2,3,...): 
Ра 9 поры ЗО 4.15 
= —=0(”) (0). (4.15) 


Так как, по определению, 


э (м, 9, #)-= Уи» (2, У, 1), 


К=1 
то, в силу оценок (4.14) и (4.15), получим, что при #-> со 


д? 2 р 
РО (В); (4.16) 


На основании оценок (4.13) и (4.16), из (4.11) вытекает важная для 
дальнейшего оценка (#0): 


д?и (2, у, д 
В 1 ну, о), (4.17) 


причем при #-—>0 


(ту) =0(В. (4.18) 


$ 5. Равносуммируемость дифференцированных разложений 
по собственным функциям и в двукратный интеграл Фурье 


Опираясь на результаты предыдущих параграфов, мы в этом парагра- 
фе покажем равносуммируемость дифференцированного разложения по собст- 
венным функциям оператора Шредингера и разложения в обычный дву- 
кратный интеграл Фурье функций с интегрируемым квадратом. 
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Рассмотрим в конечной односвязной области 9) с границей Г задачу на 
собственные значения: 


Ди - {\ —9(х, у} и =0, (5.1) 
ди 
и. 0, (5.2) 


где функция 4(х, у) удовлетворяет прежним предположениям. 

Обозначим через М, и?,...,2,... собственные значения, а через ф1(х, у), 
фз (т, У),..., Ф"(х, У) — соответствующие ортонормированные собственные 
функции задачи (5.1) — (5.2). 

Пусть функция } (5, у) с Г. (9). Обозначим через с коэффициенты Фурье 
функции ](х, у) относительно системы собственных функций {фи (х, у)}, 
т. е. положим 


с" = \/ (2, У) и ‹х, у) Чаау. 
(9) 


Пусть (5, у) — внутренняя точка области 9) из > 0 настолько мало, 
что круг с центром в точке (х, у) и радиусом = целиком лежит внутри 9). 
Решая задачу Коши 


д?и 
д? 


и (т, У, 0) = 1 (2, у), и, (т, у, 0) =0 


для {<е сначала по формуле (4.10), а затем по методу Фурье и прирав- 
нивая эти два решения, получим: 


Ди —9(т, у)и = 


со 
дио (2, у, и - 
Ее ВЕ Ва (5.3) 
П=1 
где функции о (х, у, #) и %(5х, у, #) определены в предыдущем параграфе. 
Пусть функция 2.({) удовлетворяет условиям (2.1). `Помножим обе части 
тождества (5.3) на функцию 2.({) и проинтегрируем по Ё от 0 до е. Тогда, 


в силу (2.1), получим: 


_ дио (х, ол 
Зоны) = (о и (54) 
п=1 0 
Положим 
ба ив) = У сыри (©, У). (5.5) 
#п<и 


'Гогда. тождество (5.4) примет вид: 


ео ь5 ув) = | ее. (5.6) 


Предполагая, что функции /(2,у) и 4(5, у) в окрестности точки (х, У) 
имеют ограниченные частные производные первого порядка, и дифферен- 


11. Известия АН СССР, серия математическая, № 3 
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цируя тождество (5.6) по х, получим: 


со = 
95 (х, у; е 92 а 92% (х, у, = 
Е ве О И. (Б.Л) 
. > 
Интегралы слева как в тождестве (5.6), так и в (5.7) существуют в силу 
оценки (2.3). 
Положим 


| 
2 
ал (2, у; 4) = = а (2, У; у) ау, 
о 
1 


(т, у; у) = ни оз УЕ. (5.8) 
0 


Применяя к равенствам (2.2) и (5.8) равенство Парсеваля для обычных 
интегралов Фурье, найдем (0 <=< 1): 


| даме (2 9, г | 
\ Ен |. (№) Чиои (т, У; №). (5.9) 
о 
Аналогично, 
0% (2, у, С 
аа” ве (дар = 4 (о) ав, (в 4; в), (5.10) 
0 
где 


[о 
: 2 
В! (2, у; и) = =} у; у) ау, 
0 


ыт 
В (2, у; У) = О сов ай. (5.14) 
0 


В силу (5.9) и (5.10), тождество (5.7) примет вид: 


\ фе (и) я = \ фе (1) аи {0 (2, у; №) + Ва (х, у; и)}. (5.12) 
со 0 


Далее, положим 


5" (т, у; в) = Мис, 1) 6° (т, у, Ё, ; в) ат, (5.13) 
(9) 
где 0" (х, у, ЕЁ, 7; и) — спектральная функция уравнения (5.1) для всего про- 
странства ф» при 4 (т, у) =0, которая определяется по формуле (3.13). 
Выписывая для функции 5" (т, у; р) формулу, аналогичную формуле 
(5.12), вычитая ее из (5.12) и учитывая, что в этом случае 9(х, у) =0, 


а следовательно, равна нулю функция 5 (5, у, #) и, значит, функция В (х, у; в), 
получим: 


со [®) 


—© 


а [7 и ра, узы). (5.4) 


м 


. 


г 
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Для доказательства теоремы о равносуммируемости дифференцирован- 
ного разложения по собственным функциям задачи (5.1) — (2.1) и раз- 
 ложения в обычный двукратный интеграл Фурье нам понадобится ряд 
лемм, к доказательству которых мы и переходим. 

ЛЕММА 5.1. Если функция 4(х, у) в области 9) имеет ограниченные 
частные производные первого порядка, то при и-> со имеет место оценка 


- __ ы в |, | 


|2 
ини 


9 — а. 
о"). (5.15) 


Оценка (5.15) имеет место равномерно в каждой области, содержащейся 
‘внутри области 9). 

Доказательство. Из определения функции 5 (х, у; и), т. е. из фор- 
‹мулы (5.5), и неравенства Коши— Буняковского следует: 


ВТС д ее х, у) 
У — 5 (2, у; и) | = [и ||— |< 
в [2 аа . | 
г д : ря 
<(..2..“} ($ т (5.16) 
иЗии<и-ы ии 


1] В силу леммы (2.2), 


(дФ» (2, У) з Ию г 5.47 
и д: | фи ее 


} Далее, так как / (5, у) < Г» (9), то 


со 
Уе<+о. 
П=1 

| Поэтому при и-—> со 


» <=0(1. (5.18) 


иЗии<и- 


‚Лемма следует из неравенства (5.16) в силу оценок (5.17) и (5.18). 
’®— На основании леммы 2.5 аналогично доказывается 

ЛЕММА 5.2. Если функция 4(т, У) в области 9) имеет ограниченные 
‘частные производные до порядка и включительно, то при и—> оо имеет 
‚место оценка 


1 
аб уу = = Х |600"). (5.49) 
и иЗри«и-1 
(Оценка (5.19) имеет место равномерно в каждой области, целиком содер- 
‚жащейся внутри области 9). 
Из определения функции 5” (х, у; и) непосредственно следует 
ЛЕММА 5.3. При и-> со справедлива оценка 


о и 
У 05, иво" *). (5.20) 
ы 


Юценка (5.20) имеет место равномерно во всем пространстве Фз. 
; ТА 
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Положим 


95 (х, у; 95 у 1 
Фит и овыиы. 620 


Имеет место 
ЛЕММА 5.4. При тез же предположениях относительно функции 


4 (2, У), что и в лемме 5.1, и при и-—оо равномерно в каждой области, 
целиком содержащейся внутри области 9), имеет место оценка: 


к 
У {Ф4а, узи} = (2). (5.22) 


Доказательство. В самом деле, в силу лемм 5.1 и 5.3 (при а =1) 
и в силу определения функции В, (5, у; и), т. е. в силу формулы (5.11), 
мы имеем: 


<“ и ит 
т. Г {Ф( у; и} и вы ий ый + У и У {В, (х, у; и)} < 
о 


| 


и--1 (05 (2, у; в) р--1 95° ( ; ы) 
ее. 
ао 3 3 
+= Ве у; 5) 14% = о (и) +о (0 = о (и). (5.23) 


В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующей тауберовой 
теоремой, принадлежащей Б. М. Левитану [см. (3), приложение]. 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть с (у) — нечетная функция, определенная на всей 
числовой прямой и удовлетворяющая оценке (и -> со): 


ит 
\ {< (%)} = Ом). (5.24) 
и 
П редположимчто преобразование Бохнера — Стильтьеса функции с (у) 


в интервале (— в, в) (в > 0) эквивалентно нулю. Тогда для $>0 справед- 
лива оценка: 


\( = т) ав (у) =О (иг). (5.25) 


"Теорема остается в силе, если в оценках (5.24) и (5.25) заменить О на 0. 
Введем обозначения ($ > 0): ее, 


5. (1, узи) = У А (+, у), (5.26) 
$: (ж, у; и) = С 4, 5* (в, у; у). (5.27) 


Функция 5. (2, у; и) есть среднее по М. Риссу порядка 5 разложения 
по собствевным’ функциям оператора Шредингера, заданного в конечной 
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части 9) двумерного простракстка @4., а функция 5“ (х, у; в) — среднее 
по М. Риссу порядка $ разлежения в обычный [двукратный интеграл 
Фурье функции, равной /(х, у) для (т, у) @4) и равной ‘нулю для про- 
‘чих (5, У). 

ТЕОРЕМА 5.2 (о равной суммируемости). Если функция 9 (х, у) в об- 
‘ласти 9) имеет ограниченные частные производные первого порядка, а 
‘функция ] (т, у) < Г.(9)), то равномерно в каждой области, целиком со- 
‘держащейся внутри 4, имеет место равенство 


ь д д я 
Па [32 в. (х, у; и) ео _ (х, уз) = 0, 


и->со 


: : 3 
‚т. е. разнссть между сребними по М. Риссу порядка —- производных 


‚первого порядка разложения по собственным функциям оператора Ш ре- 
‘бингера и разложения в обычный двукратный интеграл Фурье функции, 
‚равной }(х, у) для (т, у) 4) и равной нулю для прочих (х, у), стремится 
к нулю равномерно в каждой области, целиком содержащейся внутри об» 
‚ласти, 9). 

Доказательство. В силу обозначения (5.21), тождество (5.14) мож- 
‘но переписать в виде: 


со 


) Фе (№) 4, Ф (т, у; в) = 0. (5.28) 


—© 


На основании леммы 1.13 работы (4), из (5.28) следует, что преобра- 
зование Бохнера—Стильтьеса функции Ф (5, у; и) эквивалентно нулю. Но тог- 
‘да, в силу нечетности функции Ф (х, у; и) относительно и, применима тес- 
` рема 5.1, откуда, на основании оценки (5.22), следует, что средние по 
М. Риссу порядка = функции Ф (5х, у; р) равномерно в каждой области, 


‘целиком содержащейся внутри области 9), стремятся к нулю, т. е. 


м 
И и 


‘или, согласно обозначению (5.21). 


со Е 
1 У 95 (1, у; У) _ 95* (х, ууу) _ 1 | и 
ео 


Поэтому, в силу обозначений (5.26) и (5.27), для доказательства теоремы 
достаточно доказать равенство 


Виа (@(— и Ч, В, (2, у; >) = 0. (5.29) 


со 
и> 0 
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В силу определения функции В, (х, у; р), т. е. в силу формулы (5.11), 
имеем: 


ау а,В, (т, у; у) = _ ау и р (4(@—=)* созуё 4} 4. 
0 0 0 
Как известно [см. (9), стр. 234], 


=) р г( уе. (5.30) 
о 


Поэтому 


1 
9% (2, у, #) Уз (ый) 
ви — дб (м 4 (№). 


\(- я): 44, (вузу) = 


0 


Так как функция 4(х, у) имеет ограниченные частные пройзводные пер- 
вого порядка, то можно пользоваться оценкой (4.16), на основании кото- 
рой получим: 


1 


Ц иаь (в, у; у) = с ке (м) = о(1), 


что доказывает равенство (5.29) и тем самым теорему. 

На основании лемм 5.2 и 5.3 аналогично доказывается 

ТЕОРЕМА 5.3. Если функция 4(х, у) в области 4) имеет ограниченные 
частные производные до порядка &х включительно, а }(х, у) < Г» (9), то 
равномерно в каждой области, целиком содержащейся внутри области 9), 
имеет место равенство: 


3 а К К 2 ан 
а ь (х, у; и) Ду а (2, у; и)} 0% 


т. е. разность между средними по М. Риссу порядка а —. производ- 


ных порядка и разложения по собственным функциям оператора Ш редин- 
гера и разложения в обычный двукратный интеграл Фурье функции, рав- 
ной }(х, У) для (х, у) 2) и равной нулю для прочих (х, у), стремится к 
нулю равномерно в каждой области, целиком содержащейся внутри об- 
ласти 9. 


$ 6. Суммируемость и сходимость дифференцированных 
разложений по собственным функциям 


Из теоремы о равной симмируемости дифференцированных разложений 
по собственным функциям оператора Шредингера и разложений в обыч- 
ный двукратный интеграл Фурье функции с интегрируемым квадратом, 
доказанной в предыдущем параграфе, можно получить теорему о сумми- 


ровании дифференцированных разложений по собственным функциям опера-. 
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тора Шредингера к соответствующим производным разлагаемой функции, 
если имеется соответствующая теорема для дифференцированных разложе- 
ний в обычный двукратный интеграл Фурье. Но метод работы, принадле- 
жащий Б. М. Левитану, позволяет непосредственно доказать такую тео- 
рему для дифференцированных разложений по собственным функциям опе- 
ратора Шредингера. 

Кроме того, в настоящем параграфе мы докажем, что если разла- 
гаемая функция удовлетворяет некоторым дополнительным условиям, то 
имеет место и теорема о сходимости дифференцированного разложения 
по собственным функциям. 

В предыдущем параграфе мы вывели формулу [см. (5.12)]: 


со 


95 (т, у; 
ра, бы — 


—© 


= $. а (ол (2, уз в) Е Вы, у; в) (6.1) 


0 


где функции &, (т, у; м) и В! (2, у; м) соответственно определяются равен- 
твами (5.8) и (5.11). 
Полагая 
В (2, у; в) = 


: 4 
= о у; и) — —- В, (<, у; в) (6.2) 


к учитывая нечетность функций а, (5х, у; и) и В1(х, у; и) относительно (и, 
вожно записать формулу (6.1) в виде 


нь у и) =0 (0<8<1). (6.3) 


—© 


Из леммы 5.1 и определения функций о (х, у; и) и В:(х, у; в) непо- 
гредственно следует 

ЛЕММА 6.1. Если функция 49(х, у) в области 9) имеет ограниченные 
тастные производные первого порядка, а функция } (2, у) < 1» (4) и имеет 
‚граниченные частные производные первого порядка, то при и-—> со равно- 
нерно в каждой области, целиком содержащейся внутри области 9), спра- 


едлива оценка 
э--1 = 
У {Пе уз в} =0(и?). (6.4) 
и 


На основании леммы 1.1.3 работы (4), из (6.3) следует, что преобразо- 
ание Бохнера — Стильтьеса функции В (х, у; №) эквивалентно нулю. Но 
югда, в силу нечетности функции В (х, у; |) относительно |+, вытекающей 
‚3 нечетности функций 5 (2, у; и), и (2, у; и) и В: (2, у; и), применима 
сорема 5.1, откуда, на основании оценки (6.4), следует, что средние по 
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М. Риссу порядка = функции А(х, у; в) равномерно в каждой области, 
целиком содержащейся внутри области 9), стремятся к нулю, т. е. 


ая 
2 


а (2) а, В(т, у; \)=0, 


или, в силу обозначения (6.2) и равенства (5.29), 


Е 
2 


в (1—9) ди аа а (2, у; У). (6.5) 


ЛЕММА 6.2. Если функция 4(х, Ч) в области 4 имеет ограниченные 
частные производные первого порядка, а функция }(х, у) с Г, (9)) и имеет 
непрерывные частные производные первого порядка, то справедливо 
равенство 


=. 


ь (а #) Ф.дх (т, у; ) =". (6.6) 


Равенство (6.6) имеет место равномерно в каждой области, целиком 
содержащейся внутри области 9. 

Доказательство. В силу определения функции «, (х, у; ц), т. е. 
формулы (5.8), мы имеем: 


изв 
2 


=) Ч: (2:9; и) = 


9% 


1 у и 
2 (02 2 
О ((1— 3)* воз мама, 
0 0 


откуда, на основании формулы (5.30), получим: 


3». 


1@-#)' 4, (х, у; у) = 


1 

ГВ ) ди (2, у, #) Л» (54) 
о а. 
0 


Если функция /(5, У) в окрестности точки (1, у) имеет непрерывную 
первую производную (по 2), то, в силу формулы (4.13), 


ди, (х, у, #) == 
"о 9 9 ф(л, у, 8), 


причем при #-›0 


$(т, у, #) =0(1). (6.7 
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Поэтому 
и $: аг(>.): 
а и 
\ в ) д У* \ (м)? 
1 
ЗА : Е 
+ Се, у, д Раш) =а а. (6.8) 
0 
Так как [см. (12), стр. 428] 
\ 7 (и) 1 Ул 
и? ОА 
: аг(з) 
то 
(т) 
: д] (=, 9) ЗУ 12(и),, _ д/(т, у) 
ше о аи = ЗА. (6.9) 
С другой стороны, в силу (6.7), имеем 
цы 
: Л 

ь=о(+. \ __ 41) = о (1). (6.10) 

0 


Поэтому лемма следует из (6.8), в силу (6.9) и (6.10). 

Из равенства (6.5), в силу леммы 6.2, следует 

ТЕОРЕМА 6.1 (о суммировании). Если функция 4(х, У) в окрестности 
‚ точки (т, Уо) имеет ограниченные частные производные первого порядка, 
‚а функция }(х, у) с Г. (9) и в окрестности точки (ту, уу) имеет непре- 
‚ рывные частные производные первого порядка, то в точке (ту, У) имеет 
‚ место равенство 
(6.11) 


=” 
У=уо 


х=хо 


. д 
Ни 5:5. (2, у; в) 
2 уУ—ш 


Ы 


= У, я 


2. е. первая производная разложения функции }(т, у) по собственным 
‹ функциям опера»мора Шредингера в точке (х,, У.) суммируема по методу 


‚ М. Рисса поряГка -> в значению 5„} (т, У) = 
Если условия дифференцируемости, наложенные на 4(х, у) и }(х, У), 
‘выполнены в некоторой замкнутой области 4, целиком содержалцейся вну- 
‚три области 9), то равенство (6.11) [имеет место равномерно в 4. 
На основании леммы 5.2, аналогично доказывается 
ТЕОРЕМА 6.2. Если функция }(х, у) с Г. (9)) и в некоторой окрест- 
ости точки (т, У5) имеет непрерывные частные производные до порядка 
›‚& включительно, а функция 4(х, У) — ограниченные частные производные 
(00 порядка х включительно, то в точке (т, У,) имеет место равенство 


Ни Рху ба 2 (®, У; мик, = Би (в, Уна, (6.12) 
ис 2 У=\уо У=Уо 


‚т. е. производная порядка & разложения функции }(т, У) по собственным 
‚функциям оператора Ш редингера в точке (2. У,) суммируема по методу 


М. Рисса порядка х 5 к значению Ох,}(х, У) 


х=хо , 
У=у 
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Если условия дифференцируемости, наложенные на 4(х, у) и Г(х, У), 
выполнены в некоторой замкнутой области 4, целиком содержащейся внутри 
области 9), то равенство (6.12) имеет место равномерно в 4. 

ТЕОРЕМА 6.3 (о сходимости). Пусть функция }(х, у) в области 9 
имеет вторые частные производные, причем сы у) 1 с Е, (9), 
2, у 
дп 


и пусть }(х, у) удовлетворяет краевому условию = 0. П редполо- 


жим, что в окрестности внутренней (по отношению к 9)) точки (5%, у) 
функция 4(т1, У) имеет ограниченные частные производные первого порядка, 
а функция }(х, у) — ограниченные частные производные второго порядка. 
Тогда 


9, . У) д 
Пи Е И) 


—20 
Г и<и У=Уос 


(6.13) 


066 ’ 
У—=У 


т.е. первая производная разложения функции ] (т, у) по собственным функциям 
оператора Шредингера в точке (х%, у.) сходится к значению >. } (т, у), РЕ 


Если условия дифференцируемости, наложенные на 4(х, е и 1, 1 у), 
выполнены в некоторой замкнутой области 4, целиком содержащейся 
внутри 9, то равенство (6.13) имеет место равеномерно’в 4. 

Доказательство. Если функции 4(х, у) и /(5, у) удовлетворяют 
условиям теоремы, то справедливо равенство (4.17) и, следовательно, 
тождество (5.6) после дифференцирования по х можно переписать в виде 
(8 = 


С 95 (х, у; 
да, иы 


—©> 


—_9/ т У) 
и 


Е да \ф (оо, уь в, (да. (6.14) 


у=у Ус 


Обращая равенство (2.2) и интегрируя от 0 до 1, получим: 


в. (а = 2+ ое аи. (6.15) 


Имеем: 
ов 
%1 (1, Уз, #) = = (а У» В) а», 
0 


С (6.16) 
& (о, Ус» У) = 9, У, #) с0$ УЕ АЕ. 
0 


В силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье, из (2.2) и из 
(6.16) находим: 


> 


(ак к, дв, (О ае = фо (о) а, (а ву в). (6.17) 


0 


На основании (6.15) и (6.17), тождество (6.14) можно записать в виде: 


9. 94, (т уз =О (@&=1), (6.18) 
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где 
и 
95 (х, у; 9} (х, 2 эту 
_ Ва, у д аа, ар узы). (6.19) 


0 


"Так как, по условию, А/— 9(х, у)/ < Гз(9) и }(х, у) удовлетворяет 
краевому условию 


9] (=, У) | _ 
дп Е 0, 


‘то, применяя тождество Грина, мы получим: 


а 


Сп = а Й (6.20) 


где 


4, = \\<А/(е, у)—а(2, У) 14, У)} Фн (в, у)авау. 
(9) 


„Цалее, в силу (6.20) и определения функции 5 (5, у; и), имеем: 


и (05 (1, у; и) Е дФи (2, у; в) 
У | де а ра [с | де |< 
й ИЗ «и-1 
1 дф» (2, у) 
Заале: тя 
пни 


На основании неравенства Коши — Буняковского, отсюда следует: 


к {25 (1, у; и) | — 


м 9х 
1 а 
д» (х, у) |?\ 2 а +1 
А г. 
ии иЗии<и- 
Так как Ад/—9(х, у)/ с Г. (9), то 
ос 
Уи 2:9 
== 
и поэтому при п > со 
41 =0о(1). (6.22) 
изиихи- 


В силу леммы 2.2 и оценки (6.22), из неравенства (6.21) следует 
важная оценка (м -> со): 
+1 
и (25, у; в) ыы =2о(Т). (6.23) 
и ; У=Уо 
На основании этой оценки и определения функции 9, (5, У; и), т. е. 
формулы (6.16), из (6.19) следует оценка: 


и 
У {В (1%, Уо; в)} =0(1). 


и 
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Согласно теореме 1.4.2 работы (4) отсюда вытекает равенство: 


ВЯ (5, Ч р) = 0: _ (6.24 
>35 
Далее, как известно, 
и . 
то та ы о, (6.25} 
а 2 3 У 
Покажем, что 
Па @1 (20, Уо; и) = 0. (6.26} 
ис 
В самом деле, в силу определения функции «, (х, у; №), мы имеем: 
2} 
2 шр 
ел (2 У; в) = = \Ф(аь Ух О Иа. (6.27) 
0 


Нетрудно заключить, что равенство (6.26) следует из (6.27) на осно- 
вании оценки (4.18) и леммы Римана — Лебега. 
Утверждение теоремы следует из (6.24) в силу (6.19), (6.25) и (6.26). 


$ 7. Разложения и дифференцирование разложений по собственным 
функциям в случае неограниченно растущего потенциала 


Рассмотрим уравнение 


Ди -| {\—9(2, у)}и=0 (7.1) 


во всем двумерном пространстве @›. Предположим, что 4(2, у) — действи- 
1 
тельная непрерывная функция и при г = {22 -- у?} 2? > ео 


9(, у) > -{ <. (7.2) 


Известно, что при выполнении условия (7.2) уравнение (7.1) имеет: 
чисто точечный спектр, причем собственные значения неограниченно растут 
и имеют единственную предельную точку на бесконечности. Так как 
функция 4(2, У) ограничена снизу, то, во-первых, можно предполагать,. 
что 4(х, у) >0, так как это предположение влечет за собой замену 
числа ^; во-вторых, не нарушая общности рассуждений, можно предпола- 
гать, что спектр уравнения (7.1) неотрицателен. 

Обозначим через (?, 2,...,и,... собственные значения, а через 
$1 (2, У), Ф> (5, У),...,Фи (5, У),... — соответствующие ортонормированные. 
собственные функции уравнения (7.1). 

При выполнении условия (7.2) собственные функции ф„ (5, У) на беско- 
нечности экспоненциально убывают и поэтому для построения ряда Фурье: 
нет нужды предполагать, что разлагаемая функция имеет интегрируемый. 
квадрат. 

В настоящем параграфе, используя одну асимптотическую формулу 
для распределения собственных значений уравнения (7.1), полученную 
нами в работе (*), мы изучим вопросы как разложения, так и дифферен- 
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щцирования разложений по собственным функциям уравнения (7.1) функ- 
ций, растущих на бесконечности как многочлен. 

ТЕОРЕМА 7.1. Пусть функция 4(т, у) удовлетворяет следующим 
условиям: 


фир < 1 
19 (2-Е гсоз3, у -- гзш 3) —9(х, у) | < Аг{9(х, у)}", 


-2де А и а— некоторые константы, причем 0 «а —^ 
2. При`г.ыЯ 


4 (2 -- гсоз 9, у + гэт 9) < Сехр [5 Иа@, у}, 


где С — некоторое постоянное число.\ 
3. Существуют такие константы В > 0 и 5 > 0, что для достаточно 
1 


‚больших г = {2? + у?}? выполняется неравенство 
9(т, у) > Вт. 


Пусть для некоторого т > 0 функция }(х, У) удовлетворяет условию 


Ме У) еду <=. (7.3) 
Ч 


Положим 
<) 


с = \\ (а, у)» (2, у) вау. 


—= 
Тогда в каждой точке непрерывности (т, у.) функции }(х, У) имеет ме- 


2 3 
‹ сто равенство ($ Е т —- 5) 


2 


Нл з С СпФп (2о, Уо) = / (20, У), 


20 
- Нл<и 


| 2 3 

т. е. средние по М. Риссу порядка >*------ разложения функции 
‚{(х, У) по собственным функциям оператора Шредингера, заданного во 
‘всем двумерном пространстве, в точке (ту, уу) стремятся к значению 


. (25, У). 


Доказательство. Положим 


эо 


а) = м 9"(х, у) $? (т, у) ахау. (7.4) 
В работе (13) была установлена оценка (и -> со): 


4 9 
АЯ (7.5) 


ии е-Н 
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Далее, мы имеем: 


пт Ц 9 (а, уаз (2, у) ат ау. 
-^. 4 (а, У) 


В силу неравенства Коши — Буняковского, отсюда следует: 


ле — У у} {бе у) 4" (2 реа]. 
что, в силу (7.3) и (7.4), дает: 
[сп | < С {а 5, (7.6) 


При фиксированных хи У, на основании неравенетва Коши — Буня- 
ковского, имеем: 


и-1 
у оо бабе Фа 


и<ии<и- 


<( я =} (Я яви), 


ии иЗии«и- 
где функция © (5, у; и) имеет прежнее значение. Отсюда, учитывая (7.6), 
в силу леммы 2.1 и оценки (7.5), получим: 


от 8 
У, ув) = У оф, 0") и). (11 


и«ии<и-1 


Аналогично, в силу леммы 2.2 и оценки (7.5), найдем: 


а г = у еж "| =0 о а (1.8) 


иЗиихи- 


Опираясь на оценку (7.7), доказательство теоремы можно закончить 
точно так же, как доказательство теоремы 6.1. 


ТЕОРЕМА 7.2. Пусть функции 49(х, у) и }(х, у) удовлетворяют 
условиям теоремы 7.1 и, кроме того, в некоторой окрестности точки 
(хо, Ус) Функция 49(х, У) имеет ограниченные частные производные до 
порядка и включительно. Тогда при $ >=- - — т +“ имеет место: 
равенство 


Ши У ((— =) ©*р Фи У) 


зы я Пхи } (т, у) 
= 


в (7.9) 
уу 


т. е. средние по М. Риссу порядка >*- — Е > -- « дифференци рованных 
разложений порядка х функции }(х, у) по собственным функциям опера- 


тора Шредингера, заданного во всем пространстве, в точке (то, Уо) стре- 


мятся к значению О, Га, У. : 
У=\ 
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Если условия дифференцируемости, наложенные на 4%, чи Га), 
выполнены в некоторой замкнутой конечной области 4, то равенство (7.9) 
имеет место равномерно в 4. 

Доказательство следует из оценки (7.8) так же, как при доказательстве. 
теоремы 6.1. 
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РЕГУЛЯРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ МОДЕЛЕЙ 


Вводится понятие регулярного произведения, обобщающее понятие 
прямого произведения моделей. Для регулярных произведений дока- 
зываются теоремы, частными случаями которых являются теоремы 
А. Мостовского (7) и Р. Воота (8) о прямых произведениях моделей. 
Предварительно изучается один частный вид модельных соответствий, 
определенных в работе (5). 


В работе (5) было введено понятие аксиоматизируемого соответствия 
между моделями фиксированных классов. $ 1 настоящей статьи посвящен 
рассмотрению тех модельных соответствий, которые могут быть заданы 
формулами узкого исчисления предикатов (формулами УИП), не содер- 
жащими дополнительных предикатных символов. Рассмотрение это осно- 
вывается на одной элементарной лемме о приведении формул УИП 
с разделяющимися переменными. В качестве иллюстрации выводятся 
результаты С. Фефермана (*) о формулах, истинных на прямых произ- 
ведениях конечного числа моделей: 

В $2 изучаются произведения бесконечного числа моделей. В этом 
параграфе вводится новое понятие регулярного произведения моделей, 
более общее, чем понятие прямого произведения. Опираясь на идею 
разделяющихся переменных, использованную в $1, и на теорему 
Г. Бемана (1!) о нормальной форме формул с одночленными предикатными 
символами, для каждой замкнутой формулы УИП 9%, относящейся 
к регулярному произведению моделей ПЖ№., удается построить эквива- 
лентное $ выражение %, составленное с помощью операций &, у, - из 
конечного числа высказываний ® вида: «среди сомножителей существуют 
такие модели ЭЖа,,..., Жа„» на которых соответственно истинны формулы 
Зв, .-.› Фвш» причем ой, Е у»... и ЗЕ 03», где Чь,, ...,Фв„ — эффективно 
конструируемые замкнутые формулы УИП. Таким образом, чтобы иметь 
возможность судить об истинности или ложности произвольно заданной 
формулы УИП % на регулярном произведении, достаточно (в общем 
случае и необходимо) уметь решать вопрос об истинности или ложности 
лишь формул указанного вида, относящихся в основном к сомножителям. 
Это — основной результат работы. 

Предполагая число сомножителей в регулярном (правильном в смысле 
$ 2) произведении П 9%, бесконечным, а все сомножители — изоморфными 
одной и той же модели 9; мы видим непосредственно, что указанные 
выше выражения ® приводятся к высказываниям вида: «на Э% имеет 
место формула $, &... &Зв„». Следовательно, в случае регулярной степени 
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ПУХ, = 9% Е вопрос об истинности фиксированной формулы УИП $ 
на 9)* сводится к вопросу об исъинности подходящей эффективно кон- 
струируемой формулы УИП на №. Для случая прямых степеней это 
доказано А. Мостовским (7). 

Предположим, что в правильном регулярном произведении 9% = ПЭ 
сомножители разбиты на классы изоморфных между собою моделей, что 
каждый класс содержит бесконечное число моделей и что совокупность 
9%, (ТЕГ) является системой представителей указанных классов. Тогда 
каждое упомянутое выше выражение ® приводится к конъюнкции 
_ выражений вида: «среди моделей Э%, существует модель, на которой 
истинна формула Ф$в». Отрицание этого выражения имеет вид: «на каждой 
модели 9%, истинно выражение “`Фв». Следовательно, мы будем иметь 
алгоритм для распознавания истинных и ложных формул УИП на ПЖ, 
если существует алгоритм, распознающий истинность и ложность формул 
УИП одновременно на всех %,. Для случая прямых произведений этот 
результат сформулирован Р. Воотом (3). 

Помимо большей общности результатов $ 2 сравнительно с соответ- 
ствующими результатами А. Мостовского и Р. Воота, доказательства в 
$2 кажутся более простыми, чем у А. Мостовского, в основном благодаря 
использованию преобразования Г. Бемана. Сравнить методы $ 2 с методами 
Р.Воота автор не мог, так как упоминавшиеся результаты Р. Воота 
опубликованы пока без доказательств. 


$ 1. Расслаивающиеся соответствия 


1.1. Пусть Ку, К, — заданные классы моделей с основными предикатами 
Р. (16 Г) и 0 (66 А). Основные множества моделей этих классов условимся 
обозначать соответственно через М, №. Введем новые предикатные символы 
А» (Хе Л) вообще смешанного характера, т. е. часть аргументов каждого ВА) 
будет пробегать множество М, а часть может пробегать множество №. 
Обозначим через © некоторую систему замкнутых формул (аксиом) узкого 
исчисления предикатов (УИП), записанных с помощью предикатных 
символов Р., Оз, В». Эти аксиомы могут содержать знак равенства. Все 
предметные переменные в них, а также кванторы, будут предпо- 
лагаться специализированными. Таким образом, если предметное пере- 
менное х будет первого рода, то квантор (5) будет означать высказы- 
вание: «в множестве М существует такой элемент х, что...» [ср. (5). 
Модели ЖЕК,, ЖЕК, называются связанными @©-соответствием, если 
на М, М возможно определи?ть предикаты А» так, что все аксиомы © будут 
истинными. 

Соответствия, определяемые указанным способом, называются аксио- 
матизируемыми. Аналогично определяются аксиоматизируемые соответ- 
ствия между моделями любого числа классов [см. (5)]. 

Хотя в приведенных определениях классы К;, К», могли быть произ- 
ольными, при рассмотрении аксиоматизируемых соответствий предпо- 
агается, что К; и А, — классы всех моделей данного типа. Если же. 
Ку, К» — аксиоматизируемые классы, то системы аксиом, характеризующие 
К\, К», включаются в систему © и тем самым дело сводится к основному 
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случаю классов «всех» моделей. Заметим еще, что индивидуальные символы 
не предполагаются в аксиомах. Вместо них в случае необходимости 
можно ввести новые одноместные предикаты, поскольку число предикатных 
символов не ограничивается и может быть бесконечным. 

К числу простейших соответствий можно отнести соответствия, которые 
допускают аксиоматизацию посредством системы © аксиом, не содержащих 
вспомогательных смешанных предикатов А», и, таким образом, записы- 
ваемых с помощью лишь основных предикатных символов рассматриваемых 
классов. Эти соответствия условимся называть расслаивающимися. Неко- 
торым оправданием такому названию может служить 

ТЕОРЕМА 1. Каждое расслаивающееся соответствие между моделями 
классов К\,..., К. может быть охарактеризовано системой аксиом вида 


А ОМ... М 9 (иЕМ), 


где 9“) — аксиома, записанная в терминах класса К: (=1,..., $). 
Эта теорема непосредственно вытекает из следующей чисто комби- 
наторной леммы. 


ЛЕММА. Пусть в формуле УИП 


ОО ас аи Л) 


(0; =У,3, 4 кванторов не содержит) множество всех предметных перемен- 


НЫ Х1,...,Хт, бт, ..:, бп, всътречающихся в записи %, удалось разбить 
на непересевающиеся классы [,...,[. так, что никакой член вида 
Р (5т.,..., 2) или 2: = т; из Ч не содержит переменных разных классов. 


Тогда регулярным процессом можно найти такие формулы %:;, что 
формула % будет эквивалентна выражению 


$ = 3, У... УЗ, &... &Зы У... УЗ, 


причем все предметные переменные каждой формулы %; принадлежат 
одному из указанных классов, а префикс %; является подпрефиксом 
префикса 3%. 

Процесс приведения 3» к виду © в основном совпадает с процессом, 
известным в теории формул с одинарными предикатами [см. (1)], и мы 
лишь для полноты изложения приводим доказательство. 

Если % кванторов не имеет, то утверждение леммы очевидно, так 
как в качестве %, в этом случае можно взять члены Р’(тё,..., Та) 
х: =х, или их отрицания. Далее пользуемся индукцией по числу кван- 
торов в %. Пусть для т--1 кванторов лемма верна. Тогда для фор- 
мулы 


(0. 2). м (Оп 7т) 9 (21, с: Фть Фин, ++. ‚ т) 


найдется эквивалентная ей формула вида 6 и, значит, будем иметь 
эквивалентность 


% со (0121) (а. У = У $к, &. © Ву 2 У Зрк,). 


492 А И. МАЛЬЦЕВ 


Допустим, что 0, = У. Тогда 


% с> (21) (% У. .. У Зак) &. .. & (51) (У. .. \ Зрх,). 


Объединяя в %;:\... УФ, сомножители с предметными переменными 
того же, что и 2, класса в один член, например в %;:, мы сможем 
переписать % в требуемой форме: 


% <>(2,) $. У... УЗ, &... & (5) Эру Зркр- 


Если в % имеем О, = Ч, то 6 переписываем в дизъюнктивной нормальной 
форме и затем поступаем двойственно вышеизложенному. 

Таким образом, лемма доказана, а вместе с нею доказана и теоре- 
ма 1, так как в каждой аксиоме из системы, характеризующей соответ- 
ствие, предметные переменные, относящиеся к классу К», встречаются в 
качестве аргументов только у предикатов этого же класса К; и не 
сталкиваются с предметными переменными, относящимися к другим клас- 
сам К, 

1.2. Класс моделей К называется минимальным, если он аксиомати- 
зируем и не содержит никакого отличного от А аксиоматизируемого 
подкласса. Очевидно, минимальные классы — это те классы, которые 
могут быть охарактеризованы полной системой аксиом УИП. Каждая 
модель содержится в одном и только одном минимальном классе. В каче- 
стве системы аксиом, характеризующих этот класс, можно взять сово- 
купность всех аксиом, истинных на заданной модели. 

Пусть с — какое-нибудь соответствие между моделями классов К\, К». 
Тогда каждому подклассу [1 © К, будет отвечать определенный подкласс 
Тлс в К., состоящий из всех тех К,-моделей, которые находятся в с-с0- 
ответствии хотя бы с одной моделью из Г.. Класс КА\, как и любой 
класс, расслаивается на минимальные аксиоматизируемые подклассы, 
которым в К, отвечают подклассы, вообще говоря, сложной при- 
роды. 

Если соответствие < между моделями классов К!, К» расслаивающееся, 
то каждому минимальному подклассу Г.С К: в К, отвечает аксиомати_ 
зируемый класс Гто, причем Гтв = Ж° для ЖЕ Г. 

В самом деле, пусть с и Г» задаются соответственно системами 
аксиом {9 \ 95} и © = {6°}. Ввиду полноты системы ©, для каждого | 
из б следует либо 9, либо “9. Класс Гис характеризуется системой 
тех аксиом 9%, для которых ©-> `%. Ввиду минимальности Г», про- 
извольная аксиома 9 тогда ‘и только тогда истинна на ЖЕ /», когд 
691, откуда : 

[тс = Эс. 


По аналогии с понятием псевдоаксиоматизируемых классов моделей 
[см, (8)] условимся говорить, что модельное соответствие с псевдоаксио- 
матизируемо, если для любой системы % аксиом УИП, записываемых | 
< помощью предикатных символов основных классов и вспомогательных 
предикатных символов, связывающих элементы основных множеств моде- 
лей рассматриваемых классов, из того, что для каждой конечной части 5 
«истемы 4 существуют модели, удовлетворяющие %, и связанные соответ- 
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ствием с, следует существование моделей, удовлетворяющих % и связанных 
соответствием о. 

Аналогичным образом можно ввести понятия псевдорасслаивающегося 
и псевдопроективного соответствий. Для этого следует в качестве аксиом 
системы Х допускать лишь аксиомы, записываемые с помощью предикат- 
ных символов одних основных классов или же с помощью смешанных 
предикатных символов, связывающих элементы основных множеств 
моделей заданных классов с элементами вспомогательных множеств 
[см. (5)]. 

Из основной локальной теоремы УИП [см. (5)] непосредственно следует, | 
что каждое проективное соответствие является псевдопроективным. 

Заметим, что из псевдопроективности следует псевдоаксиоматизируе- 
мость, а из псевдоаксиоматизируемости следует псевдорасслаиваемость 
соответствия. 

ТЕОРЕМА 2. Соответствие с между моделями классов Ку, К» тогда 
и только тогда расслаивающееся, когда оно псевдорасслаивающееся и всякой 
модели произвольного минимального подкласса из К, отвечает в К. один 
и тот же аксиоматизируемый подкласс. 

Необходимость условий установлена выше. Докажем достаточность. 
По условию, соответствие с описывается связями вида 


{6} —3, 


где {6} — полная система аксиом типа А\. Из псевдорасслаиваемости с 
следует, что для каждой связи указанного вида должна существовать и 
связь вида 


6, &...&6,—3, 

пде ‘61:7.., 6, — подходящее конечное подмножество из {6)}. Полагая 
С: &...&6,, 

мы видим, что с характеризуется аксиомами 


У 3, 


имеющими расслоенный вид. 

1 3. В качестве примера приведем задачу, рассмотренную С. Фефер- 
маном [см. (3)], о редукции формул, относящихся к прямому произведе- 
нию конечного числа моделей, к формулам, относящимся к сомножи- 


телям. 

Пусть 9%, 9%, — заданные однотипные модели с основными множествами 
М;, М» и основными предикатами РУ и Р® (а6А). Прямым произведением 
моделей 9%,, 9%. называется модель 9%, основным множеством которой 
служит множество пар <а1, а>> (а, © М, а. 6 Мь), а основные предикаты 
определяются формулами 


Ра (<ал, @2/,..., «ст, с») = 
р 4... 6. (1) 


Пусть 
(О1х;). С (От и) ИС я 2) 
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— формула УИП, относящаяся к 9%. Заменяя в этой формуле выражения 


Ра (1, ..., Ир) 
выражением 
Р® (2, ...у 2) &Р® Сы, отв; 21) 


и каждый квантор (0.х:) —парой кванторов (0:21) (0:21), получим новую 
формулу % со специализированными переменными, часть которых относится 
к множеству М:, а часть — к множеству М». Это разбиение переменных 
удовлетворяет условиям леммы и потому формула % указанным в п. 1.1 
процессом приводится к виду 


ЗУ За... & 3: У 3, 
где %1,:.., ®— формулы, относящиеся к первому сомножителю, а 
%1,..., 2 — формулы, относящиеся ко второму сомножителю. 
< Мы рассмотрели услучай, когда модели УЖ, , имеют по одному 
основному множеству. Если эти модели многоосновные [см. (5)], то их 
прямое произведение можно определять существенно различными спосо- 


бами. Пусть, например, 9%, и 9%, определены на парах множеств М!, №, . 


и М,, №. Тогда прямым произведением 9% х №, естественно назвать 
модель с основными множествами М, х М, и М, Хх №,, предикаты на 
которых определяются по формулам (1). Для этих произведений сказанное 
выше имеет силу без всяких изменений. 


Предположим теперь, что первое основное множество у "моделей 


9%,, Я\. общее: М, = М, = М. Тогда модель 9% с основными множествами 
М, М, Хх №, и предикатами Ра, определяемыми снова по формулам (1), 
естественно назвать прямым произведением моделей 9%, 9, над 


множеством М. Прямые произведения этого вида встречаются, | 


например, при изучении групп и колец с фиксированной областью 
операторов. 

На прямые произведения над фиксированными множествами указанные 
выше преобразования непосредственно не переносятся. Однако теорема 
А. Хорна (2), указывающая достаточный признак для того, чтобы аксиома, 
выполняющаяся на каждом сомножителе, была истинной и на прямом 
произведении, остается справедливой для обоих видов прямых произве- 
дений. Ясно, что при этом следует требовать, чтобы в аксиоме не встре- 
чался знак равенства, связывающий элементы фиксированного основного 
множества с элементами остальных основных множеств. В частности, 
теорема Хорна остается верной для аксиом расширенного исчисления 
2-й ступени, содержащих лишь квантор существования по предикатным 
переменным в пренексной форме. 


„8 2. Регулярные произведения 


2.1. Переходя к рассмотрению прямых произведений бесконечного 
числа моделей, обобщим само понятие прямого произведения. Для простоты 
цалее предполагается, что все рассматриваемые модели одноосновные. 

Пусть задана некоторая система моделей 


3 = «Ми; {Ру}>› (а6А, чЕГ.). 
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Мы не будем требовать ни однотипности этих моделей, ни различия 


3%, \з при а -Е В. Предположим, что для каждого «Е А задана система 
формул УИП 


96: (хт, у т») =— 


= (0191) ее (ОрУр)) ур" (21, 5) Фтуз Ул +++ Ур) (О = ВУ, ле А), (2) 


* 
где 9" — открытая формула со свободными предметными перемепными 
11, ..., Яту» Ул»... › Ур», Все предикатные переменные которой принадлежат 
а 
системе {Р’}. Формулы (2) могут содержать знак равенства. 
Введем предикатные символы 


Зее Хт» ), 
в которых а пробегает множество А, а 42;,..., хи) пробегают декартово 
произведение М = ПМ. основных множеств заданных моделей. Далее 
5» (а, т1,..., Тт)) рассматриваются как символы предикатов, определен- 
ных на паре множеств А, М формулами 
{о а [+8 
5» (&, 21, -.-,Тт)) = (21, 5. т) (3). 


где 12°“ обозначает проекцию х6М в множестве М., а значение пра- 
вой части равенства (3) вычисляется в модели 9%, согласво форму- 
ле (2). 
С помощью символов 5) определяем на М новую систему предикатов 
посредством равенств 
Ру (21, ..., 2.) = 


= (Ол)... (Очлба.,) + (бл, , ба, Я, .., 2.) (ТЕГ). (4) 


здесь %\, — открытая формула УИП с предикатными символами 65) и, 
возможно, ‚отношениями равенства, связывающими некоторые из перемен- 
ных 91,...› 0а.. Кванторы в (4) специализированные, относящиеся к мно- 
жеству А. 

Модель 9% с основным множеством М и основными предикатами Р., 
определенными на М равенствами (4), будет называться регулярным про- 
изведением моделей Э\№. Формулы (3), (4) определяют тип регулярного 
произведения. Ясно, что если задано регулярное произведение моделей 
УХ. («С А), то можно говорить и о регулярном произведении (того же 
типа) моделей 9) (ВЕ В), где В--произвольное подмножество множества А. 

Основным типом регулярных произведений можно считать тот тип, 
когда все модели №. однотипны, Г = Га, п, = т, и формулы (3) при- 
водятся к виду 

9) (*, 1, ..., Тт).) == 


а, — 2) ль м), 


Регулярные произведения этого типа условимся называть правильными. 
Варьируя формулы (4), мы получим различные типы правильных про- 
изведений. Например, полагая 


Р. (51, -.., Ят,) = (©) 5 (%, 21. т») 
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мы получим обыкновенное прямое произведение моделей. Полагая 


Ру (51...) Тт.,) = (а) (8) (& +В->5' (а, 21,. . -, Ят,) М 9у (В, 21...) 2тд)) 


ИЛИ 
Р. (21, ..-, Ят,) = (9) (В) (5) (х = ВМ = 88 = 85, (а) У 5, (В) У 5+ (6), 


мы получим правильные произведения иных типов. 

Из последних примеров видно, что правильные произведения не 
обязаны быть ассоциативными, даже если .они коммутативны. Кроме 
того, правильное произведение алгебр может не быть алгеброй. 

ТЕОРЕМА 3. Существует финитный процесс, позволяющий для каж- 
дой формулы вида 


ЕЕ 
(Они О аа 


где В" — открытая формула УИП со свободными предметными перемен- 
ными 11,....7, и предикатными символами Р., и для каждой системы 
формул 


(Озон)... (Фа. ба.,) ЗВ (ба, -.., ба» Фа, +. Ят,), 


где, — открытая формула с предикатными символами 5) Е Рераве Тт)), 
построить формулу 


Вань т) = Юте. (Фе ор: 2) 


с предикатными символами То. (а, т1,...,Хт,) (59° — открытая) и форму- 
лы %.(11,...,Тт,) с0 свободными предметными переменными т1,..., Хт, 
и предикатными символами ны (х1,.... 7), обладающие следующими 
свойствами. Пусть каждому «Е А поставлены в соответствие некоторая 
модель №. и заданные на ней формулы ЭР (т, ..., 7т„›). Обозначим через 
УХ регулярное произведение моделей З., определяемое соотношениями (3), 
(4). Тогда на З\ будем иметь: 


В бзь. бы) а кь а) 
при условии, что переменные а; пробегают А, предикаты 5% определены 
на )№ формулами 


$50 (бт ео т») —= 9. (т, ы ев Тт)), 
а предикаты То. (а, т1,..., ть) определены на паре А, З\ формулами 
То (®, 21, :.-: Ят.) = 3. (21... би) (5) 


где х* есть проекция х в ЭЖ, №. рассматривается в Эа. 

Доказательство проводим индукцией по числу кванторов в формуле Ж. 
Если в % кванторов нет, то, подставляя в № вместо Р., их выражения 
из (4) и вынося кванторы по элементам А в начало, получим требуемую 
формулу Я со значениями 


Теа %: = %.. 


Пусть теперь теорема 3 справедлива для формул, число кванторов 
которых меньше, чем у $. Тогда‘финитным процессом мы найдем формулы 
%., Т‹ и 9’, имеющие указанное в теореме 3 строение и такие, 
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что на 


(Отт >) - -- (Овть) Ж° —(О:%)... (0; <.) 5* ВС ОЕ О т 1) 


и, следовательно, 


В а) с>(9и-+12т-1) 9 ПЕ О оон). 
Нам остается лишь ‘преобразовать правую часть этой эквивалент- 
ности. Для определенности предположим, что Ош, =У. В случае 
„+: = достаточно будет пользоваться двойственными формулами. 
Согласно условию, Я’ выражается с помощью операций —,\/, & через 
формулы вида ой =о; и Т.(, т;,...т;„,). Считая т,,..., Хида про- 
извольными параметрами, мы можем рассматривать выражение 


(91) .:- Ога.) 5" (бл, .... 6; 3, -.., бы) 


как формулу с одинарными предикатами Т. (о) = То. (а, 2.,...) и зна- 

ком равенства. Поэтому при помощи известных преобразований Бемана 

[см. ("), стр. 44] мы сможем найти эквивалентную ей конъюнкцию фор- 
'мул вида 


| (1)... (а) (0, = а \ ... Уч, = а;УТ.! (аа) У ... т: (ж,) 
У (Я, Х (В) У... У (ЯВь) Х.ь (Вь)), 


Х, (В;) = Ти (В) &...& 7.4) (&=1; а 


Полагая 


Х (8) =Х, (ВУ... У Хь (В) 
:и пользуясь перестановочностью универсальных кванторов (7т-+1) и (а), 
‚мы сведем первоначальную формулу % к конъюнкции формул вида 
(1)... (ам) [9и, = 9, У... У = 0 У 


(ту) (Та (в) У ...У То? (в) У (ЯВ) Х (В))1 


'и нам останется лишь надлежащим образом преобразовать выражения 
` вида 
3; (21, .--› т) = (Тиз) (Та (а) М... У То? (%) У (В) Х (В), 


‚которые можно переписать в форме 
(тт) [Уз (в) У ... У У, (в) У (В) (ВЕ м &... &В ЗЕ въ вх (В), 


ггде 
| У+ (аа) = 1 (он) У Х (9) (@=1,.., 5). 
По условию, формулы 7; (а), Х («) выражаются с помощью опера- 
"ций -, У, & через Т. (а, х.,...), а последние на 3 равносильны фор- 
мулам %‹ (2, ...). 

Обозначим через У3(21, ..., да) и Х" (21, .. 11) формулы, которые 
олучатся, если в У;(9) и Х (а) выражения Т‹ («) заменить соответ- 
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ствующими выражениями %5. На 9% имеет место эквивалентность 
Ха [22 а [22 & & 
ев. А 


(98) (В+ а&... «Ва, &Х*)]. 


Здесь квантор (7+1) можно заменить бесконечной совокупностью кван- 
торов (2=,,) (& пробегает А), так как условие, что элемент х пробегает 
декартово произведение М, равносильно условию, что проекции его 1% 
независимо друг от друга пробегают каждая свое множество Мо. 
Член с квантором (38) можно представить в виде бесконечной дизъ- 
Юнкции 


ТРААЯ ов 2) 
ВЕ{оа» ..., 9} 


Отсюда ясно, что 
За (ми, .-) та) <> (та) ма. У и“) У 


(38) [В 5. &... &В -Е а & (28...) ХЕ (21, ... тв). (6) 


Вводя формулу 
68 (28, .... 28.) = (28) ХВ (26, ..., 28, 28) 


и соответствующий ей на паре А, 9% предикат 
В („В В 
В, За ао а, 


мы сможем второй член дизъюнкции (6) переписать в окончательном 
виде: 


(58) (В &... РЕ О (В, м, ., 3). 


Теперь остается аналогично преобразовать выражение 
а [г а (#4 [3 “ 
(ти) (У (т, ...у та) М > № Ув (=, °, + х У у: (7) 
Если бы было известно, что и Е о; (1-7; 7 =1,..., 9), то, согласно 
вышеизложенному, выражение (6) было бы эквивалентно формуле 


(бт (о) У. Меру (Вили 


1) ) 
т-1 т- 


и редукция была бы закончена. Чтобы свести дело к этому случаю, 
поступаем следующим образом. 

Пусть т — какое-вибудь разбиение множества / = {1,..., и} на по- 
парно не пересекающиеся непустые подмножества Гл, ..., [»,. Обозначим 
через т (а, ..., &,) конъюнкцию всех выражений &; = ох для ], Ё, вхо- 
дящих в один и тот же класс, и выражений о; -Е а» для ], Ё, взятых 
из разных классов Г1,..., Г»,. Так как дизъюнкция формул т (9, ..., 9»), 
составленных для всевозможных разбиений т, тождественно истинна, то 
формула (7) эквивалентна дизъюнкции формул 


т (91, ..., бо) & ет) (УГУ... У У). (8) 
Пусть т = {1,,..., 1%} и Г; = {аль ..., 4}. Полагая 
В А ИИ 
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мы сможем формулу (8) переписать в виде: 

т (ол, .-., а) & (ти) (21% У... М ая). 
Если среди аа, ..., @а, есть совпадающие, то первый член этой фор- 
мулы, а вместе с ним и вся формула ложны. Поэтому преобразование 
зторого члена формулы можно вести в предположении, что @,, ..., “ал 
различны. Согласно предыдущему, в этом случае второй член эквива- 
лентен выражению 


81, В: В: В 
(ит: а у А в 2. Аа в НЙ (В; = ма). 
те формулы 
СВ (26, .. 28) = (2:1) 2 (а... 28, и) (@=1,.::, Й) 
и соответствующие им на А, 9% предикаты 
С 


мы сможем переписать выражение (8) в окончательном виде: 
т (ал, ...› 9) & И и-ы (ба, Я, ...› 2т) У... М Чь (@а» а, --- Ят). 


Итак, проведя все указанные редукции, мы из формулы % получим 
эквивалентную ей на 9% формулу вида 


(Ол) ... (01) % (м, ...у 0, Т1, ...) т), 
где Я, выражается с помощью операций -, \, & через выражения вида 


Ор == И 0), (жд, Жи, сн тур). На множествах А, 9 предикаты 0, свя- 
заны зависимостями 


Пес 6 (ав) 


где 6, выражаются через 6%, а следовательно, и через Эр, что и тре- 
бовалось доказать. 

2.2. Рассмотрим ряд следствий, вытекающих из теоремы 3. Прежде 
всего исследуем более подробно тот случай, когда заданная формула $ 


является замкнутой. 
Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 3 формула % является 


замкнутой. Тогда соответствующая формула 


о == (Ола) 4% (0, и) о’ (ол, ...) ,) 


замкнута и содержит лишь одночленные предикатные символы Т.(%), 
помимо знака равенства. Для каждого отображения &— №. («6А) и 
каждой системы формул % соотношения (5) делают Т. (а) одночлен- 
ными предикатами на А и тем самым обращают А в модель \ (А) = 
— А, Т,, ..., Тз>. Если отображение и — Эа рассматривать для части 
ВСА, то соответствующая модель %(В) будет подмоделью модели 
(А), а эквивалентность 


$ <> (014)... (0,4) 9° (а, ..., 4+) 


будет иметь место и для регулярного произведения ПЭ\ (ВЕВ) в том 
смысле, что левая часть вычисляется в 9%, а правая — в (В). 
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Действительно, согласно теореме 3, значения Т.(®) для каждого 
фиксированного & однозначно определяются моделью Э\, и заданными на 


ней формулами Хх и не зависят от 9» для В-Е а. А это и значит, что 
У» (В) будет подмоделью % (А). Последнее утверждение следствия. непо- 
средственно содержится в теореме 3. 

Условимся систему подмножеств {А;} произвольного множества А. 
называть локальной системой в А, если каждое конечное множество 
элементов А содержится в подходящем подмножестве, принадлежащем 
данной системе. | 

Следствие 2. Пусть заданы регулярное произведение 9% моделей 
У. («6 А) и локильная система {А;} подмножеств множества А. Если 
какая-нибудь замкнутая формула УИП истинна на каждом произведении 
13% (ВЕА,;), то она истинна и на ЭХ. 

В самом деле, для заданной замкнутой формулы % строим соответ- 
ствующую формулу © с предикатными переменными Т.(&) и модель 
(А). Согласно Г. Беману ('), формула ©, как формула с одночленными 
предикатами, эквивалентна формуле сколемского вида 


ета (Чао но (9) 


По условию, эта формула истинна на каждой подмодели %(А;) мо- 
дели % (А), причем подмодели У(А;) образуют локальную систему [в 
$ (А). Отсюда следует, что формула (9) истинва на %(А) и, значит, 
формула № истинна на 93%. 

Из следствия 2 известным путем приходим к утверждению: 

Пусть К — аксисматизируемый класс моделей, 9% — регулярное произ- 
ведение моделей З. (« ЕА) и {А;} — локальная система подмножеств в А. 
Если каждое произведение ПЭЖв (ВЕ А;) принадлежит К, то К принадле- 
жит и произведение ЭХ. 

В частности, если аксиоматизируемый класс моделей К содержит 
правильные произведения фиксированного типа любых конечных систем своих 
моделей, то К содержит и правильные произведения любых бесконечных 
систем своих моделей. 

Как уже упоминалось, все эти следствия для случая, когда регу- 
лярные произведения являются ‘прямыми, указаны Р. Воотом (3). В ка- 
честве проблем они были сформулированы Ю. Лосем (“). 

Для иллюстрации рассмотрим пример из теории АМ-, В1-и 7-групп 
[определения см. в работе (3)]. В статье (5) показано, что классы этих 
групп аксиоматизируемы. Кроме того, известно, что прямое произведе- 
ние двух групи какого-нибудь из указанных классов есть группа того 
же класса. Из приведенных выше утверждений об аксиоматизируемых 
классах непосредственно получаем, что полное прямое произведение лю- 
бого числа ВМ-, В|[- или #-групп есть группа того же типа. 

Это обстоятельство явно, по-видимому, не отмечалось, хотя теоре- 
тико-грунповое доказательство его также не представляет трудности. 

2.3. Теорема 3 позволяет без дополнительных вычислений распро- 
странить теорему А. Мостовского (7) о разрешимости прямых степеней 
разрешимых моделей на регулярные степени разрешимых моделей и, 
частично, на регулярные произведения. 
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Пусть задана замкнутая формула УИП 3, истинность или ложность 
которой нам требуется установить на регулярном произведении 9 мо- 
делей Э\, («6 А). Согласно следствию 1 теоремы 3, мы можем найти 
формулу Я с одинарными предикатными символами Т. (%), в определен- 
ном смысле эквивалентную $. На основании упоминавшейся теоремы 
Бемана ('), формула Э может быть приведена к дизъюнкции формул 
вида 
(Зо)... (Ни) (ое, Е а, & ... в, Е а, «Ге (а) & ... &То, (%»)) & (&) И (*), (10) 


где И (а) — конъюнкция формул, имеющих вид 
Ты (©) аа: м Тур (а) (=х, == = 1: 


Для простоты предположим, что рассматриваемое регулярное произ- 
ведение правильное. Тогда для каждого Т.(*) мы сможем написать 
замкнутую формулу %. (< =1, ..., $) такую, что значение Г. (4) совпа- 
дает со значением формулы %, в модели 5,. Из вида формул (10) 
непосредственно получается 

ТЕОРЕМА 4. Пусть 9} — правильное произведение моделей Э («Е А) 
с предикатами Ру, заданное некоторой системой формул (4). Тогда для 
каждой замкнутой формулы УИП $% с предикатными символами Р., фи- 
нитным процессом может быть построена конечная система формул 
3,, ..., ЖЗ, таких, что истинность % на 9% будет равносильна истин- 
ности финитно конструируемой формулы, составленной лишь с помощью 
операций &, МУ, - из высказываний вида (1): «среди сомножителей суще- 
ствуют такие модели Эа, ..., Э\„, на которых соответственно истин- 
ны формулы Фв,, ..., Фв„ и, сверх того, о, + у, ..., би, Е ви. 

В самом деле, согласно (10), истинность $ равносильна истинности 
подходящей финитно конструируемой формулы, составленной из выска- 
зываний вида (1) и высказываний вида (й): «60 всех сомножителях фор- 
мула в истинна». Так как теперь, помимо операций &, \/, допускается 
и операция отрицания, то вместо высказываний вида (й) можно брать 
их отрицания, имеющие вид (1). 

Из теоремы 4 вытекает такое уточнение следствия теоремы 3: 

при заданном типе (4) правильных произведений для каждой формулы УИИ 
ФЗ можно найти такое натуральное п, что если % истинна на произве- 
дении любых п моделей из произвольной заданной системы моделей 
УХ. («ЕА), то В будет истинной и на произведении всей этой системы 


моделей. 
Модель 9% называется разрешимой, если существует регулярный ал- 


горитм, позволяющий для каждой замкнутой формулы УИП % решить 


‘вопрос об истинности или ложности % на 9%. Из теоремы 4 непосред- 
‹ ственно получаем 


Следствие. Любая правильная степень разрешимой модели разре- 


шима. 
Действительно, если все перемножаемые модели изоморфны некото- 

рой фиксированной модели 9,, то указанные в теореме 4 высказывания 

вида (1) приводятся к высказываниям вида: «формулы %в,, ..., Фв„ истин- 
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ны на 9%, и перемножается не менее Ё моделей». По условию, все такие 
высказывания разрешимы и, следовательно, разрешима и рассматривае- 
мая степень модели №. ` ©88 

Во введении было указано также, как с помощью теоремы 4 можно 
получить и случай Р. Воота, когда в рассматриваемом произведении 
П9%. для каждого сомножителя имеется бесконечное число ему изоморф- 


ных других сомножителей. 
Поступило 
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С. М. РОЗИН 
О НУЛЯХ Г-РЯДОВ ДИРИХЛЕ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе оценивается сумма характеров по модулю, равному степени 
простого числа. Для Г-рядов Дирихле оценки роста модуля и области 
нулей получены с постоянным р. 


Введем ряд обозначений. Пусть р— простое число > 2, п — нату- 
ральное число, 2 = р", Х — первообразный характер по модулю ДО, с;— 


некоторые положительные постоянные. 
1 


ТЕОРЕМА 1. Пусть (ет) > 13. Тогда для любого п > п, при 
3 
2("1юЕ®) - 
>р справедлива оценка 
1 
обла, : —(п1овт) 4 
Ух (2) < ЕР 
Х=М 


Доказательство. Используем метод Н. М. Коробова (2). Разо- 
бьем интервал (1, п) на части длиной А -- 1: п=3(Ё - 1) —г, где 


1 «< А-+1, А= р ЖЕ 
(п 108 п)* —{п10овп)* 


Далее, разобьем интервал (М, М -+/—1) на части длиной р?" (это 
возможно, так как $ >г. Действительно, 


п 2% п 4 
О Е т И ие 
(п 106 п) 4 — (п 108 п) 4 (п 105 п) “ 


1 
= 1 
2 == 


442 < 16 (таят) < 16п * < п, 5 — Е 


Мы получим: 
| =. р" - В:, 
| где 0 < А, < ОЕ а. $ 

Таким образом, 


М-—1 


Хх хф=Х Я хФф-в, <! 


дам  р28—г 
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Далее, 
М-+Ь—1 
У х(=) < 5+ ре (1) 
$ «фм . 
М; р28—1 
15| = шах] 2, х (2) |. 


Пусть |5,| достигаег своего наибольшего значевия при № = М.. 


Тогда, применяя результаты, полученные А. Г. Постниковым в работе 
(3), имеем: 


_&-+ М, = 2: + р, 
ге 1 ар —1, О < р” —1 и 
шв (2 -- М,) == 14,2, - Л (р—1)/(2. 5) (шо р” (р —1)) 


при 2,2, ==1 (шо4 р”). 


Следовательно, 
2—1 2тит 11а „@&-\,) р8—г—1 этатА Их за) х:) 
в Е — 
| Я те | ре ев = |5, |. (2) 
х=0 х.=0 
Так как 


25—1 


р и 
5 (2,23)° +... 


1 (7,25) == в — 


+(—1)' (= 15)" (то4 р"), 
з тА] (тута) 
то старший коэффициент многочлена отт имеет вид р 


(6, р) =1. 


Воспользуемся оценкой И. М. Виноградова (!), которую при А >12, . 


0 | 
ак = т = и и Р<4к <РЕ\ можно легко привести к виду: 
К 


Е | м 1 Е 
| У А Е ) 0 105 "р — дп 108 п. 
х=о 
Действительно, 
1 
4 
п п 
а 
(п 10ое п) “— (п 108 п) 4 
а в сумме 5, имеем: 
(7, 12а) 
В р, = (1) А рр ты В. 


Далее, при А > 12 
р. 
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$> тт > 1 - 1054, 108 <3— (+1) <;5-г 
и, следовательно, 
р . < р@&—2)(#—т); 
таким образом, 
, р” — ри—0е— А р" > 4к 
и; значит, 

Р<4к<Р^№". 
Мы получаем: 
55| < ров (1— вое) = (3) 


Объединяя оценки (1), (2) и (3), находим: 
М-Н—1 8—г—(зк 108 К) _ 8— (0-3 108 К)* 


| 2 х (2) < 1 р2—г р эк? 108 К зи р2е— < 1.р Ка 108 К р ре | 

Так как 
° 1 
8<—— = +4 < я — (п1ов п)“ +1, 


я 
4 


то при "> 1> та 108 п) “ имеем: 


з кв 2 
р— а . р?” 108 п) а — — (п 10Е п) Ч еь 11. „р 108 п) 4 (4) 
Далее, 
а о а. 010 
(п 108 п) 4 —(п ор п) 4 (п 108 п) * (1 — 10-4) 


п> 64 (1 — 10-1) #41083 > 63,97 411088, 5> 14 ^ > 59,04 (#108 №). 


Но 
& + 1 - (3% 108 #}з < 27,01 (Е 1ов №}. 


Следовательно, 
$— [4+1 - (3105 А)3] > 32 (#105 №}, 
т.е , 
_ 8— (И (88 108 К)» Е 108? К 
Ук? 108 К 9 
Р <Р 
Далее, 4 
п АА нь М 
#> 8 => в (ыя) ь 
(п 108 п) 4 — (п 108 п)“ 


41 4 
105 > (+— хоп + 108 п — 1.108 ов п + 108 45 > (+ —^)106п 


3 41 
4+ 108 105п — 108 15 


т . Если п > п, то получим: 


при Х > 


0,75 108 16,2 + 102 12 — 1ов 11 
ты Ри 


Положим Х = 0,1345; тогда +— = 0,1155 и 
10рй > 0,1155 105 п, 1087 > 0,01334 105? п, 


2 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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1 


: 4 
м ( п ) 102 п = 


32 
210" > 945-105 (Топ 


: т 
РН (плов) 105 п > (п1ов п)“ +1. 


Следовательно, 
1 Ы. 


4 — 10 п) 1) — (п 108) “ 
< р-р < *Р | 
Объединяя оценки (4) и (5), получаем: 
м+-—1 
У х(2) 
х=М 
Так как сумма характеров периодична с периодом р", то случай 
Е 
[> р" -{ р" 108 ")* можно не рассматривать. Если же р<Е< р + 
з 
+ р? 108") 4“, то при п> п, 
м+Ь— 3 
я (2) | < ро а а 
х=М 
Таким образом, теорема 1 доказана. 
Пользуясь теоремой 1, оценим хорошо известным методом рост 
у р ор р 
модуля и область нулей Г-ряда. 
‚ ТЕОРЕМА 2. Для произвольного в > 0 при п-» со и 10овр=с, в об- 
1 


292. к 
5 К 108 


(5) 


1 1 1 
< р- т = - 1. р- (п 108 п) 4 < 1- рп 105") 4 


в и 
4 4 


<1:р- 1059 к 


ласти 228 >1— 


108 


: ‚|2 | < с» справедлива оценка: 
——» += 
4 


тои += 
16 (5, х) |< 105* РБ. 
Доказательство. Обозначим 
Е 
т 1 ‚ М= р 1084. 
ее. += 
ю;“ Ш 
Преобразуем оценку суммы характеров следующим образом: 
м1 2 1 
ЕЯ 4 = 
х х (2) | < ен: ыы. 


х=М 


Очевидно, 


ва у 5 У %(з) 
Е - Хх (2) №<х<и __ м«х«МЫ—1 
(5, а ео ) 9 (2№)* | 


2м 
Пусть 2 >2>1— 1, | |< с. Тогда 


1 3 
ва ВЯ Е 
—(п1 Е\ 
[2 (5х) |< у о маньь МЕТ . 
х<М— о и?— (м — —т 
2м 
Далее, 
ай 
1 1. и 3. 


у Ут 4 2т 4 
'[ ($, < р" ав м М" 
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1 . 
(так как 1<—, при п> п,). Подставляя значения № и 1, получаем: 


2.4 


т 
а 1 з 


Л Е 4 р опа 
М < 1 : р" — (№10 п) № п 
Таким образом, 


8: 
4 


<1 при п > п. 


1 а 
(< = 08° р, 
что и требовалось доказать. 
5 
Результат теоремы 2 верен и при 10вр<е—^ О. 


1084 
ТЕОРЕМА 3. Для произвольного >00 при п->юи 10вр=е, 
[. (5, х) не имеет нулей в области 
Пе ве 
о. 108 105 р 
Доказательство. Пусть В 1 — нуль [.($,) © |1 | < са. Будем 


считать, что он лежит в верхней полуплоскости. Рассмотрим точки 
: р 1 
50 =6 + М и $ = +28, где 1+ т < в, <2 (точнее с, будет 
рав р 
определена ниже). Около точек $ и $, опишем круги радиусом 


`-=———__. Оба круга лежат в. области 
ОЕ ре, [| < 24 +1. 


Используем теорему 2. В круге |$ — 55 | <т 


Т, ($, Х) о 2 
т ® В сев" * | ‘ру - < с. 108* О. 


В круге |$— $ | <лт 


Т, (8, Х2) 


2 
Тв’, 0) | <“ п" т т на со №8 2 


П=1 


Применяя лемму работы (“), находим: 
з 
Г! (во +, Х) НАЯ 
го бТеа 261% р 1юё 108 2, 
то 


я если В > <, — з . 


- = 
2102 “570 


з 
Т/ (во + 21, Х?) а : НИ 
— Ве еЕОНй < с, 10 р.10о5 105 р сев 


Ч 


Пусть В>— —_—. Известно неравенство: 
+ 
21054 "р 
6’ (0) Г! (в + И, Х) Т/ (во + 2, Х) 
ПЕ. С (60) и Г (во +1, Х) и Т, (во + 21, х2) =. 


9* 
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Так как при в, ->1 
р ео 
6 (во) в —1'’ 


то мы имеем: 
"(в а 
ы #- 6—1’ 
где при с, —1, близком к нулю, а можно сделать достаточно близ-. 
ким к 1. 
Мы получим: 


ы 
3 т 4 
= + 50102“ ВБ.108 т ы 


—В=>0, 
%° —В > И, 
те ею 108“ ор 
1 а) 
За 5 Не 


4 
4—1) + 4 < 108 2.105 105 р 


3 

ЗаееЬ о 

1 — 4 — ов —1) 10“ р.1о5108 р 
И 


з 
За 5 ре 
“(6—1 + “о 108“ р.108 108 р 


1 
а” ' 3 


НЕ 
40 сь108“ Ш.108102 р 
Тогда 


32 Е: 1 
® 
155 тт а +* 


Е — 
1 1 108“ р.-10о8 1022 1240 с 105“ р.105108 р 


1 
Пусть теперь В < 9 — ——. Тогда мы снова получаем: 


ее х 
ос 


1—в> 


1 4. 
а а. 
и т) о 
2105 р 4050106 р.1ор 105 р 108 р-108 102 р 
Теорема доказана. 


Приношу глубокую благодарность Н. М. Коробову и А. Г. Постни- 
кову за ценные \консультации. 
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ся до-шин 
О ПОЛУНОРМИРОВАННЫХ КОЛЬЦАХ С ИНВОЛЮЦИЕЙ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучаются полунормированные кольца с инволюцией и 
обобщаются некоторые теоремы Гельфанда, Наймарка и Райкова для нор- 
мированных колец. 


$ 1. Введение 


Пусть А — линейное топологическое кольцо с единицей е, в котором 
сопология определена (счетным или несчетным) набором полунорм 
2 |а, «6%. Мы предполагаем, что для |х|. выполнены условия: 


[|= 20, [уха ув, |2. = || |2 
‚с — комплексное число) и 
ТУ «За | У. 


Ютметим, Что из |7| =0 не обязательно следует х = 0, однако если 
№4 =0О для всех «6%, то х= 0. Такое кольцо В будем называть 
волунормированным. Мы можем заменить нормы кольца эквивалентными 
вормами такими, что |е |, = 1; в дальнейшем мы всегда предполагаем, 
пто |е|«=1 и Кольцо В полно, т. е. В есть полное топологическое 
тространство. 

Кольцо называется симметричным, или с инволюцией, если в А опре- 
«елена операция х->1° (она называется инволюцией), обладающая 
пледующими свойствами: 

а) (2-Е ву)" = №" - ву’, 

6)" =; 

в) (2у)* = у". 
Обозначим через 9 пространство всех максимальных замкнутых` 
идеалов [кольца А, через 9. — пространство идеалов М в 9% таких, 
то |2 (М) | <|=1|. для любого 26 В; тогда 


3 = Ц 9. 
а! 


Очевидно, понятие полунормированного кольца есть обобщение по- 
‘ятия нормированного кольца. Нормированные кольца с инволюцией 
ыли подробко изучены в работах Гельфанда, Наймарка, Райкова 

Шилова. Оказывается, что в случае полунормированного кольца 
озникают новые особые трудности при попытках обобщить известные 
я случая нормированного кольца результаты. 
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В этой работе доказывается ряд теорем (они сообщались в заметке ав- 
тора (®)), являющихся обобщениями соответствующих теорем Гельфанда, 
Наймарка и Райкова. 

В $2 устанавливается, что на полном счетно-ноермированном кольце 
(т. е. кольце со счетным набором норм) с непрерывной инволюцией 
каждый положительный функционал непрерывен. Для любого полунор- 
мированного кольца это утверждение, вообще говоря, неверно. 

В $3 показывается, что каждый линейный положительный функционал 
(хотя бы и разрывный) на полном коммутативном кольце можно представить 
интегралом по некоторой положительной конечной мере на компактном 
множестве пространства всех (не обязательно непрерывных) симметрич- 


ных или вещественных (т. е. таких, что 2’ (М) =х(М)) мультиплика- 
тивных функционалов на К. 
В $4 находится необходимое и достаточное условие для того, чтобы 


полунормированное кольцо с непрерывной инволюцией было вполне. 


симметричным (т. е. таким, что для любого ЕВ существует (е -{ х°х)"). 
В $ 5 выводится условие, необходимое и достаточное для того, 


чтобы полное коммутативное кольцо было вполне изоморфно кольцу 
С (%} всех непрерывных функций на пространстве 9Х. 

В $6 получено представление полунормированного кольца в кольце 
операторов (не обязательно ограниченных) в некотором гильбертовом 
пространстве. 

Автор выражает благодарность И. М. Гельфанду, Д. А. Райкову 
и Б. С. Митягину за помощь в настоящей работе. 


$ 2. Положительные функционалы на кольце В 


Линейный функционал } на кольце А с инволюцией называется 
положительным, если для любого хЕВ }(1*2) >0. Гельфандом и Най- 
марком (*) было доказано, что каждый линейный положительный функ- 
ционал на полном нормированном кольце с непрерывной инволюцией 
непрерывен. Вообще для произвольного полного полунормированного 
кольца с непрерывной инволюцией это неверно: Майкл [см. (?), стр. 49] 
построил пример коммутативного несчетно-нормированного * полного 
кольца с непрерывной инволюцией, на котором существуют линейные 
положительные разрыввые функционалы. Мы докажем следующую 
теорему. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть В — полное счетно-нормированное кольцо (т. е. 
кольцо со счетным набором норм) с непрерывной инволюцией. Если } (т) — 
линейный положительный функционал над кольцом В, то }(т) непре- 
рывен. 

Доказательство. Мы можем предполагать, что |521 |2 <.... 
Пусть ](2) — линейный положительный функционал над кольцом В, 
и пусть ](е) =1. Если }(2) разрывен, то существует последовательность 
т, ЕВ такая, что х„->0 по топологии в Ви 1 (5,) \>0. Положим 


ша |7 (2) | > => 0. 


ее ЧР ЕАЕНЕИ 
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3 силу того, что 


[1 (2) | ЗИЛ (2, , 


тмеем: 

Пи } (2% 2) >> =. 

п-—>со 
Тусть 

т т. 
Ув = +; 
(2 2») 

огда 


У = Уп, У, — 0, (у) =1. 


Обозначим № (2) = тах (|5 |ш, 1) дляхЕ А. Так как у„->0, то из по- 
ледовательности у„ можно выбрать подпоследовательность 2», п =1,2,..., 
акую, что 


О» = М» (21) - (М» (22) Е (М (23) + +. + (№» (2и—1) м | 2:2. овес 
(М (о) + (Мб) + М) д + Мы 0..9 <. 


(2.1) 
Гостроим в кольце К элементы 


№ = 21 + (25 + (28 +. + (4+2)... = Р, (21...32). (2.2) 


‚ак как ^„—^Х.- многочлен от 21,...,2. © положительными коэф- 
ициентами, то 

По — №м— в < Ра ([21 [п - - -› [2 |") — Ри (| 21 [из - + > | 2—1 [п) < 

м 4 

с Ра (М, (21), . - -› Ми (вил), | 2 |1) — Ра-ь(М (21), + + „Ма (2ьа)) = О» < 5" * 


(2.3) 
чачит, последовательность {^„} сходится в кольце В к некоторому 
иоменту х1, причем хи = х:. 

Пусть 
К = 28 (28+ (м... + (2—1 + 22)?...)". 


залогично неравенству (2.3) можно получить: 


о — 0, |, «М, (24) + (Мн (3) + ---- (М» (выл) + |2 в...) — 


— 4 (2) + (Мы (аз) + + (Мы (ва) Е Мы (а...) = 


1 
Е. <. > 


Ра ет (=1),..-, М (2—1), [п з) + Рае (21), ..., М (21) 


98 
как М, (2)>1. Поэтому существует элемент Хх. 6 Е такой, что 
м хз = х.. 


| ь 
Ксилу того, что № = 21 + А имеем 71 = 21 -| Х2. Продолжая процесс, 
| получаем последовательность {Х"} в кольце В такую, что 


У =5.2т. Е Жи _ 8 == 4, 2... 
Хт = Хм. 
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Таким образом, / (2) > / (хм)? и 


1%) = 1 (24) "1 (0) > 1 + ДО = А+ (1+ 108) > 
>1+(1 +10) >.-->А+А-ча+. +4 +/ (т)... т 


для любого т. Но это невозможно, следовательно, функционал }(5) не- 
прерывен. Теорема доказана. 


8 3. Положительные функционалы на коммутативном кольце В 


Пусть А — кольцо с инволюцией. Линейный функционал /(7) над 
В называется вещественным (симметричным), если при ЕК 


де 
1 (2") =/ (2). 
Обозначим через 9 пространство всех линейных вещественных муль- 
типликативных функционалов на кольце А. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть В — полунормированное кольцо с непрерывной ин- 
волюцией. Если `](т) — линейный положительный функционал на кольце К 


и ] (е) =1, то существуют бикомпактное множество ; пространства 9% 
и единичная положительная мера № на %; такие, что 


12) = \= (М) ар (М) при 26. (3.1) 
э, 
Эта теорема есть обобщение соответствующей теоремы Гельфанда и 
Наймарка для нормированного кольца [см. (1)]. 
ЛЕММА 1. Пусть А“ — кольцо всех целых функций и комплексных пе- 
ременных 11,..., 2и, и пусть в этом кольце определена инволюция 


ф* (2. 2%) == Ф (21, е* зу 2р) , 


где ФА”. Если / ($) — линейный положительный функционал над А”, 
то существуют ограниченное множество %, на п-мерном вещественном про- 
странстве и положительная конечная мера ш на %№, такие, что 


1(Ф) = (ль, о 2в) 44 (21, .- 5 2в) (3.2) 
эт, 
для любого. фЕА”, причем мера ци единственная. 
Доказательство. Введем в А”) счетный вабор норм 


[Фи = з%р |$(21,..- 21) |. 
<" 


Легко видеть, что А” является полным счетно-нормированным кольцом 
с непрерывной инволюцией. По теореме 1, функционал /(ф) непрерывен 
на А”). Поэтому существуют число т и константа с такие, что 


[7 (Ф) | <3е |. 


Пусть А®— пополнение кольца А”) по норме |Ф|". Тогда А® явля- 


ется нормированным кольцом всех функций, аналитических при |2,| «< 


<т, у=1, 2...., п, и непрерывных при |2,|<«<т, у=1, 2,..., п, Мно- 
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жество |5,| <т, у=1, 2,..., п, где т, вещественно, является множест- 
вом всех симметричных (вещественных) максимальных идеалов кольца 
А”. Так как функционал 7(Ф) непрерывен по норме |ф| и, то его мож- 
но продолжить на все кольцо А”. Следовательно, ] является положи- 
тельным функционалом кольца А. По теореме Гельфанда и Наймар- 
ка (1), 
19) = (9 (2,,..., 2) 4 (в... 2), 
р 
‚ где 9% „„ — компакт вещественнного пространства, а и (т1,..., Х„) — конеч- 
’ная положительная мера на „. Единственность меры может быть лег- 
‚ко доказана. 

Доказательство теоремы 2. Пусть В — кольцо всех самосопря- 
женных элементов в кольце А, а х,, ВЕВ, — линейный базис в кольце 
В (5 =е, В — множество индекса). Предположим, что }(е) =1. Каждому 
8>0, ВЕВ, поставим в соответствие одномерное пространство Ев.” 


Пусть Е= г Е; — произведение пространств Ев. Рассмотрим иЕЁ как 
в>о 


‹ линейный функционал над А, полагая и (тв) =ив (ив—В-я координата и) 
‘и и(е) = 1. Тогда < Е. 
Если $ (21,..., 22) 6 А”, ЕВ, у=1, 2,..., п, ОИ 


дит 
Ф (21,..-, 2%) — я @х,,.. „кп 2: 2 ’ 


'то ряд 
| к 
ре 


(сходится по топологии кольца К к некоторому элементу в А. Обозна- 
‘чим этот элемент через ф(7%,,.., тв,). Тогда 


$° (7в,›.--, в„) = [Ф (2в,,.--› в»). 

1 Пусть Ав,,...’в„— кольцо всех элементов ф (хр,,..., 2в,), ФЕ А". Функци- 
‹онал / (т) положителен на кольце Ав,,...,в„. Так как”кольцо А”) гомоморд- 
но кольцу Ав,,...; ви» то, по лемме 1, существуют замкнутое ограни- 


|ченное множество В)в,,...,в„ в пространстве Ев, х...'Х Ев, и положи- 


|тельная мера на ВЬ,,..., в, такие, что 


Г (ар-. ть.) = | Фив... мо.) ар (иво... ив,) 
Вв,,..., Въ 


| № (Вв,..... ви) = 1, 
так как / (е) =1. Легко видеть, что существуют 4» ВЕВ, В > 0, такие, 
что Вь,,....в„ принадлежит множеству 
” | ив, | < Чв,- 
усть О — множество тех и, которые удовлетворяют условиям 
[ив | < Чв 


Тогда Р бикомпактно по слабой топологии. Так как мера 4 на мно- 
кестве Вр,..."вй единичная, `то, по ‘теореме Колмогорова ($), существу- 
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ет мера {4 на ДО такая, что 
1(® (явь: 2в,)) = | Ф (иво. ив) Чи (и). (3.3) 
Ь 
Пусть Яв,›....в„ — проекция множества УЙД на пространство Ев, х - +. 
...ЖЕв,. Покажем, что мера и на Вь,,....в„ сосредоточена на множе- 
стве Эв,,...,вщ. 


Пусть 
тра = У ба, 

КВ 
Обозначим через в’ множество тех ие ЕЁ, которые удовлетворяют ус- 
ловию 

к 
ИвИв’ —= У вв’к. 
Тогда 
ЭХ == П в». 
ВВ”ЕВ - 


Из (3.3) следует, что 
0= 7 ((двеь, — У 5век)?) = \ (при, — Убвв ар (и), 


р 
поэтому 


и(р— О вв.) = 0. (3.4) 

Пусть 9%, = Р Пе; тогда 9%, с 9% и бикомпактно. 
Предположим, что 9)... „— проекция множества О 45, на нро- 
странство Ев, Х...ХЕвз,; тогда 90° „С Вь, ‚...ви И Поэтому биком» 


пактно. 
Мы знаем, что в, ,..., в, С ВБ,,....ви И бикомпактно. Значит, 


„В 


88’ 


а, *** Ви ©= Ч вл 


Пусть От — последовательность замкнутых множеств таких, что 
со 
|9) О®=Вв, + Ви —— 5, ›* Вт. 
лт-==1 


Пусть, далее, Ом — множество тех элементов и@0, которые уяовлетво- 
ряют условию (ив,,....ив„) @О„. Так как 


9» П \, Ва — 6, 
то 


Гб) БЛ в, = 6. 
0 1 вв’ = 


В силу (того, что множества О„, ДЖ бикомнактны, существуют 
Вы Воть, Ви» = такие, что 
т 
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Из (3.4) следует, что и (От) = 0, т =1, 2,..., следовательно, 


Г (5, 0, ыВо 


и 


В (Ввн.:вх — ры а,) = 0, 
Из (3.3) имеем: 


Г (арь-.а,)) = (ив. шьи) аж (и). 
м, 
Теорема доказана. 

Отметим, что в доказанной теореме не обязательно предполагать 
кольцо полунормированным. Легко видеть, что теорема 2 верна, когда 
В есть коммутативное кольцо с единицей и инволюцией (может быть, 
без топологии), которое удовлетворяет следующим условиям: при фиксиро- 
ванных элементах 21,..., 2.6 В каждой функции фе А” соответствует 
элэмент х,6А такой, что т, =1, и 


* 
Те, = Ту, -- Я» Фо, = ЯМ, Фъ= Су, Жо == 9. 


Следствие. Пусть ВЬ— полунормированное кольцо с непрерывной ин- 
волюцией. Если все вещественные мультипликативные положительные фун- 
кционалы на кольце В непрерывны, то каждый положительный функцио- 
нал на кольце В непрерывен. 

Доказательство. Пусть |+-.|, &69,— полный набор норм коль- 
ца А. Пусть У. — соответствующее множество симметрических макси- 
мальных идеалов — мультипликативных вещественных функционалов, не- 
ирерывных по норме |х|а. Тогда У, бикомпактно. \Гак как все веще- 
ственные мультипликативные положительные функционалы непрерывны, 
‘то: 


= 1 Э.. (3.5) 
а 6% 
По теореме 2 положительному функционалу }(2) на кольце К соот- 
`ветствует бикомпактное множество 9%; с. Ему соответствует конеч- 
ный набор множеств ЭЖ,,..., Ж„ таких, что 


< а. 
У=1 


Из (3.1) следует, что 


[7 (2)| < шах|=(М)|7(е) </(е) шах |2 [,. 
М 65, У=1,2,...,® 


(Следовательно, функционал }(х) непрерывен. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть В — полунормированное коммутативное кольцо с 
‚непрерывной инволюцией*. Пусть Э)\— пространство всех вещественных 


* В полунормированном кольце с непрерывной инволюцией мы можем полагать, 
что |=*°|.=|2|. для а 63, так как набор полунорм | | =1ах (| 2" |«, |2 |«) опре- 


делит эквивалентную топологию. 
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мультипликативных функционалов и д, — множество всех непрерывных 
_ функционалов из’ №. Тогда УЖ, плотно в 9%. 

Доказательство. Предположим противное: пусть М. ЕЯ — № и 
71...26 В таковы, что в окрестности точки М 


х,(М) —т,(М)|<е®; °у=1,.2,..., п 
не существует М 6. Пусть _ 


ж = У (2—1, (Мо) с)" (2, — 1, (Мо) е). 
У=1 
Тогда при М 6% и (М =0 


(М) = У (М) — = (М> (3.6) 


У=1 


74 


Покажем, что если М — замкнутый максимальный идеал ((не обяза- 
тельно симметричный) в К, то 4% (М) Е (—=?, =?). 

Пусть 25 (М) вещественно и пусть В‚,— минимальное замкнутое сим- 
метричное подкольцо кольца А. Так как идеал М замкнутый, то суще- 
ствует норма |х| на А такая, что|х (М) |< 2. 

Пусть А., — пополнение кольца В,, по норме |х|«. Так как = то 


и т, (М) вещественно, то в А,, существует мультипликативный вещест- 
венный функционал М, непрерывный по норме | г |, такой, что 


| у(М) =у(М) 
при УЕК.,. Пусть В, — пополнение кольца В по норме |х|а. Очевидно, 
Во. — нормированное кольцо с непрерывной инволюцией и А,, — замкну- 


тое симметричное подкольцо кольпа Ка. Функционал М можно продолжить. 
на все кольцо В. с сохранением вещественности, непрерывности и муль- 
типликативности. Следовательно, М 6 9%. 
Из (3.6) следует, что 
1, (М) = =(М) Е (— 2, =). 


По теореме Майкла [см. (?), стр. 18 — 19], если для любого замкнутого 
максимального идеала М х(М) = >, то (№е—х) 1 существует, следова- 
тельно, когда ^6(— *, =?), (Х№е— х) 1 существует. Поэтому существует х 
и мы имеем: 

1—1 (М) =(Мо) =е(М)=1. 


Но это невозможно. Значит, №, плотно в 9%. 
Следствие. Пусть В — полунормированное кольцо с непрерывной ин- 


волюцией и }(х) — линейный положительный функционал на кольце В. 
Тогда 


|272) < 1 (©) зар Вш УТ 2. (37а) 


& 91 п—со 
Если Ц коммутативно, то 


|7 (2) |< шах |2 (М) |} (е) = }(е) зар Ит У = |. (3.76) 


М [5 а 69 п- со 
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Доказательство. Если В коммутативно, то, в силу теорем 2 и 3, 


|7 (2) |< /(@) зар [#(М)| = /(е) зир |=(М)|. 
М 6% М 6 


В общем случае возьмем какое-нибудь симметричное замкнутое комму- 
тативное подкольцо кольца А, содержащее элементы 2°х. Тогда для 1*х 
выполнено соотношение (3.76), откуда следует (3.7а). 


$ 4. Вполне симметричные кольца 


Кольцо А с инволюцией называется вполне симметричным, если для 
‘любого х6ЕВ (е-- гл) * ЕВ. Райковым (3) было доказано, что полное 
‘нормированное кольцо (не обязательно коммутативное) с непрерывной 
‘инволюцией вполне симметрично тогда и только тогда, когда для лю- 
'бого ЕВ 


зир/ (5'5) = Пт УЕ ь (4.1) 


‘где верхняя грань в левой части берется по всем положительным функе 
‚цпоналам на кольце А, удовлетворяющим условию }(е) =1. 

Найдем необходимое и достаточное условие для того, чтобы полное 
‘полунормированное кольцо с непрерывной инволюцией было вполне сим- 


‚метрично. 
Из доказательства теоремы Райкова [см. (5), стр. 276] легко следует 


ЛЕММА 2. Пусть В, — нормированное кольцо с непрерывной инволю- 
‚цией, и пусть В, — пополнение кольца В;. Для любого 6 В, существует 
{е -- 2'т) 16 В, тогда и только тогда, когда для любого х ЕЁ, выполнено 
‘равенство (4.1). 

ЛЕММА 3. Пусть В — полное полунормированное кольцо с непрерыв- 
ой инволюцией. Кольцо В вполне симметрично тогда и только тогда, 
когда для любого «Е 3 и любого ЕВ имеет место равенство 


(№. (2) =) зар 7 (7) = ит Уеаут, (4.2) 


=де верхняя грань в левой части берется по всем положительным функ- 
щионалам ][«, непрерывным по норме |х|а и Удовлетворяющим условию 
Ма (е) = 1. | 
’ Доказательство. Пусть В. — пополнение кольца А по норме 
ры: Рассмотрим В как подкольцо кольца [Ва; если В вполне симме- 
трично, то для ЕВ (е-+ х'х)16В, и, по лемме’2, имеет место усло- 
зие (4.2). Обратно, если условие (4.2) выполнено для любого & и зЕК, 
го, по лемме 2, в кольце В. существует (е + 2'5) 1. Так как В нолно, 
се, по теореме Майкла [см. (2), стр. 18—19] *, в кольце А существует 
ге | 2'1)-1. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть В— полунормированное кольцо с непрерывной 
анволюцией. Кольцо В вполне симметрично тогда и только тогда, когда 


* Согласно этой теореме, если в кольце К„ для всякого © @ 9 существует 2—1, 
Ю} 271 @ А. 
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для любого хе В 
зир/ (*2) = зар НшИ [(2'2)" |, (4.3) 
а69[ п->со 


где верхняя грань в левой части (4.3) берется по всем положи темьным 

функционалам (52) на кольце В, удовлетворяющим условию }(е) = 1. 
Отметим, что обе части в равенстве (4.3) могут быть бесконечными. 
Доказательство. Если В вполне симметрично, то, по лемме 3, 


зир/ (2'5) > о (2) = зар ПУ | (2'2)" а. 
аЕ9[ п->со 
С другой стороны, в силу (3.7а), всегда имеет место неравенство 


зир / (2°2) < зар Па У|(2'5)" |4. 
а69[ п->оо 


Поэтому условие (4.3) выполнено. 
Пусть (4.3) имеет место для любого ХЕРД, и пусть 


М (2)= зар Нш У |(2*5)" & 
&69[ п->>со 


Покажем, что при этих условиях М (5) < со и (е { 5'’1)* сущеетвует. 
Пусть 
у = М (х')е— т’т. 
Тогда, в симу (3.7Та), 
1 (а’аа'т) < М (")] (2'2) 

для положительного функционала }(х). Если }(е) =1, то 

(уу) = 1 (М (2)Ре — 2М (2) 2 - (а) = 

= М (5")* — 2М (5) 1 (2'2) + 1 (ххх) < М ("8 — М (12°) } (1х) < М (2). 


Ясно, что 
в 2% 
Ци У у" = У (уу) в < зар У7(у'у) < М (=), 
ка ®,® п—оо 
откуда, при п > па, получаем: 


(ме — а < (М) +5)". 


Следовательно, ряд 


4 со М к к“ 
*„\-1 м. ( де—хтх ) 
ны М (=') + 1 р №47) +1 
сходится в А, т. е. (е + х'х) 1 существует. 

Положим, что 2 ЕВ, М (15) = со, и обозначим через В,, максималь- 
ное коммутативное симметричное замкнутое подкольцо кольца В, содер- 
жащее элемент 2, = 2. Пусть 9%, — пространство всех мультиплика- 
тивных непрерывных функционалов М на Ки =2.. Покажем, что 
20 (М) вещественно. Если 2, (М) не вещественно, то. существует элемент 
^ (— <> < ^ < ©9) такой, что 

зар |311 №2, (М)| =а> 1. (4.4) 
м6, 
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Пусть 
> аи 
Уз = эп №20 ЕЕ № а (2, )^Н; 
. у=0 
тогда 


уу, = 311? №4. 
Докажем, что 
зир/ (У5У.) < 1, (4.5) 


где верхняя грань берется по всем положительным функционалам на 
кольце КД, удовлетворякчним условию }(е) = 1. 
_ Пусть 3% — пространство всех непрерывных вещественных функцио- 
налов на А,,. Если М Е, то 2, (М) вещественно и 
[% (М) | = | (#1 №020) (М) | = | за (№2 (М)) | < 1. 
Следовательно, 
зи "у. (М)|< 1. 
ыы у\ь (М) |< 
Из (3.76) получим (4.5). 
`Так как 


в 
зир Ни У] (уу, )" |= = зир | звал, (М) | = 4* > 1, 
ав] в->со 75) 
то мы будем иметь: 
п 
вир/ (44%) < вар На Уи", 
а это, ввиду (4.3), невозможно, следовательно, 2. (М) вещественно. 
Покажем, что 22 (М) > 0 при МЕЖХ.. 


Из теоремы Бернштейна (?) (гл. 3) легко заключить, что для любого в>0 
существует целая функция 


со 


8 (2) = уз @зт- 12271, ат = 0, 


п=0 


с вещественными коэффициентами, удовлетворяющая неравенству 


8 ® — ГЕЕТЕТ | < при — 0 <{ <. (4.6) 
Пусть 
я Ве (2) 
№: (2) = 2х бот = уе й 
где коэффициенты 65„ вещественны. Положим 
Бе (№20) = Уз рт (20)? 1, (4.7) 
п=0 
Ре (о) = >) вл (ло. (4.8) 
п=0 


Так как 2. (2) и № (2) — целые функции, то ряды (4.7) и (4.8) по топо- 
логии кольца сходятся соответственно к элементам #: (и2,) и №: (25). 
Следовательно, 

Ве (ао №2 = 8 (№8). 
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Пусть и> 0, х=УИцдй. (12). Тогда 
2’ = й. (и2о) иходойе (№2) = 5 (мо) 


зир Ни У | (2"2)" [« =зар Ша Ув. (и2,)" [а = 
а п>о чип 


м в | 25 (М) | Е 
ний (м2 (М)) |< ме, Еы Ме + УЕ 2 


Значит, М (2) < ©, а для этого случая мы уже доказали, что (е - 2'5) 1 
существует, т. е. существует (е - в. (и2.))*. Таким образом, . 


8е (12,) (М) = ве (и, (М)) = —1 (4.9) 

при. М 69%, ив > 0. 
Если 2 (М,) < 0 для некоторого М, 6%, то, в силу (4.6), множество 
всех значений в. (и2. (М.)) с переменным в>0 покрывает интервал 


4 х 
(-- + =, — °). Поэтому если мы возьмем е < -., то найдется ш, такое, 


что 
8е (№2 (Мо)) = —1. 


Но это противоречит (4.9). Итак, 2. (М) > 0 при М Е %.. 
По теореме Майкла  [см. (?), стр. 18—19], (е- 25) = (е + 2х)" 
существует. Теорема доказана. 


$ 5. Представление коммутативного кольца 


В этом параграфе мы `будем рассматривать только: коммутативные 
кольца. И. М. Гельфандом и М. А. Наймарком (“) было доказано, что 
нормированное коммутативное кольцо с инволюцией А вполне изоморфно 
кольцу С (9%) (кольцу всех непрерывных функций на пространстве макси- 
мальных идеалов) тогда и только тогда, когда имеет место равенство 


ее] = |||" (5.1) 

для любого ЕД. 

Найдем соответствующее условие для полунормированного кольца. 

Определение. Мы говорим, что полунормированное кольцо`вполне 
изоморфно кольцу С (9%) (т. е. кольцу всех непрерывных функций на 
пространстве всех максимальных идезлов), если В алгебраически изо- 
морфво С (3%), причем каждой норме |х| соответствует компактное 
множество 7%, 69% такое, что 

[ты зир |2(М)|. 
М6) 

ТЕОРЕМА 5. Пусть В — полунормированное коммутативное кольцо 

с инволюцией *. Если для любого ЕВ 


5ир | 5*5 |« = эр | 2 |« зр | 5* [а (5.2) 
«691 а 691 4691 

(зир |5 |« может быть бесконечным), то 

«69 


* Здесь мы не предполагаем, что инволюция непрерывна. 
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1) для любого хи а | ха = || ха, 
2) В полно по норме |т|а, 

3) Е вполне изоморфно кольцу С (9). 
Доказательство. Обозначим 


[== - [2 |5. (5.3) 


Пусть А — подкольцо кольца А, состоящее из тех элементов 5ЕА, ко- 
торые удовлетворяют условию 


[|| < оо, [21| < оо. 


Очевидно, что |е| =1, ее Ё. Кольцо Й с нормой |х|— коммутативное 
нормированное кольцо с инволюцией, однако не обязательно полное 
Из (5.2) следует, что 

==. (5.4) 
Пусть 9% — пространство всех максимальных идеалов кольца ЙА. Легко 
видеть (даже когда ЙА не полно, как в доказательстве теоремы Гель- 
фанда и Наймарка [см. (5), стр. 208]), что В вполне изоморфно под- 
кольцу кольца С (9%) всех непрерывных функций на пространстве 90%. 

ЛЕММА 4. Если ЕВ и х! существует, то 


ев, |219“ =И (5.5) 
и 
а = [а = | 2 (5.6) 
для любого «Е. 
Доказательство. Пусть у =; тогда У’ = (7) 9=у'. Из (5.4) 
следует, что 


== 4. (5.1) 


Из того, что У+О и у 0, выводим: [у| <>, У|< оо. Поэтому 
уЕЮ, у"Е В. Так как Й вполне НЫ подкольцу кольца С (9%), то 


Ву = (5.8) 
Из (5.7) и (5.8) следует, что |у| = у’ =1. 
Таким образом, 


[ра =, 
аа" а ЗУ 22а = [272 а 


и (5.6) выполнено. Лемма 4 доказана. 
Пусть 9 и 9. — пространства, определенные в $ 1, 
ЛЕММА 5. Для любого х6ЕВ х(М)==(М), МЕЖ. 


Доказательство. По лемме 4, если УЕК и у" существует, то 
вир[у'у (14) | = Ша УГУ)" = Иш У [у = 
69%, по по 
= зар [у (90) = вар | у" (М) [. (5.9) 
Ме), ме, 


Пусть М 69... Обозначим через М” совокупвость всех элементов 2", 
х6еМ. Легко показать, что М* — максимальный идеал и 2" (М*) =х(М). 


3 ИзвестиядАН СССР, сериябматематическая, № 4 
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Пусть у=ехр^х, |\|=1; тогда У" существует. Из (5.9) следует, 
что 
[у (М°) | = [У (М) 5 и. |’ Отан [У(М) | [у - 
В то же время, 
у (М°) = ехр^х(М"), 


[у = |ехр^х [« <; ехр | |[а. 
Поэтому 
[2(М") [< [2 а, 
т. е. 


ШГ Е а. 


Как и в доказательстве теоремы Гельфанда и Наймарка [см. (5), 
стр. 208], легко видеть, что соотвегствие М —> М° есть гомеоморфизм 
в пространстве 9%. Пусть Г. — кольцевая граница Эл. Докажем, что . 
М‘` = М для всех М Е Го. Предположим противное: пусть М. = М. для 
некоторого М, ЕГа. Тогда существуют непересекающиеся окрестности 
У(М,) и (7 (М,)). Легко показать (хотя А по норме |х| не полно), 
что в А существует элемент х, такой, что | 2. (М)| принимчает свое 
наибольшее значение 

а = шах |2, (М) | 
ме, 


в У(М.) и остается «ав Я —Т(М.). Предположим, что для неко- 
торого М, Е" (М,) 


(М) =. 


Пусть у = ехру. Тогда уз существует, 


[у (М,) | = [ехр 2% (М, | = ехра = тах | у (М) | 
ме 


у (М)|<ехра при МЕЖ. —У (М.). 


Значит, функция |у(М)| = 1% (М“)| принимает свое наибольшее 


значение в (ИУ (М.))" и остается < ехра в 9% — (У (М.))". По построе- 
нию функции, 


лы У. у, (М) | = НВ у, (М) [у (М) | < ехр2а р [% (М) Р, 


но это противоречит (5.9). 

Таким образом, М”= М для всех М ЕГ.. Отсюда следует, что 
(М) == г) для М ЕГа. 

Если 1°’= т, то х(М) =5(М) в Га. Покажем, что (М) веществен- 
но в .. Предположим противное: пусть М’ Е — Га, х(М’) не веще- 
ственно. Тогда существует вещественное число Х такое, что 


[ехр №2 (М’)| > 1. 
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`А так как |ехр №2 (М) | =1 при М Е Га, то это противоречит определению 
границы. Таким образом, х(М) =х(М) в 9. и для любого уЕК 
у’(М) =у(М) в %%. 


Лемма доказана. 


Очевидно, каждому идеалу М Е соответствует идеал М 6% такой, 
что х (М) = (М) для всех х6 А. Докажем, что если М, + М,, то. М, М.. 
В самом деле, существует элемент х 6 А‚такой, что х(М,) = 0, (М,) =а, 
а>0. Пусть у= ехрх. По лемме 4, 2 =у1/"ЕЙ, и мы имеем: 
ехр(—2(М))-ехр (2(М)) = (М), #(М,) =1, 2(Мь) = ехр(—21) + 1. 

Таким образом, мы можем отождествлять М и М. 

Рассмотрим 9% как подмножество пространства 9%. 

ЛЕММА 6. Топология в пространстве 9 есть топология, индуциро- 
` ванная из пространства 9%. 

Доказательство. Достаточно показать, что для любого М, 6% 
и окрествости ИП (М.) в ЖХ существует окрестность 0 (М.) в 9% такая, 
что 

0 (М,) < 0 (М.. 
Пусть П(М.) — совокупность тех МЕЖ, которые удовлетворяют 


условию |х,(М) —<,(М.)| <= у=1,2,....т, где 11,..., т — фикси- 
рованные элементы кольца К. Для простоты мы можем предполагать, 
* 
вто 2, (М) =0 их =х, у=1,2,..., п. 
Возьмем 


у, = ехр [5 ехр(—21')], ь=уи т 
Тогда ЕЙ и 
2. (М) = уу, "(М) = у, (М) (у, (М) 1 = ехр В ехр (— 1" (М))]. 
Таким образом, существует 7 > 0 такое, что если 
[2 (М) — 2, (Мо) | = [ехр [Ёехр (— 22 (М))] — ехрё| = 
= | —ехр[ехр (— 21 (М)) —Й—1| < 1, 


то 
|2, (М)| < е. 


Пусть |й (М,)— совокупность тех МЕЖ, которые удовлетворяют 
условию |2, (М) — 2, (М.)| < 1, у=1,2,....т. Тогда 0 (Мо) есть окрест- 
ность точки М. в пространстве 0% и 

0 (М, < 0 (М... 
Тем самым лемма б доказана. 


ЛЕММА 7. Если ЕВ и НшУ |2" =0, то |2 =0. 


Доказательство. Пе и 
у = 22`— —е= (е-4 #) (е— 11") 1 —е. 
Тогда, по лемме 4, уЕВ и для любого МЕЖ, 
у (М) = (1 + =2(М) 2 (1—= (М): *—1=0, 
3* 
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Пт у Уи =0. 


п-+ со 
Если лемма верна для любого уЕЙ, то |У|. =0. Так как 
(1—2) =у(е— т), 
то |5—2'=0; аналогично получим |2-- 2’). =0, значит, [та | = 0. 
Поэтому достаточно доказать лемму для случая тЕВ. Мы можем 
доказать больше: если хЕЙ, то 


|2 = зар |2(М)|. 
ме: ° 


Действительно, пусть Й — пополнение кольца В по норме |2||. Тогда 
Й вполне изоморфно кольцу С (00. Так как [22|], то мы можем 
продолжить полунорму |х|« на все кольцо Й. Пусть Г[«— совокупность 
элементов х6А таких, что |2 =0. Тогда 1. —замкнутый идеал коль- 
ца Й и существует компактное множество 9) < 9% такое, что В/1а 
вполне изоморфно кольцу С (9%.). Для уЕ1. | -уа=|т|а, поэтому 
|12|& можно рассматривать как полунорму в кольце В В силу теоремы 
Гельфанда и Наймарка [см. (5), стр. 279, теорема 1], 
|[2|« > зар |2 (М) |. 
ме», 
С другой стороны, для любого УЕ [а 


[2 [а = ша |2 у. < ша |х-У| = эр [=(М)]|. 
УЕТа УЕТа МЕХ 


Поэтому для любого ЕВ 
|214 = зар[=(М)|. 
МЕ, 

Тем самым лемма 7 доказана. 

Из леммы 7 следует, что если х(М)=0 для любого хЕМ, то 
® = 0 ‘при: всех я т ео. 2—0. 

Пусть А, — подкольцо кольца С (3%), состоящее из функций 2(М), 
хеВ. Тогда х—х(М) есть взаимно однозначное соответствие между 
кольцами В и В.. 


ЛЕММА 8. Пусть $ (М) — непрерывная функция на 90, удовлетворяю- 
щая условию 
шах |ф (11) | = шах [ф (М) |. (5.10) 
ме ме% 
Тогда существует элемент 1, 6 В такой, что (М) =Ф(М) при М Е и 


|2 | = зар |Ф(М) |. 
5 


Доказательство. Очевидно, существуют элементы И . 
=... такие что 

тах | 52. (М) —$Ф(М) | >0. (5.11) 1 

ме 


КОЛЬЦА С ИНВОЛЮЦИЕЙ 525 


Это значит, что 


|2. — 2" ||—0 при п, т-> оо, 
т. е. 


17. — Ти |«->0 при п, т-> со 
для любого &. Так как В полно, то существует элемент 1,6 АВ такой 
что при п-> < ы 
[п — 2 |«—>0. (5.12) 


Следовательно, 2 (М) ->%(М) при МЕЖ, т. е. 2 (М) =$Ф(М) на 9% 
Так как 


[5 [а < |2. — 2% а Е |2 [а < [2 — 20 «+ [|2 ||, 


то из (5.11) и (5.12) следует, что 
[12» | = пах |Ф(М) | 


МЕ 
и 
[2% |« < шах |Ф (М) | 
мех 
или 


[12° [| < шах |Ф(М) |. 


МЕХ 
Однако ||2х || > шах |ф(М)|; из (5.10) следует, что 
773 
|| 2. || = пах [ф (М) |. 
ме) 


Лемма 8 доказана. 
Докажем, что если хЕД, то 
[х| = шах |1 (М)|. (5.13) 
| МЕЖ, 
Так как 9), компактно, то каждую непрерывную функцию /{ (М) на 9%. 
можно продолжить на 9% с сохранением непрерывности и 
пр |7 (М) | = зир |/ (М) |. (5.14) 
мел ме» 
Поэтому каждому ЕВ соответствует непрерывная функция $Ф(М) на 


$ такая, что (М) =Ф(М) при М Еа и зи |2 (М)| = т [Ф(М) [. 
р МЕХ ме 
Таким образом. ф (М) уловлетворяет (5.10). 
Из леммы 8 следует, что существует элемент 26 В такой, что 


хо (ЛТ) =Ф(М) =#(М) при М Е № (5.15) 
и 
|2 = вор | (14) | = вор [4 (М) |. (5.16) 
ме, ме), 
Так как 
[12 || > [20 |« >> $9р [25 (М) |, 
7 меха 


то мы имеем: 
50 | 25 (1) | = | 2о[а. .. 5.17) 
МЕ) 


[*3 
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Из (5.14) следует, что (2, — 2) (М) =0 при М Е, т. е. 


Пи У | (2. — 2)" |« = 0. 
По лемме 7, 
12% —2|«=0, (5.18) 
поэтому из (5.18), (5.17) и (5.16) следует (5.13). 
‚ По лемме 5 имеет место равенство 
[97° = вор |2"(М)=(М)| = зар [2 (М) = |2. 
ме, ме» 


Докажем, что В, =С (5%), где А, — образ кольца К в С (3). Пусть 
$(М)ЕС (9%). Тогда существует функция ф« (М) ЕС (0) такая, что 
$(М) = $. (М) при М Е 


| Фа (М) |< зчр |$„ (М) | 
ме). 


для любого М 69%. Поэтому существуют х.,, «6%, такие, что 

1 (М) = $ (М) =$(М) при М Е. 
По теореме Майкла [см. (?), стр. 17], существует элемент 2ЕЖК такой, 
что (М) =+(М) при МЕЖ. т. е. $(М)ЕВ, и В = С (9%). Утвержде» 
ние доказано. 


$ 6. Представление кольца в кольце операторов 


Хорошо известно [см. (5), стр. 281] следующее предложение: если В — 
нормированное, не обязательно коммутативное, кольцо с инзолюцией, 
причем |2'5| =|х1? для всех хЕД, то В вполне изоморфно кольцу огра- 
ниченных операторов в гильбертовом пространстве. Мы докажем сле- 
дующую теорему. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть К — полное полунормированнос кольцо с инволю- 
цисй. Если для любых ЕВ и %Е\ 

50р [2 | = зир| 2, (6.1) 


то для всех & имеет место равенство 
ееа |=, (6.2) 
причем существуют гильбертово пространство Н и проекционные опера- 
торы Р. на Н такие, что 
1) каждому элементу хЕ В соответствует (не обязательно ограничен- 
ный) оператор Ах на Н такой, что если В — кольцо всех А;, ФЕВ, то 
Вий алгебраически изоморфны и А’ = Ах; 
2) АР. = РьАх есть ограниченный оператор в Н для любогд % и лю- 
б0го хЕВ; 
3) имеет место равенство 
|2 | = |4 Ра |, (6.3) 
где |...|— норма оператора в Н. 
Доказательство Пусть В, — подкольцо кольца А, состоящее 
из тех элементов в А, которые удовлетворяют условию 


[5 || = зар |2 |4 < 0, 
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Так как ||2°’|| =||2||, то из хе В следует 2’ Ви 
22° || == [= 8. (6.4) 

Пусть А, — пополнение кольца А, по норме ||х||. Тогда Ё, вполне 
изоморфно кольцу операторов в гильбертовом пространстве. 

Так как |5 <|=2|, то мы можем продолжить полунорму ||. на 
кольцо Ву. Пусть Г. — совокупность тех элементов +6 ЕВ,, которые удов- 
летворяют условию |2 |« =0. Тогда Г. — замкнутый идеал в Д.. 

Положим для любого ХЕЛ и любого с>0 

у=з[с (72) 2, (6.5) 
где элемент 


[с (ате = [ес (аа — 


существует в силу того, что полное кольцо В вполне регулярно. Полагая 
2 = 9’х, имеем: 


уу = [(с2*)' - @] (2'2) [(с2*)' фе] = [(с2*)' - е 2 = #[е + с2? | °. 


Но при положительном с функция достигает своего наиболь- 


| 


1 
шего значения в точке & = т следовательно, применяя к у‘у фувк- 
с 
циональное представление, находим, что 
9 
* 
< 
УГУ Зву 


и, значит, 


|| Вы (6.6) 


Пусть В, — максимальное симметричное подкольцо кольца А, содер- 
жащее 1. Применяя теорему 5 к кольцу А,‚, легко показать, что 


с |2 й 
1+1 22 я 
Пусть х6[а; тогда также 2 = 2'х Га и (с2*)’ 61а. Но 
О Е 


Так как — (с2?)’1*6 1, то 2" — УЕ Та. В силу (6.6), мы имеем: 


(6.7) 


|(с2°)'|а = 


д” = Па (2 — У") 6 Та. 
с+-0 


Следовательно, идеал /„ симметричен. 
Рассмотрим фактор-кольцо В//„. с нормой |2|«. Комбинируя (6.5), 
{6.6) и (6.7), заключаем, что в В/1 


Й 3 с|х| КЕ 
И а 
бо + с | 2 [а 
4УЗс 


Положив с = получим 


2? 
312 [а 


ИЕ [2 
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откуда 
52 < 


Следовательно, |х |. <|2“|а и, аналогично, |2* в < |2. 
Таким образом, |5°|« =|х 


а. Но, с другой стороны, 
[17а [24 = [| 
так что в Ау 
19° = ра. 
В силу теоремы 5, если ХЕРД, то 
(25°) [е - ^ (1'2)]26В, Х>0. 
Пусть у=х[е -{ ^ (2'’х)?] 1; тогда 
уу = (2')[е + ^ (726 Вь, 
поэтому УЕД, и |У`у|« = |У]?, т. е. 
| (52°) [е Е Х (2”д)е] 2 | == |2 [е  Х ("жур в. 


При ^-›0 отсюда выводим: |2'х|. =|х|а для любого ЕД. 
Поэтому для каждого х существуют гильбертово пространство На и 


кольцо Ка операторов Ах такие, что всякому ЕВ соответствует Аз, 
причем 


[1 [а — | Ах |, х* -— Я, Док = ож" ры - А м с Ад. 
- Пусть Н — произведение пространств На, и пусть 
БЕН, Е={), ы=Н, Ув < о. 


Каждому элементу хе В поставим в соответствие оператор А, на Н такой, 
что 


Ах — {Ах в} 
(т. е. оператор Ах не обязательно ограниченный). Пусть Р. — проекцион- 
ный оператор Н на На. Тогда Н и Ра удовлетворяют условиям 1) — 3} 
теоремы 6. Теорема 6 полностью доказана. 


Поступило 
17.ХИ.1958 
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М. Ф. БОКШТЕЙН 


ТЕОРЕМА ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТАХ ДЛЯ ГРУПП 
ГОМОЛОГИЙ ГРУППОВЫХ КОМПЛЕКСОВ БЕЗ КРУЧЕНИЯ 


(Представлено академиком А. И. Мальцевым) 


В работе доказывается (в форме прямого произведения, а не только 
в форме точной последовательности) теорема об универсальных коэффи- 
циентах для грумп гомологий произвольных групповых комплексов без 


кручения, т.е. произвольных градуированных дифференциальных абелс® 
вых групп без элементов конечного порядка. 


81 


В настоящей работе под группой будет всюду пониматься аддитивно 
записываемая абелева группа; при ее задании образующими и соотно- 
шениями состношения коммутативности указываться не будут; свобод- 
ной группой будет называться свободная абелева группа. 

Цель работы состоит в обобщении одной теоремы гомологической. 
алгебры, имеющем большое значение для алгебраической топологии,, 
а также прелставляющем несомненньй самостоятельный интерес *. 

Напомним соответствующие алгебраические понятия **. 

1. Тензорным произведением СФ©Н групп С и Н назы- 
вается группа, образующими которой служат всевозможные пары 8 © й, 
где ЕС, ЛЕН, ‘а соотношениями — соотношения дистрибутивности 


(Ел + 8) Фй= ОЙ - в © Л, 8® (в + 1) = 8 +8 © №. 


Иными словами, С © Н есть фактор-группа группы всех конечных линей- 
ных форм с целыми коэффициентами 


Ур (вь, №) 
Г. 


от символов (Е», йк), где ск ЕС, ЕН, по подгруппе, порожденной 
элементами вида 

(81, №) + (в, #) — (в1 + 8» 1) 
и 

(, #1) Е (5, йз) === (2, й1 ее й2). 


® Краткое содержание настоящей работы о’:убликовано в заметках (10) и (1). 
_ Выражаю благодарность М. М. Постникову и А. С. Шварцу за ценные замечания, 
использованные при выполнении работы. 

® См. (1). 


530 М. Ф. БОКШТЕЙН 


Отметим, что из определения сразу вытекает, что 
0О®»=0, #©0=0, М®=Е®М=АЕ ®У, 


где Х — целое число. Очевидно, каждый элемент группы С © Н может 
быть, хотя и неоднозначно, записан в виде конечной суммы 


Ув» 9 Йк, 
к 


где гк ЕС, №кЕН. 

Важно иметь в виду, что если С’ есть подгруппа группы С, то 
С’©Н еще не обязано изоморфно вкладываться в С©НД. Это значит, 
что символ в ®Й имеет различный смысл в зависимости от того, рас- 
сматривается ли он как элемент группы С © И или как элемент группы 
С’'©Н. Поэтому каждый раз, когда группа С’ рассматривается как 
подгруппа некоторой другой группы С, мы будем его только в первом 
из этих двух случаев обозначать через в б0й (если группа С не рас- 
сматривается сама как подгруппа другой группы), записывая его во 
втором случае в виде 501 * (что касается второго тензорного мно- 


жителя Л, то в нем мы в настоящей работе нигде к подгруппам не 
переходим). 

Очевидно, в определении тензорного произведения за образующие 
достаточно принимать не всевозможные пгры 2©Й, а лишь такие, 
в которых & и А сами являются ‘образующими групп С и Н[Н. Тогда 
соотношения в группе С © Н будут иметь вид 


Ук ® и =0, Хи ® м) =0, 
где Ук = '0; Ул» = 0 — всевозможные соотношения в группах С и Н. 


Из этого замечания выводим, в частности, что 

© 1. = С, ‹ Ом =, ах =ахЕ 
и, аналогично, 

ГОН Ной На, а Е 
(знак равенства, как и всюлу дальше, ставится в качестве знака есте- 
ственного изоморфизма), где Ст есть группа С, в которую введены 
дополнительные соотношения т = 0 для кгждого элемента (или каж- 
дой образующей) # группы, т. е. фектор-группа С/тбС по подгруппе 
т-кратных элементов группы @, С х А — прямая сумма А экземпляров 
группы С, / — группа целых чисел, /м — группа целочисленных вычетов 
по модулю т, [Хх Е — свободная группа с А образующими. 

Отметим, что соотношения 


’ Сб®(хХЮ=СхЕ 


(1х®Н=НхЬ 


являются следствиями более общего свойства дистрибутивности тензор- 


* Таким образом, в нашей работе символ С’ под знаком (©) имеет другой смысл, 
чем обычно, т. е. не имеет никакого отношения к кольцу, относительно которого 


берется тензорное произведение и которое у нас здесь всюду есть кольцо целых 
чисел. 
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ного произведения ‘относительно прямого суммирования групп: 
С®(Н’+Н") = бН'’+ СОН", 
(© 6) ®Н=б'®Н+С"ОН. 


Тензорное произведение является дважды ковгриантным фувктором, 
т. е. гомоморфизмы ф:@-—>С’ и ф:Н-»Н’ еслественно порождают 
томоморфизм 


Ф@Оф:С®Н-— 4’ ®Н,, 


удовлетворяющий условиям 16©1=1 и (3’604$')(Ф® =ФФ94, 
тде 1 обозначает тождественное отображение соответствующей группы, 
а фф есть суперпозиция отображений ф и $’ (и аналогично в остальных 
случаях). Этот гомоморфизм определяется соотношением 


(969$) (#91) =92®4# (8ЕС, ВЕН). 


Вместо $01 и 1Сф мы в дальнейшем там, где это не вызовет недо- 
разумений, будем писать просто ф и ф, так что 


$(8© 1) = 92941, (89 =894. 

2. Конечная или бесконечная в одну или в обе стороны последова- 
тельность групп, каждая из которых определенным образом гомоморфно 
отображена в следующую, 

О от И зна 7 ЗРЯ 


называется точной последовательностью, если образ каждого гомомор- 
физма (т. е. образ группы при этом гомоморфизме) совпадает с ядром 
{подгруппой перехолящих в нуль элементов) следующего. 

В частности, точность пятичленной последовательости: 


юзначает, очевидно, что группу А можно рассматривать как полгруппу 
группы В и что В/А = С. Такая точная последовательность называется 
расщепляющейся, если существует изоморфное вложение В группы С в 
группу В, называемое расщпляющим отображением, для которого 
88 =1, где р — гомоморфизм рассматриваемой последовательности, ото- 
бражающий группу В на группу С. В этом случае группа В распа- 
дается в прямую сумму В = А-Е С, однако выделение второго прямого 
слагаемого не является естественным, а зависит от выбора расщеп- 
ляющего отображения. 

3. Периодическое произведение (или произведение 
кручения) С»Н олвух групп С и Н. определяют обычно так. Груп- 
пу С представляют как фактор-группу Р/О свободной группы Р по ее 
подгруппе О, что, очевидно, всегда возможно. Тогда можно составить 


точную последовательность 
0->0->Р->4-0. 


Соответствующая последовательность 


гомоморфизмы которой порождаются о. предыдущей по- 
следовательности, уже не обязательно будет точной; точность сохра- 
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няется лишь для ее отрезка 
О®Н—>Р®Н-—С®Н-»0, 


т. е. ядро гомоморфизма О © Н>Р@©Н, вообще ‘говоря, нетривиаль- 
но. Это ядро и принимаем за периодическое произведение: 
С*+Н = Кег(0 © Н>> РОН). 

Можно показать, что строение группы С*Н не зависит от случай- 
ностей такого определения и что к такой же группе можно прийти, 
производя соответствующее построение для множителя Н вместо С 
(см. Добавление 1). Наконец, периодическое произведение двух групп, 
как и тензорное произведение, тоже является дважды ковариантным. 
функтором (см. $ 4, п. 6). . Е 

Ниже мы дадим другое определение периодического произведения» 

4. Групповым комплексом или просто комплексом 
называется последовательность групп, каждая из которых гомоморфно 
отображена в следующую с помощью гомоморфизма 4, называемого 
дифференциальным гомоморфизмом или дифференциалом и удовлетво- 
ряющего условию аа = 0: 


о 7 9—1 а Е р 
В д о Е бань 


это значит, что образ каждого гомоморфизма содержится в ядре сле- 
дующего; 
М Ка Им, 

Группы комплекса С мы будем предполагать последовательно зануме= 
рованными числом 4 и не содержащими общих элементов, за исключе» 
нием нуля; тогда обозначение всех гомоморфизмов между группами 
комплекса одним и тем же символом Я не может привести к недора- 
зумению. 

Часто вместо последовательности групп [1 за комплекс Г, прини- 
мают прямую сумму > ГА этих групп — это есть градуированная диф- 


а 
ференциальная группа, т. е. группа с занумерованными прямыми сла- 


гаемыми, в которой действует дифференциальный оператор 4, удовлет- 
воряющий условию 44 =0 и повышающий на единицу градуировку 
элементов из этих прямых слагаемых **. 


5. Для комплекса Г 4-мерные группы гомологий Н7? (Г, С) 
по произвольной группе С, называемой ‚группой коэффициентов, опре- 
деляются следующим образом: 


НЯ (Г, С) = Кг (11 © @- 171" © 6) / (141 © 6 19606); 


законность такого определения вытекает из того, что гомоморфизм 
4 ©)1, порожденный дифференциальным гомоморфизмом а, будет. тоже 


* Мы будем придерживаться такой нумерации групп, хотя чаще их вумеруют 
Справа налево. 

** Как мне справедливо указал А. С. Шварц, полученные в настоящей работе 
результаты можно было бы без всякого изменения метода доказывать и для 
дифференциальных групп без градуировки, что, не увеличивая общности рсаультатов 
(ибо такая дифференциальная групиа А равносильна комплексу ...—> 4 т 4-5...) 1 


позволило бы несколько упростить обозначения, делая излишним индекс д» 
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дифференциальным гомоморфизмом для групи [7 © С, ибо 
(4%1)(4а®1!) =44а©1=0. 
Соответствующее отображение 
Кег (19 С-— МНО) Н“(Е, ©) 


обозначаем через 7). 
Для упрощения записи введем обозначения: 


НЗ (Е, Т) = НЗ (Г), НАЦ, 1.) = НУ). 


Первую группу будем называть 4-мерной целочисленной группой гомоло- 
гий комплекса Г, а вторую — его 4-мерной группой гомологий по модулю 
т. Имеем: 


ЯВ) = Кей ыы), 
Значит, если РЕ Но (Г), то это равносильно тому, что й =, где 
ВЕ Ког (2-05), т.е. 
Ре, Ш =0. 


Точно так же РЕН (Г) означает, что 
п=т(Ё © 1) 


{где МЕ /Л, а 1. Е Г». есть тот класс целочисленных вычетов по модулю 
т, который содержит число 1) и что 


о ОА И И 


а(^ © 1„) =аП © 1 = 0. 
Это значит, что 


ай ==0 (тод т) 
(т. е. а’ =тИН, где ИТ 111"), ибо, как отмечалось в п. 1, 
[АН ОТ = 19 /т ТЯ. 


Отметим, что для любого элемента #6 Н\*, (Г) будем, очевидно, иметь 
тй = 0. 


Гомоморфное отображение групп коэффициентов ф:С-> С’ естествен- 
но порождает гомоморфизм групп гомологий 


'Н“ (Г, @) > Н\ (Г, С’), 


определяемый тем, что элемент чи = ч(У Я») первой группы пере- 


ходит в элемент уфи == 7) ( хил © 98 второй. Такое определение законно 
в силу того, что 4ф = $4 (точнее, (4 6 1) (1 © 5) =а@еф= (195) (491). 

Рассмотрим, в частности, для любых двух натуральных чисел т и 
т’, из которых первое является делителем второго, т. е. т/т’, гомо- 
морфизмы фт : [и —Гт и фт: [ш-—>[, при которых единичные (т. е. 
содержащие число 1) классы вычетов 1тзри 1’ из этих групп отобра- 
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жатотся так: 
Я = фи 1 = У И 
Фт 1 т» ттт т т’, 


рассмотрим также отображение фи:/->/„, определенное тем, что 
фт1 = 1. Гомоморфизмы групп гомологий 


ИНО" ПН НИНЕ 


ет ЭТИМИ отображениями, обозначим соответственно через 


пт, ми, Пи. Таким образом, имеем: 


пи (169 1.) = (1 ® т 1) = 1 (1 ® 1) 
(1 ® 1) = 2 ® фи) = 1 (18 1) = а .), 


пи = 1 (169 Фт1) = 1 (1 © 1). 


Исходя из приведенного определения, элементарным образом можно 
проверить следующие свойства отображений г и о: 


т” то т 
Пт Пи" = Хы ‘(т/т’ / #1) О" Ют" == Фт* (т / т’ / т”), 
т т па т, п!) (т, т’) _т = т 
Пи = — и” Пт, т) (т/т, т’/т); 


тт 


первая из этих формул справедлива и при т” = 0. 


$2 


Наши результаты булут относиться к так называемой теореме об. 
универсальных коэффициентах, которая состоит в том, что в хороших 
случаях, т. е. для соответствующе выделенного класса комплексов, 
труппы гомологий по произвольной группе коэффициентов определяются 
целочисленными группами гомологий, а именно, имеет место формула 


Н® (Е, в) = Н(Б®б+НИЦЕ) + 6. (1) 


Эта теорема была доказана для комплексов Г, состоящих из сво- 
бодных групп. Для комплексов, состоящих из групп без кручения, 
т. е. не имеющих элементов конечного порядка, была доказана более- 
слабая формула: 


Н% (Г, С) /Н& (Г) © 6] = НЗ" (Г)*4*. (2) 


1 
Отображение вложения Но (Г) © @->Н“(Г, С) определяется в этих 
двух формулах тем, что элементу 


У © бк 


(1.611, 4: =0, вк ЕС) ставится в соответствие элемент 


т (Уь®=) . 


Если группы комплекса Г, имеют элементы конечного порядка, то: ) 
формула (2), а значит, тем более, формула‘ (1) (последняя даже и при 
ипом способе вложения первого прямого слагаемого) уже более не. 
выполняется, как показывает элементарный пример: [7 == /, при всех а, 


* См. (1), гл. УТ, теорема 3.3. Знак = вместо знака = мы ставим в том слу-- 
чае, когда изоморфизм является естественным, чего не будет для формулы ((1). 
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аГЛ =0, С = Г,; здесь 
ата тате 


Кег (11 > 1111) > Кег (11 © в 11" 06) —1,, 
Ши (72° *-, 11) = 1 (1'©6-1‘©6)=0, 


а значит, 
Пк 3 а «НА, буеЕТь 
при всех Ч, так что и 
НН (Г) = Т., 


а это, очевидно, противоречит формулам (1) и (2). Так как, с другой 
стороны, для комплекса /„, в котором. для всех 4 1 и аи 
который имеет такие же целочисленные группы гомологий, что и ком- 
плекс /,, формула (1) справедлива, то для него при С = [» будет 


еда 


откуда видно, что в классе всех комплексов универсальность группы 
коэффициентов / заведомо не имеет места, т. е. произвольные группы 
гомологий уже не определяются целочисленными. "Таким образом, 
в вопросе об универсальной группе коэффициенгов приходится ограни- 
читься классом комплаксов, состоящих из групп без кручения. Такие 
групповые комплексы мы будем называть комплексами без кручения. 

Мы хотим доказать, что для произвольного комплекса без кручения 
[ всегда имеет место не только формула (2), но и формула (1), т. е. 
что группа коэффициентов / универсальна не только для класса ком- 
плексов, состоящих из свободных групп, но и для более широкого 
класса комплексов, состоящих из групп, не имеющих элементов конеч- 
ного порядка. 

1. Основное понятие, которое мы вводим для этой цели, есть поня- 
тие тензорного произведения систем групп, интереспое, как нам кажет- 
ся, и само по себе, а потому мы определяем его несколько ширё, чем 
это нам непосредственно необходимо *. 

Системой групп {Са; п} или, подробнее, {С.; п}д назовем совокуп- 
ность групп Со, где индекс х пробегает некоторое множество значений 
А, причем для некоторых из этих значений определены гомоморфизмы 
п = па группы С. в группу Св. 

Две системы групп {Са; п} и {С; п’} называются согласованными, 
если они определены для одинакового множества индексов и если го- 


моморфизмы п’в:С.-—Сз определены тогда и только тогда, когда опре- 


делены гомоморфизмы ть: С.-›Св. Если же системы {Са; п} и {На; ®} 
определены для одинакового множества индексов, а гомоморфизмы 


в -> И. определены тогда и только тогда, когда определены гомо- 


морфизмы в ‘обратную сторону пр: С@.->Св, то эти две системы называ-. 
ются сопряженными. 


* Понятие тензорного произведения систем групп было впервые введено нами в 
работе (°). 
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В а а Е 


Прямой суммой двух согласованных систем {Са; п’} + {Са; ="}  назы- 
вается система {Са; п}, составленная из прямых сумм 
&.— С, НЕ С... 


в которой гомоморфизмы пр: "Я Сб Са определены для тех же 
пар индексов ©, В, что и в первоначальных системах с помощью ус- 
ловия 
а 72 " |. 4 Са [.2 " Ра + г , " 
па (Ва 84) =’ 8а п” ба (2а @ Са, 86 Са). 
Из этого определения непосредственно видно, что для того чтобы систе- 
ма групп {Со; =} распадалась в прямую сумму двух систем, необходи- 
мо и достаточно, чтобы каждая из групп С„ распадалась в прямую сум 
му двух групи 
7] - ” 
Са = (а - Са 
’ , С : э— 
так, чтобыпри этом [гомоморфизмы тв переводили Са в Сви во. 
А именно, при выполнении этого условия будем иметь: 


{биз п} = {бы р {быт 


где гомоморфизмы п’= х’в, п” = п’в получаются, если гомоморфизм па 


рассматривать не на всей группе Са, а ‘лишь на прямых слагаемых 
Г > " 
Са и”Са 
Тензорным произведением двух сопряженных систем 


{Сыз в {Ныз ва} 


называется группа, являющаяся фэактор-группой прямой суммы Ус. 6 На 
[: 
по подгруппе, порожденной всеми элементами вида 


ва © И РВ — тв а 69 #8 (= @Са, Вы ЕНв; а, ВЕ А). 
Иначе говоря, тензорное произведение этих систем есть группа, обра- 
зующими которой служат всевозможные пары Ва © Йа, ГДО Ва Са, Ра Е На, 


& 6. А (мы эти пары обозначаем в виде ва О Вь, имея в виду, что ВВ 


символ ©) имеет уже несколько другой смысл, чем символ © для эле- 
ментов тензорного произведения лишь одной пары «групи С. @Н.), а 
соотношения, кроме уже ранее отмеченных соотношений м 
ности, состоят из всех соотношений вида 


^ в ое а ^ =... 
Ва 69 Фа Йв = тв ба 69 Ив. 
Как 'и в случ 
случае тензорного произведения двух групп, для систем 
групи также имеет место дистрибутивность относительно прямого сум» 
мирования: 


(С; =} +6; Но; в} = 
—{б.; =} ® {Ни о 6; ®} ® (На; 9). 


Действительно, из приведенных определений сразу вытекает, что группы 
стоящие в обеих частях этого равенства, имеют одни и те же образую- 


[ 
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щие и те же самые соотношения. Аналогичное свойство справедливо, 
конечно, и для второго тензорного сомножителя. 

2. Пусть С — некоторая группа. Естественной системой этой группы 
мы назовем систему групп {„С; в, 7}, где „С {т =1, 2, 3,.. .) есть под- 
группа тех элементов Е группы С, для которых выполняется условие 


’ 


тв\=0, а гомоморфизмы # = и ] = №. определены при т/т’ следую- 
. т 
щим образом: #„, есть отображение вложения [подгруппы „б’ группы"@ 
= 
в подгруппу „„С той же группы, а ]ш есть отображение „С в „С, воз- 


’ 


никающее в результате умножения элементов группы @ на число т 
$ т, 


Полной системой группы С мы будем называть ее естественную систе- 
му, дополненную самой группой С и гомоморфизмами &': „С->С, яв- 
ляющимися отображениями вложения подгрупп „С в группу С. Поле 
ную систему {С, „С; 1, }} мы также будем обозначать в виде 


{= 1, 1}тыо» 


где под ‚С понимается сама группа С. Во избежание смешения с полной 
системой мы будем естественную систему группы С тоже обозначать с 
указанием значений, принимаемых числом т, т. е. в виде 


{та} 1, 1}тыо. 


Оказывается, что тензорное произведение естественных систем двух 
групп С и Н есть периодическое произведение этих групп: 


@*«Н = { ж@; и, 71}т>о © {Г т 1) то (3) 


Прямое доказательство этой формулы дано в Добавлении [. Вместо 
этого формулу (3) можно. принять за определение периодического про- 
изведения двух групп. Такое определение, как нам кажется, не ме- 
’ нее естественно, чем приведенное ранее *. 

3. Система {Н% (Г); п, ®}иы (или, короче, {Н (Г); п; «}), состоя- 
щая из 4-мерной целочисленной группы гомологий комплекса Г и его 
4-мерных групп гомологий по модулю т (т =1, 2,3,...,) и из связы- 
вающих эти группы 'гомоморфизмов т от (т/т’) (см. $ 1, п. 5), 
называется 4-мерным модульным спектром групп р компле- 
кса Г, или, короче, его 4-мерным спектром гомологий * 

В настоящей работе мы прежде всего докажем г 
4-мерного спектра гомологий для комплексов без кручения, т. е. пока- 
жем, что 4-мерный спектр гомологий определяет 4-мерные группы гомо- 
логий такого комплекса по любой группе коэффициентов С, а именно, 


* Отметим, что эквивалентность этих двух определений вытекает также из срав- 
нения формул (1) или (2) с формулой (10), если принять во внимание элементарно 
проверяемый факт, что всякая группа является целочисленной группой гомологий 


некоторого комплекса, составленного из свободных групп... 
+* Понятие спектра гомологий было введено нами для случая топологических 
‘ 


пространств в работе (3). 


4 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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установим справедливость формулы 


НЗ (Г, 6) = {Н\(Г); *, в} ть © (ыб; & Итыо, 
где Г, — произвольный комплекс без кручения, а С — любая группа. 
Универсальность целочисленных групи гомологий, т. е. формула (1), 
будет выведена затем из этой формулы. 


83 
Переходим к доказательству формулы 
Н“ (Г, 6) = {Н% (Г); п, от © (иб; Ь Лт (4} 


для комплексов С, без кручения *. 


1. Докажем сперва следующую лемму. 
ус 


ЛЕММА. Если элемент 2 ак ©) йк тензорного произведения двух група 
К=1 
СОН (Е%ЕС, к ЕН) равен нулю, то найдется такая конечно-порожден- 
ная (т. е. имеющая конечное число образующих) подгруппа А группы С, 
в 
содержащая элементы 8к(Ё =1,..., п), что элемент ра 8к 69 йк тензор- 
К 
ного произведения АСН тоже равен нулю (а значит, и подавно 
% 
> 2% 6) йк = 0, где С — любая подгруппа группы С, содержащая А, так 
= С 
‚как множество соотношений в тензорном произведении только увеличи- 
вается при расширении его сомножителей). 
п 
1, 
Доказательство. Соотношение ®: 8к 6) Ик =0, согласво опре- 
К=1 
делению тензорного произведения, означает, что в группе конечных це- 
лочисленных линейных форм от символов вида (2, 1) (ЕС, ВЕН) форма 


р (8к, йк) 


К=1 
принадлежит к подгруппе, порожденной элементами вида 


(Роу (2 ВЕ») 


и 
(&, №) (в, №") — (в, +), 
т. е. равна конечной линейной комбинации таких элементов: 


> (вк, йк) = У № [(аг, №) + (а, №) — (в - 2’, 1) ыы 


К=1 $=1 


—- х МУ [(в» №5) + (в №") — (въ ВЫ. 
2=1 


Но это соотношение представляет собою просто тождество двух линей- 
ных форм, а потому оно имеет место и в том случае, когда вместо груп- 


* Идея такого доказательства в применении к топологическому случаю была 
изложена нами в работе (?). 
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пы С берется ее подгруппа А; порожденная конечным числом ‚элементов 


81, :: .) бт» и. ...) в, 81”, ... 2, 81» ...у 5, 
а это и значит, что 
п 
Хе =0. 
#8 А 
Замечание. Доказанную лемму можно, очевидно, усилить, так 
как вторую группу Н можно тоже заменить конечно-порожденной под- 
группой В (а именно, подгруппой, порожденной элементами ПВ 
т бы В... йа’, №",...з В,” так, чтобы данный элемент был ра- 
вен нулю уже в тензорном произведении А © В. В настоящей работе 
нам, однако; не придется пользоваться этим усилением. 
2..Определим естественное гомоморфное отображение Ф правой ча- 
сти формулы (4) в ее левую часть. Элементы правой части имеют вид 


я Йк © 5ь, 


о 
где в Е НЯ (Г), вк 6 т, С, т. ©. 
к = 1 (1 ®1,), И61^, 41=0 (шод ть) 
(см. $ 1, п. 5) и вк ЕС, тьёь =0 (тк — неотрицательные щелые числа, 
1. =1). Сравнение 
ай; = 0 (то т») 
означает, что 
ай = ть М, 


где Не 1[1Н, Положим 
Ф (У 1 ® 1) ® =) = Ул ® вы. 
Е К 


Такое определение имеет смысл, так как 
19 к Е Кег (Г1 © < 11" ® <), 
ибо 
4(11 © &*) = ай ® вк = т ® 5 = 1 © тьвь =. 
Оно не зависит от произвола в выборе 1/4 для данных Йк, так как если 
Г и [1 — такие элементы группы Г, что 
411 =0 (шо4 т), 149 = 0 (шо4 т) 


И 
1 (17 69 1т) —1(1“ © 1) Е На (7 © 1т-— [1 © Г), 
то 
(1 — 11) 91. =а( 161) = а © Чи, 


19—19 (тодю), 
или, подробнее, 
А 11 — а“ ге т‘ 
4* 
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(ибо, как указывалось в $ 1, п. 1, [^ © [и = [Я/т[/Л); если теперь тз = 0 
(т. е. 6/4 с (С), то 
КЕМ Е=(И 1 оз =а т“ Е = 
= 41° е-1‘ © т = © в=а(® ‘© в) Е (1 © 6->1[1 © 0) 
и, значит, , 
("© 5) =1(1" ®8). 

Отображение Ф не зависит от произвола в выборе элементов Ах и вк 
для записи рассматриваемого элемента тензорного произведения систем 


групп, стоящих в правой части формулы (4). Действительно, справедли- 
вость соотношений 


Ф ((1, -- №.) © =) =Ф( ФЕН в) =Ф( ® =) + Ф( © =) 


Ф (А © (1 + =›)) =Ф (В ® а +1 © в.) =Ф(и © в) - Ф(Ё® в.) 
‚очевидна, а соотношения 
Ф (тм © 8) = Ф( а 5) 
(= бо ЕН (В), вв тт, Ш 
Ф (6 2605) =Ф(и © т=) 
(1=1 (1 © 1») 6 Н% (Г), в6ы@, тт’, т’>0) 


легко проверяются; именно, имеем: 


Фот ь® =Ф1(81) 68 = 1(® 8), 
Ф( © т) = Ф(1(® 1„.) ® 8) =1(@® 8), 
Ф (от в ©) = Ф (1 (11%1„) © 8) =т(=1®:) — п (= (©), 
Фи тв) = Ф (181) в) (8 =) = (= (®8)) 


на основании определений гомоморфизмов пт, от, по ($ 1, п. 5) и го- 
моморфизмов #1, м, & ($2, п. 2). 

Гомоморфность построенного отображения Ф проверяется элементар- 
ным образом. 


3. Гомоморфизм Ф есть отображение на всю группу Н“ (Г, С). 
Действительно, пусть 


ь- (> ц®а [О ®вьЕКе вси а)) 
Х 


К=1 
есть некоторый элемент группы Н“ (Б, С). Найдем его прообраз при ото- 
бражении Ф. 
Обозначим через В подгруппу группы [^, порожденную элементами 


а р 

(Е =1,..., 5); это есть группа с конечным числом образующих, т. е. 
конечно-порожденная свободная группа, так как группа //, по условию, 
‚не имеет элементов конечного порядка. 
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Тот факт, что о И © =» принадлежит к ядру отображения 
к 


ПОС 


означает, что 


к 


Хал® вк =0. 


Согласно лемме, найдется такая конечно-порожденная подгруппа С. груп- 
4-1 = с 
пы Г", содержащая элементы 44, в которой выполняется условие 


24 © вк =0. 

Г: С 
Группа С также будет свободной, так как [7 тоже не имеет элемен- 
тов конечного порядка. При этом аВс С. 


Как известно *, свободные образующие 6; в группе В и свободные 
образующие с; в группе С можно выбрать так, чтобы 


т.с; при & < М, 


ав: — | 0 при ё>М, 


где 7; — натуральные числа, а М — некоторое число, не превосходящее 
рангов (т. е. числа свободных образующих) групп В и С. 


Разложим элементы [# по образующим группы В, к которой они при- 
надлежат: 
т 


И= У мь, 


4=1 


где \:„х — целые числа, а п— ранг группы В. Тогда 


У & ®»ь = У м @ вк = У [а ив» = Уфе, 
р 


К=1 1, К 4=1 —1 1=1 


где 2; = У № вк. С другой стороны, условие 
к 


У4И ® вк =0 
* [9 


Дает: 


ъ 


м м 
У № а: © в» = — (2 ® ны» =» тс; © в: = Уч @ пи: = 0. 
К С Ск С С 


И 1=1 


Ввиду того, что с; являются свободными образующими в группе С и 
что, как отмечалось в 8 1, п. 1, 


С®с=( хп) ®в=бхт 


* См., например, (‘), $ 87. 
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О сы ЕАО Е: но... 
(п’— ранг группы С), это означает, что тив: = 0, т. е. 
56=@ @=1,.... №) 


ыы 
Если положить т; = 0 при # > №, то элементы 8: будут принадлежать 
к соответствующим „.С при всех значениях # =1,..., И. С другой сто- 


роны, как отмечалось выше, из того, что 
ав; = т;с; == 0 (то4 тн) 
при #=1,..., М и 46; =0 при # > М, следует, что при Е ОИ) 
: © 1, ЕКег(11 © 1—1 @ 1). 
Поэтому 
71. 1) ® 8 
есть элемент тензорного произведения систем 


{Н% (Г); =, в} ® {бу & ты» 
стоящего в правой части формулы (4). Имеем: 


Ф(Х 16. ®1.)6 8) = м ® 2) = 
=7 (ь®=) -т(ь®в жа 


(ибо, как указывалось при выборе элементов =, две последние суммы 
совпадают). 

4. Отображение Ф есть изоморфизм. 

Так как Ф есть гомоморфизм одной грунпы на другую, то достаточное 
показать, что ядро этого гомоморфизма состоит лишь из нулевого эле- 
мента. Пусть поэтому 


Ф(Уь®вь) =0 (ЕН, (1), вк 6,6). | 
К=1 
Покажем, что тогда 


8 | 
У йх 69 въ = 0. | 
= 
Полагая 
Ик = 1 (1 © 1), 
где 


#1 © 1, Е Кег ([1 © 1, — 17 6 [ш,), 


т. е., как мы видели ($ 1, п. 5), 


1611, ай ==0(шо@ ть»), 
получаем: 


(Фе) =Ф (Ут ® 1») © 5+) е 2 7 (1% © к) = 0, 
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У ИО вь Е (116-1166), 
Е 
или 


ой # ©) 5 = :4(> © =) =21 '® 8, 
7 


4—1 } 
где 7 *— элементы группы [1 1, а 6; — элементы группы @ (7 =1,...,г) 
Это соотношение можно записать в виде 


ХИ® и 241 "® 0, 
г) 


а потому, согласно лемме, найдется конечно-порожденная подгруппа В 
группы /Г^, содержащая элементы (1 и /`', для которой выполняется 
равенство 
Уй®— 4 Е, =0. 
К В 7 В 

Подгруппу группы [7_", порожденную элементами 1“ \, обозначим через 
А, а образ АВ группы В при дифференциальном гомоморфизме 4 — через 
С. Тогда 


де ме мое В- С. 
а а 
Так как С, есть комплекс без кручения, то это — конечно-порожденные 


свободные группы. 
Свободные образующие ах, 6,, с; в этих группах можно, как известно *, 


выбрать так, чтобы 
аа Е < п, 


О приём, 
р в 0 при Ё<М, 
Го] тс при #> М 


{в группе С нумерация образующих начинается с числа №М-- 1), где 
т, т, пи М ЕВС. то натуральные числа, причем М>. п. Для удоб- 


ства полагаем, что т; = 0 при #ё> п, т; = 0 при #< М. 
Пусть разложения элементов м и 1 по этим образующим будут 
Та Па 
Я. а 
НЙ? = р хца, Ш= У М 
$=1 1=1 


где п, — ранг группы А, а и, — ранг группы В. Тогда равенство 
Уно — 4 '® в =0 
Ё В 1 В 


примет вид: 
г т 


х Ула @ = — У У, 4 ® в; = 0; 


К=Т 1=1 1=11=1 


принимая во внимание, что 44: — т: при #<п и равно нулю при 
&>п, изменяя порядок суммирования и перенося числовые коэффи- 


* См., например, работу (*), $ 24. 
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циенты из одного тензорного множителя в другой, получаем: 


па % 


У (+ ® > Мб | у (® © Хтн —= 0. 


1=1 $= 


Так как мы положили, что т; =0 при {> п, то второе внешнее сум- 
мирование можно производить не от 1 доп, а от 1 до п», а потому, 
полагая 


Хиву = вы 
7 


мы можем записать предыдущее соотношение в виде 


п: 
> : © (Уливь =. тд!) == 0, 
+1 В К 


Но В; являются свободными образующими группы В, откуда, так же, 
как в предыдущем пункте доказательства, делаем вывод, что из полу- 
ченного соотношения следует: 


Уна а тв: = 0,. 
К 


Уек = т; 8! (=). 
к 


С другой стороны, как отмечалось в начале настоящего пункта, 
А} ==0 (под т»), а так как 


п» п п : 
ай =а( У мы) = У мь ав, = У мктьсь 


$=1 = += 
то, ввиду того, что с; являются свободными образующими группы С, 
это значит, что 


Мк т; == 0 (шод т») (&=М-+1,..., п; Ё=1,..., 5), 


" 
где 6х = (т;,, тк), или, наконец, 


‚ ту ь 
№ = мБ. (= М-- 1... п =...) 
р 


где №х — целые числа. Если {< М, то определяем 5 = ту, мк = №. 
Положим 


в =1 (1 „) (=4,.... п). 
% 
Такое определение законно, ибо 


4; ==0 (шой т), 
так что (см. $ 1, п. 5) 


© т Е Кег ([1 © Ти = 29 © Г,.). 
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Имеем: 
МЕН, (Г). 
Так как 
й = — у №кё; -У МБ вь 
$=1 $4=1 
то, согласно определению И На пт и ($1, п. 5), 


Е» МБ 1) = 


1=1 
5 ‚Па 
ЕЕ. ми (© 1.) = 
—1 


— Уре т ль №, 
4=1 


| 
ИМ 


а потому, согласно определению тензорного произведения систем групп, 
а также согласно определению отображений 1. и ]т (2, п.1 и 2), 


^ й $; =. эл О ЗК. 
Хи, © 8к = мои пы 69 8к = 2 #4 ©9 мк и вк = 
т, 


тз па 
нм вх 5. 8% = х ( в: 69 > ив») =У в ® тив: = 
+1 ГУ =1 
= у в бд тив: = >) пывг 6 в: = 0, 
+ т 
ибо при {< п (а значит, и < М) имеем 
мб =б=6 


ти — теч (ы ® 1.) = тел (6: ® 1) = тд ы = (тЫ) = паи = 0, 


ибо да: @ Та р — [1). 

`Таким образом, Ф есть изоморфное отображение правой части фор- 
мулы (4) на левую, что и доказывает эту.формулу (в смысле, указанном 
в сноске к формуле (2)). 

5. Увиверсальность 4-мерного спектра гомологий имеет ‘место не 
` только для 4-мерных групп гомологий, но и для гомоморфизмов между 
ними, порожденных гомоморфными отображениями групп коэффициентов. 

Действительно, введем следующие определения. Назовем гомомор- 
фивмом ф системы групп {Са; =} в согласованную с ней систему 
{быт} совокупность гомоморфных отображений фа: С.-> Са (определен- 
ных для всех значений, принимаемых индексом 4%), для которых выпол- 
няется условие 


фвив = лв Фа 
(короче: фи = "’Ф). Если {Са; п} и {На; &} — две сопряженные системы 


трупп, для которых заданы гомоморфизмы ф:{Са; п} {С ®}и 
ф: (На; о} >{Н’; ®} в другие системы, то определяется естественный 
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гомоморфизм фбФ (называемый тензорным произведением гомоморфиз- 
мов фи ф) группы 
{Са; п} © {На; ®} 
в. группу 
{Сазт’} © {На; 6 }, 
задаваемый тем, что элементу 
Ув а ©) Йа 
‹<тавится в соответствие элемент 
У фава © файа 
{корректность такого определения легко проверяется). Нетрудно видеть, 
что для такого гомоморфизма, так же как и в случае тензорного про- 
изведения групп ($ 1, н. 1), 10 1=1и 


($’ © $') (+03) = ($3) ® ($У, 
где 1 — тождественное отображение систем групп (т. е. можно сказать, 
что тензорное произведение систем групп тоже будет дважды коварп- 
антным фувктором). Как и раньше, вместо $01 и 1©Ф мы будем 
писать просто ф и Ф. Тогда, в частности, будет: 


99 —Фо= о 
Очевидно, что всякий гомоморфизм ф группы С в группу С’ порож- 


дает гомоморфизм ф = {Фи} (обозначаем его тем же символом) между 
полными (или же естественными) системами этих групп: 


ф: {и@; &, 7} > {а} Ь}}; 

он определяется условием: фи 2 ==ф в для элементов 6 „@ с С (ибо из те =0 
следует тфё = 0). Тогда соответствующий гомоморфизм ф (точнее 1 6) $) 
группы 

{На (Г); п, 0} © {т@; 7) ты 
в группу 

{Н%, (Г); т, 6} © ("би 
переволит каждый элемент | 


У (1 © 1 ть) © Е 
первой грунпы (1, 6 11, 4 ==0 (то4 т), 56 „С, К =1,...,5) в элемент 
У л(1 ® 1) © 98» 


второй, а потому гомоморфизм ФфФ\, который ему отвечает при пере- 
ходе от правой части формулы (4). к левой, переводит элемент 


Учи ® 
группы Н“(Г, С) в элемент 
Ул( © 95*) 
группы НТ (Г, С”), т. е. является определенным в $1, п. 5, гомомор- 


физмом групп гомологий комплекса, порождаемым отображением ф:@ — 4” 
групи коэффициентов. 
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Более того, назовем гомоморфиазмом @ комплекса 


1: о рес ле АВИА 


а а 
в комплекс: 
я а рее 
а а 


совокупность гомоморфных отображений 0. : [7 [,1, для которых вы- 
полняется условие 46. = 0... 4. Такому гомоморфизму 0: [.->1/ естест- 
венно отвечают гомоморфизмы @,: Н“(Г, С)-> Н\ ([/,@) групп гомологий, 
определяемые соотношением 


где 1611, ЕС, [© ЕКег(11 © 6-11") (корректность такого 
определения легко вытекает из условия 46. = 6... 4). Легко видеть, что 
9,ф = $9., где ф—определенноз в $ 1, п. 5, отображение групп гомологий, 
порожденное отображением ф:@-> С’ групп коэффициентов. 

В частности, отображение 0, переставимо с отображениями ео 
и п), порожденными отображениями $”, фт, Фи циклических групп 
коэффициентов ($ 1, п. 5). Следовательно, совокупность отображений 6,, 
определенных для групп коэффициентов 


= (т 12), 


дает Ггомоморфизм системы {Нл (Г); п, 0}, т. е. спектра гомологий ком- 
плекса Г, в спектр гомологий {Н% (Г.); п, ®} комплекса /,. Обозначим этот 
гомоморфизм снова через 0. Тогда соответствующий гомоморфизм 0 
(точнее, 0 60 1) группы 

{На, (Г); п, 6} © п; то 


в группу 
{На (Г); п, ©} © {шС; 1 }тыо 
переводит каждый элемент 
Ул(& © ть) © бк 
первой группы в элемент 
УХ 164 © 1) © вн 
второй, а потому 
9, = ФОФт, 
так как оба эти отображения переводят элемент 
У л(1 ® вн) 
группы Я“(Г, С) в элемент 
Ул (в © 8»). 
группы Н“(Г/,С). 
Это значит, что отображения групп гомологий, порожденные гомо- 


морфизмами комплексов, определяются гомоморфизмами спектров гомо- 
логий этих комплексов. 
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$4 


Переходим к выводу формулы (1) из формулы (4). 
1. Определим естественный гомоморфизм между группами гомологий 
соседних размерностей, который мы назовем граничным гомоморфизмом* - 


Пусть #„ © Нл (Г). Тогда 
вы, = 1 (79 1), 
где 17611, 41 ==0 (шо4 т) (см. $ 1, п. 5), т. е. 
ай = п" 
(1 619). Имеем: , 
тай* = 4 (т +") = дай = 0, 


а так как группы комплекса Г, не имеют элементов конечного порядка, 
то отсюда следует, что 
И, 
т. е. НЕ Кег (Г7 +" > [7®). 
Граничное отображение &)': Н% (Г) -> НЗ" (Г) определяем теперь так: 


и = (И ® 1) = ВВ. 


< т 
Отображение 55 не зависит от произвола в выборе элементов И и 
17. Действительно, пусть 


йт = 1 (И ® 1.) = (И ® 1м), 
тде М, 146 71, ОИ = т, 914 = пач Н, ИН, НЕГО Н. Тогда 


о ео СЕ 
т. е., как указывалось в $ 3, п. 2, 
и— 1 ых а а т! ( теги 1 6 т 
Имеем: 
т" — тен = 48—79 = 4(@— 19) = аа 1-9 (т), 


т (ен и 41“) 0 


1 — 
а так как группа [1+1 не имеет`кручения, то отсюда следует, что 
«1 На т 9 
рр = а. 


а и ет | 


Очевидно, отображение 55’ будет гомоморфизмом. 
Отметим элементарно проверяемые соотношения 


т 


т’ ’ й 
—%5 , бо. @т, 0 (5} 


ты , 
где т’и т’— натуральные числа, первое из которых делит второе 
(т / т’). 


* > : 
Этот гомоморфизм (в случае групп когомологии топологического пространства} 


впервые определен нами в работе (5). 
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2. Докажем, что последовательности 


-.. > Но (Г) —> Н® (Г) > Н (Г) -> Ни" (Г) > >" (Г) (6) 


‚„.— НУ(П) > Н® „(Г >Ни(Р) НУ" (В) > а (7) 


являются точными *. Здесь т и р— произвольные натуральные числа 
{впрочем, нас будет интересовать лишь случай, когда р является простым 
числом), кроме того, через т обозначен также эндоморфизм, состоящий 
в умножении элементов группы, к которой он применяется, на число 


т. Индексы у символов п, & и 5 для простоты опущены, так что в пер- 
вой последовательности 


а во второй последовательности 


тр 


Ф =, ППШ, 16=10 


ро . 
Обе последовательности являются комплексами, так как соотвошения 


от —= 0, био = В) тб == 0, 


т_т 
р > Обо пи Ол ПО, пов = 0 


элементарно вытекают из определения отображений п, ® и 8. Значит, 
ядро каждого гомоморфизма содержит образ предыдущего, и остается 
проверить, что и, обратно, каждый элемент такого ядра содержится в 
соответствующем образе. 


а) Пусть ли № =0, ЖЕ НЗ(Г) и пусть 


по, РЕД, 90: 
тогда 
Й © 1. 6 т ("© 1 © Г), 
т. е., как отмечалось в 8 3, п. 2, 


О и ЕВ 76. 
Следовательно, 
та“ = 4 (т!) = 41° — а" = 0, 


а значит, в силу отсутствия кручения в комплексе Г,, 41” = 0, т. е. 
1 
ПЕК (о т) 


стало быть, так как 1/9 = 9 (т 1“), то №, = тА, где № = 1“ 
6) Пусть \й„ =0, 22 @Н% (Г) и пусть 
и = 1 (Ё © 1т),] К 61“, а4“==0 (тот), 


* Это доказательство мы приводим*лишь для [независимости и полноты изло- 
жения, так как этот факт является хорошо известным предложением гомологической 


алгебры; он вытекает, всилу точности последовательностей 0-+ [-+ [-+ [т-—+0 и о= 
т + 


= Тр тр => т-0 и отсутствия элементов конечного порядка в группах ГЯ (что 
ф Ф 


позволяет эти последовательности тензорно умножить на [79), из сказанного в кон- 
це $ 3 главы [У книги (?). 
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т.е. 4‘ = п Н, (НН 6 1[4Н. тогда "65" по определению отображе- 


ния 80, так что 
де =. т 0. 


и, значит, @Н — 49, 19611. Следовательно, 
а(^ ри т1°9) а таг“ = тн а т" а 0, 


М Ге Ко (ры ЕТ 
полагая поэтому 
ч(И— т! 9) = № 
находим: 
Йт = м 5 , 
ибо 
по =по 


в) Пусть т =0, Е НН (Г) и пусть. 
№, =л | а Е Роды р 0: 
тогда 
те 6 (7 -а И 
т. е. 
те == Я, ЕДА, 
Таким образом, а =0 (тод т) и, следовательно, можно положить 
1 (19 © 1т)} = №; 
тогда, согласно определению граничного гомоморфизма, будем иметь: 
о = Л, 
г) Пусть пир = 0, Ире Нтр (Г) и пусть 
тр = 1 (Г © 1тр), #61, аР=0(шод тр); 
как и вп. а), находим: 
а Ао 
Следовательно, 
та!“ = а (т!) = ай — аа —*==0 (шо тр) 


* 
или, сокращая на т (в силу отсутствия кручения), 4“ ==0 (шой р), так 
что можно положить 
* . 

7 (1 969 1р) = Йр; 

тогда 
р 
Ат —= тр Йр , 


ибо, по определению отображения ©, 
тр7 (74 © 1») =1 (т 69 1тр) = (еек аг =) 69 1») =\ (Ио 1 тр) + 
д) Пусть прб и =0, Е На (Г) и пусть 
бт = (Й 691), #61л, аЙ==0(тод т), 


т. е. а =тшИН и, как в п. 6), 
т = т; 
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значит, пои Н =0, а потому, как в п. а), 
141 и 4“ 1 а (4 [5 ГА, тег 67“) , 
Следовательно, 
4(® — т{“) = ай — та“ = т — т (НН — ррч+) — 
= трГ’а+1 ==0 бпо4 тр), 
‚ так что можно положить 
и т!) 69 1тр) = Итр; 
тогда 
Аа == К ар 
ибо 


л((И — т 19) © 1) = (И 1). 
е) Пусть орй, = 0, й, Е НЗ" (Г) и пусть 
п = (ИН 1, КИТА, дин 50 (шоб р); 
тогда, согласно определению гомоморфизма в, 
(те © 1тр) 6 Ра (9 © 1 тр —> [91 © Атр), 
т. е., как отмечалось в $5 3, п. 2, 
т?" = ай | трё [( Е Гл, Не) у 
Следовательно, 
пе ре ий у 
откуда, согласно определению граничного гомоморфизма, 
21 (8 1) = (И — рН), 
а значит, 


пр во 1 (Р 691") = (2  — р“) © 1) = ч(ЁН ® 1»), 


ост у * 
ды = подо "бр, 
* 
а 
БД Ин = (2 61). 
3. Так как последовательность (6) является точной, то 


Па (Н%ь (Г) -2 Но" (Г) = Кег(НЗ\" (Г) 2 НЗ" (Г)) = Ш На" (Г), 


где [НН (Г.)], в согласии с ранее введенными обозначениями, есть 
подгруппа группы ыы (Г), состоящая из таких ее элементов й, для 
которых тй = 0. Точно так же, 

Кег (Но (Г) > Нъ (Г) = Па (Но (Г) -2 Но (Г)) = тНо (Г), 


а потому‘ фактор-группа [Но (Гм = Но (Г) / тНо (Г) изоморфно отобра- 

жается на подгруппу группы Н%, (Г), являющуюся образом группы Но (Г) 

при гомоморфизме пи. Таким образом, возникает пятичленная точная 
последовательность 

0-— [113 (Р)}„-— Н% (Ё) > т" (10. (8) 

Так как все элементы группы Ва (Г,)] имеют порядки, являющие- 

ся делителями числа т и, значит, ограничены этим числом, то, по из- 
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вестной теореме Прюфера *, группа „[Н&! (Г)] распадается в прямую 
сумму циклических групп 
ЭНГ] = ХТ: . 
Порядки та этих циклических групп т делителями числа т. Обра- 
зующие элементы групи И °) обозначим через а". Они служат образ 
зующими группы „[Н®" (Г)] и единственными соотношениями для них 
будут 
та а =0. 
4. Покажем, прежде всего, что последовательность (8) при любом 
натуральном т является расщепляющейся, т. е. построим расщепляю- 


щие отображения $ = 5%; эти отображения нужно строить согласованно 
друг с другом, так как из полученных групи будут строиться системы. 

Построение произведем индуктивно. Выбрав какое-нибудь простое 
число р, строим сначала отображение 


ЕН ЦН 
(р) 


принимая за 5% а?’ какой-нибудь из элементов группы Н? (Г), переходя- 


щий в а? при отображении 8, и полагая 


$0 (Ух а?) = Ут 8 а) : 
1 ^ 
Так (как в рассматриваемом случае все т. равны р, а все элементы 
группы Нз(Г) имеют порядок р (см. $ 1, п. 5), то из 


Уна = Ума 


вытекает №; ==); (шо р) и, значит, 


® (7104—2008) - Мю) 0, 


хо о а®)) = ее - р а |. 


так что наше отображение % определено однозначным образом. Очевид- 
но, оно будет расщепляющим отображением, т. е. 880 = 1. 

Пусть отображение Зы, где т = р®-1, уже построено. Тогда отобра- 
жение 5%, где т = р" = тр, строим так. Для тех образующих а”, по- 
рядки т. которых < т, полагаем 


что имеет смысл, так как такие и лежат в пору а ЗАТ 


ты 
группы т Е КГ)], к которой применимо ораенва т. Если же для 
образующей а” будет т. = т, то за ре принимаем один из элемен» 
* См. (6), стр. 156 (речь здесь идет о примарной группе, но это не является 


ограничением, в силу сказанного на стр. 149 этой книги; к тому же нас интересует 
далее лишь случай примарной группы). 
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тов й группы Н%, (Г), для которых будет одновременно 


д В = в (ра), 
а = а”. 
Существование такого элемента й устанавливаем следующим образом. 
Так как 
пор би, (раб) — п (раб) — 0, 
то, в силу точности последовательности (7) (где т заменено на т), 


найдется элемент й’ ЕН (Г), для которого выполняется первое из этих 
условий: 


пой” = 5%. (раб”). 
Тогда, в силу (5), 
р — а) = ра — тт = ра — 8780 (ра) = 0, 
а потому, вследствие точности последовательности (6), 
ОИ — 
где в ЕН? (Г). Положив й =й'’ | @ти, найдем, в силу $ 1, п. 5, и фор- 
мулы (5), что 
пират й' -- тоыи = 5% (ра) -- 6. (ри) = 5%. (ра), 
р = ВА’ Зори —= ЗА’ Ри —= а, 
т. е. элемент й удовлетворяет поставленным условиям. 


Для произвольного элемента Ома группы „[Н&ЕКГ)] полагаем 
п 


—. [о №) = 5 №: а” $ 
я 


Такое определение однозначно, ибо если 
Урна = Уи, 
то 
№: == № (шо@ Та,;) , 


а тогда для тех 1, для которых то, < т, будет 


(4— №) а = 04 — Мойба” = тома] =0, 
а для тех #, для которых та, = т, 
(ы— №) ник = т РЕ ЛЕЗнийт 0, 
так как все элементы й группы Нл (Г) удовлетворяют условию тй = 0 
тем. 8 1, п. 5). 
`В случае та «т имеем: 
бод то ба" — В ба — а 


в силу (5), а в случае т. = т условие 
ба = ам 


б известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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выполняется по определению отображения 3%. Поэтому для любого эле- 
мента # = У №2”) группы "[Н** (Г)] будет 

бт 0 =, 
т. е. отображение '5° действительно будет расщепляющим для точной 
последовательности (8). 


Отображение &, построено теперь для всех чисел т, являющихся 
степенями простых чисел. Пусть т — произвольное натуральное число 


К; 
и пусть т=т,...т», где пи =р,;', а р1,..., Ри — различные простые 
числа. Тогда, как известно, найдутся целые числа \1,..., №» такие, 
что 
т т 
= — +. № — 
т Та те га ъ т 
Полагаем 


Такое определение отображения 85 имеет смысл, так как если 


Ре» [На (Г)], 
то 


т 
= ВН" (1. 
Ю 
Это отображение будет расщепляющим для последовательности (8), ибо 


бий = Убе в (в) = Хлам в, (и) = Ум = 


Так построенное отображение не зависит от ей чисел »;, удов- 
летворяющих условию 
т 
ДА =. 
> ь т; 


Действительно, если 
У т т; > № т; ) 


то 


Я 
20—м) = =0, 

т; 
а так как все члены этой суммы, кроме 1-го, делятся на т;, а число 


й 


на И; не делится, то №— № должно делиться на т, т. е. 


Г 


\— ^; = т: ж. Поэтому 
Хот, :(-®)— мет (= ")= 
— У (4— ны $, ‚(= п) = > трой Л р р) = 8 р (тй) = 


р 


ибо тр =0, так как и, 
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5. Переходим к рассмотрению гомоморфизмов хи и ®м (т/т’), при- 
мененных вслед за построенными нами расщепляющими отображениями. 
Сперва рассматриваем гомоморфизмы п^ и в”, где т = ри, т = р" == 


= тр, р— простое число. Для тех а“, для которых т. < т, в силу 


| $ 1, п. 5, имеем: 


т” о а" 50 а") и] хо ( 
п бт а = пот 5 а = рта = 89. (ра), 


| а в случае т» = т — равенство 


п”. Е °. (раб" , 
справедливое по определению 8%. Так как а“ являются образующими 
Рруппы „[Но ты (у то соотношение 


пифы й = 5% (рп) 


’ справедливо для всех элементов й этой группы. Далее, группа 
‚ [НУР (Г) является подгруппой группы „[НУ® (Г)] и состоит из таких 


(т) 


' ее элементов й = Ума «а, для которых тй = 0, т. е. т; == 0 (шо4 т... 


] 


й 


Это не накладывает никаких ограничений на те №, для которых 


Та; < т, если же та, = т, то соответствующее ^; должно делиться на р. 


`Но в первом случае 


:а во втором 


п ко эн (Ба) 


по определению м и в силу $ 1, п. 5, а потому 


т 55. В = й 


для всех Рея [НТ (Г)]. 


Применяя рассмотренные гомоморфизмы несколько раз подряд, приз 


` ходим (в силу $ 1, п. 5) к формулам 


пи бий = бо (№№), т Зий = бы, 


1где т и т’ — степени простого числа, причем т/ т’. Пусть теперь т и 
/ 
‚ т’ — произвольные натуральные числа такие, что т/т’, и пусть и’ == 


=...» где т, = р, рь..., Ри- отличные друг от друга простые 


‘числа, а ^.,..., ^„ — целые числа, для которых 


о ее 


т т», 


| Пусть, `далее, т = р . „рип, где О< А; =, Положим 


5* 
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Поэтому й 
‚ тт. ре т 
пт’ $, т’ Е 0 т т т; _т; $0 
$0 = У 2 (25. „) = У от" ч $ .( )- 
Пт ® пи т, т, - НВ т; т т 


вме) ун-т) =) 
1 о 


1 
(в силу $ 1, п. 5, ибо (т‚, т) = па) и, аналогично, 


50 т т хо [т 
от, бт И — У ото бт; [= ,) — 
1 Ю 


550 [т т 0 (7 
=» 6" о т и) =» ото = ы — 
"Ч 
ис ‚ тт, и ти 55! 
— Ул" 8, ие в) = о Не и) м0" 8, а ®\ = 5%. В. 
а. =" (=. Е т’ ти ур: т, ) 


4 


Согласно определению отображений #", и ри (см. $2, п. 2) между 


- 1 
подгруппами данной группы (в настоящем случае группы НУ (Г,)), по- 
следние два соотношения Я в виде: 

пт’$ т 750 $0 ;т 
== = м. ‚ От бт = бий». 
Так как последовательность (8) является расщепляющей, то можно 
написать 


Ну (РЁ) = НЗ (Е) + НЗ" (БР), (9) 
и если гомоморфизмы п и © ‘считать примененными прямо к правой 


части этого изоморфизма, то для элементов второго прямого слагаемого, 
в силу вышесказанного, будем иметь: 


’ 


т т? 

В случае т = 0 формула (9) перестает быть справедливой — второе пря- 

мое слагаемое в этом случае стсутствует; мы будем заменять его 

тривиальной группой 0, состоящей лишь из нулевого элемента, а зна- 

чит, и гомоморфизм по, примененный к этому слагаемому, будет три- 
виальным. 


С другой стороны, первое прямое слагаемое формулы (9), в силу 
$ 3, п. 3, отвечает при изоморфизме (9) естественной подгруппе группы 
Ну (Г); а именно подгруппе элементов вида тт й, где № 6 На (Г), причем 
гомоморфизму пт: Но ([) -> Нъ (Г) в левую часть формулы (9) соответ- 
ствует гомоморфизм фт: На (Г)->[Н& (Г)] и на первое прямое слагаемое 

[Но (Ри = Но (Г) © 1т 
ее правой части, определенный соотношением фо й = А © 1» (точнее было 
бы, таким образом, писать не $, а 16$, где фо, — гомоморфизм, 
определенный в $ 1, п. 5). Далее, 


О Л. 


= 71 ФТ, = 1, 


фиг: [Но (Г) —> [Н® (Г) 
(точнее, 1 фи 164”) — гомоморфизмы, определенные при т/т’ 
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соотношениями 
фт (й 1.) = ВО фт (Ви) = В Аи 
(ем. $5 па 5), м. е. 
фей = ФО, фт й = т фо. 
Сравнивая их с формулами 


т’ = т 
КИО = 0 Й, бтлоЙ = 0 И, 


справедливыми для гомоморфизмов п и о (см. $ 1, п. 5), убеждаемся, 
что при изоморфизме (9) гомоморфизмам л”’и от, (т/ т’), примененным 
к элементам первого прямого слагаемого, отвечают гомоморфизмы ф”’ 
и $". 

Таким образом, спектр гомологий комплекса Г, оказывается опреде- 
ленным целочисленными группами гомологий Но(Г) и Н&" (Г) как 
прямая сумма двух систем групи ($ 2, п. 1): 


{Нт(Ё); п, Ф)тьо = ИН); $, $} + ИН" (РЁ); р 0, 
где 
эн" (В) = = НЗ" (Р)] при т + 0, 
и является тривиальной группой при т=0. В силу формулы (4) и 
свойства дистрибутивности тензорного произведения‘ систем ($ 2, п. 1), 
отсюда следует: 


$ (Г, С) Е тЫ (Г); п, “} о © (5С. т о = 


= {180 ()].;Ф, Фи ® {„@;Ь ты + 

О о бол (10) 

Но 
{Но (Ё)]т; $; Ф}тьо © {иб;Ь ть = Но(Ё) ® В. 

Действительно, группа, стоящая в правой части, имеет образующими 
всевозможные пары й © 5 (ВЕНо (Г), еЕС), а соотношениями — соотно- 
шения дистрибутивности, тогда как группа, стоящая в левой части, со- 
гласно определению тензорного произведения систем, имеет образующими, 
кроме соответствующих пар ив, еще дополнительно пары в © ат, 
ое Л» © [с (Г), гб @ (т 0) т, е. пары фей бов” (ВЕ НЖ(Г,)), 
а кроме соотношений дистрибутивности для нее будут еще дополни- 
тельно иметься соотношения 


9 й © 8т = Й с тт» фт! © Вт == Вии 6 т бт» 
фт’ Йт © бп! = И © а (т / т’). 


Но ы ы н 
йт ©9 Вт = $0 Й 69 Вт = ВОЙ 8; 


поэтому дополнительные образующие можно отбросить, так как они 
заменяются старыми, дополнительные же соотношения будут тогда вынол- 
няться автоматически: это ясно для дополнительных соотношений дис- 
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‘трибутивности, для остальных же это следует из того, что в силу 
Рли = ф',Й, = Йт = ФО Й 
они записываются в виде 
> „ А ^ ` т 0 ^ а 0 ^ ит 
фто Й © Вт = Ф,й ©) убт И Фттй © т’ — Фи © фт Вт’, 
а вследствие отмеченных выше свойств 
т 
” — Фо т 00 — — 0 
Ф $, а Фит. фо т Фи, 
отображений ф и фи аналогичных вполне очевидных свойств 


„т.т $ 

0 ии =и, Юж т 
отображений [ и |, обе части в каждом из этих последних двух равенств 
отвечают одной и той же Старр образующей, а именно, <" 2т в пер- 
вом и ри ‘т (или # © = т) во втором случае. 

С другой стороны, согласно формуле (3) (см. также Добавление 1), 

а-1 а ей ту "> 
а (ГР); 7, ть © {и@; Ь Г} тьо = 
а--1 я Е —— ТЕ 
= {и[Но’`(2)]; 7, }т>о © {т} Ь ]}т>о = Но’ (РЁ) * 6. 
Следовательно, формула (10) дает: 
Н“(Г, @) = (рев+нць * С, 
т. е. формула (1) доказана. 

6. Отметим, что, как это было и для спектра гомологий, целочислен- 
ные группы гомологий тоже универсальны не только для групи гомо- 
логий по различным группам коэффициентов, но и для гомоморфизмов 
этих групп, порожденных гомоморфными отображениями групи коэффи- 
циентов. Действительно, всякий гомоморфизм ф:С->С”, как указыва- 
лось в $ 3, п. 5, порождает гомоморфизм полных (а также естествен- 
ных) систем этих групп Ф:{и„С; & ]}}—>{и@’; в ]}, а соответствующий 
гомоморфизм ф:Н“(Г, С)->Н“(Г, С’) получается, если этот гомомор- 
физм ф применить ко второму тензорному множителю в обоих прямых 
слагаемых правой части формулы (10). 


Периодическое произведение двух групп, как уже отмечалось выше, 
является дважды ковариантным функтором, ибо гомоморфизмам 


о бб фи НЫ’ 
соответствует естественный гомоморфизм 
*ф: + Н- С’ *Н’, 


определяемый как гомоморфизм фбф тензорных произведений естест- 
венных систем этих групп: 


{"@; Ь ]}тьо © {мН; 7, тьо —> (и@; Ь ]}тьо © {НН & ть 
(гомоморфизмы естественных систем, порожденные гомоморфизмами ф: 


С С’ иф: НН’ здесь снова обозначены через ф и $). Поэтому ис- 
комый гомоморфизм 


ф: Н“(Г, ©) > НА(Е, @') 


получается, если в правой части формулы (1) применить гомоморфизм ф 
к группе С в обоих прямых слагаемых и взять гомоморфизмы, порож- 
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_Даемые этим гомоморфизмом в тензорном произведении Н5 (Г) ®С и в 


произведении кручения НЗ" (Г) * С. 

Однако в отличие от спектра гомологий целочисленные группы 
гомологий уже не будут обладать универсальностью для отображений 
НУ (Г, С) > Н“([/, С), порожденных гомоморфизмами комплексов Г, > [/, 
как показывает пример комплексов 

2:0—>0—1->1-—0, Г’ :0—Г-+1—0-—0, 


в которых дифференциальные гомоморфизмы 4 и 4’ в тех размерностях, 
где они нетривиальны, определяются условиями 41 =2, а”1 =2, а гомо- 
морфные отображения 9:[.-—[’ и 69’: [->[’ в единственной нетриви- 


‚альной для них размерности 4 =2 (группы комплексов Г и Г” предпо- 


лагаем занумерованными числами 0, 1, 2, 3, 4) задаются соотношениями 
8,1 =1, 6,1 =0. Целочисленные группы гомологий этих комплексов не 


 тривиальны лишь в размерности 3 для комплекса Г, и в размерности 2 


для комплекса Г’ (а именно, Н? (Г) = Н?(Г/) =1,), а потому гомомор- 


’физмы этих групп, порожденные отображениями 0 и 0’, тривиальны и 
9 


значит, одинаковы, тогда как соответствующие гомоморфизмы двумер- 


ных групп гомологий по модулю 2 


НЬ (Г) — Н» (Г/), 
т.е. /[,->/., различны, а именно, 
9,1, =1,, 0,1, =0 
(т. е. 0,1, = 4», 64, =0)*. 


ы 


Добавление 1 


Мы хотим здесь дать непосредственное доказательство того, что 
обычное определение периодического произведения, приведенное в $1, 
и. 3, совпадает с определением при помощи формулы (3), используемым 


в настоящей работе. 
Действительно, пусть Р — свободная группа, или даже только группа 


без элементов конечного порядка, а О — ее подгруппа, причем Р/О = 
Рассмотрим ядро отображения 0 < Н->Р©Н, порожденного отображе- 
нием вложения подгруппы О в группу Р. Пусть 


р= 24 @ № (4кЕ0, №Е6Н, №=1,..., 8) 
Е 


— какой-нибудь элемент этого ядра. Это значит, что 


Уч ® м =0 
К 


(напоминаем, что С есть знак тензорного произведения элементов отно- 
сительно всей группы Р). Но тогда, в силу леммы $ 3, п. 1, найдется 
конечно-порожденная подгруппа А группы Р, которая будет свободной 
группой из-за отсутствия в группе Р элементов конечного порядка, та- 
кая, что 


4 6А (®=\..., 5) > 4ь ® и = 0. 
Е 


* Несколько более сложный пример получается при алгебраизации топологиче- 
г. с я 
ского примера, приведенного для несколько инои цели в конце $1 нашей работы (7). 
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Пусть В = АПО; это — тоже свободная группа с конечным числом 
образующих. Как известно *, свободные образующие а; (& =1,..., п) и 
5: (1=1,.... п’) групи А и В можно выбрать так, чтобы 


= та; (1<т), 


где п — ранг группы А, п’ — ранг группы В, а т; — натуральные числа. 
Элементы 4» лежат как в А, так ив 0, а значит, они являются эле- 
ментами группы В = АПО. Разложим их по образующим этой группы: 


4к = У Ми 
й 
(\:х — целые числа). Тогда 
в = Учкбй» = У №: © йх = Ув: ой,, 
к 9 К © $ © 


где й; = У мийк. Имеем: 
К 
0= 14% ® вк = У Ла © №ь = >} Мата; © Вх = №14; © №, 
® А К А 1, К А В А 


а так как а; являются свободными образующими группы А=[хп и 
АФН = Нхи, то отсюда следует, что т: в; = 0, т. е. 


МЕН (=1... т). 


Стало быть, для того чтобы было рЕКег(О © Н ->Р®Н), необхо- 
димо, чтобы р можно было представить в виде конечной суммы 


р = У. 6, ® №, 
К 


где Ик 6 „„Н, тк — натуральные числа, а 6х — такие элементы группы О, 
которые в группе Р > О делятся на тк, т. е. 6, = ткак, акЕР, что мож- 
но также записать в виде 

и ЕОПткР. 
Очевидно, это условие будет и достаточным, так как в этом случае 
имеем: 


У ® № = У тлак © № = Хак ® тайк = 0. 
К к к 


Таким образом, искомое ядро Кег(0 © Н > РОН) есть подгруппа 
группы О©Н, состоящая из элементов `р, удовлетворяющих такому 
условию, а потому его можно построить, взяв в качестве образующих 
всевозможные пары (5, №), где для какого-нибудь натурального т будет 


БЕОПтР, ВЕН. 


Вместо этого можно, добавив новые соотношения, рассматривать пары 
отвечающие различным значениям числа т, как различные образующие, 
обозначая их теперь в виде (6, #)»т. 

Найдем соотношения, связывающие эти образующие. Ими, очевидно, 
будут прежде всего соотношения дистрибутивности при одинаковых т, 


* См. (6), $ 20, стр. 130. 
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(61, №) + (65, №)т = (НЫ, №), 
(5, м сы (5, й>)т — (5, в, 15) м» 
и, кроме того, идентифицирующие соотношения для различных т: если 
т / т’, БВ ЕОПтР, ГЕОПтР, ВЕН, №’ ЕН, то 
ен Ч (= Ь, ”)„= (ь, №”). 
Покажем, что эти соотношения образуют полную систему соотношений 


в рассматриваемой подгруппе группы О ©Н. 
Действительно, пусть 


> (к, Ик), =0 (6 6ОПтьР, №Ет,Н) 


есть какое- о соотношение, справедливое для образующих этой 
подгруппы. Это значит, что 


Умов =0. 
® 9 


Так как 6. О П т-Р, то 5, = ткак, где акЕР. Согласно лемме $ 3, 
п. 1, найдется конечно-порожденная подгруппа Вс 0, которая опять 
будет свободной группой, содержащая элементы 6х и для которой 


Ув © № = 0. 

р? В 
Пусть А есть свободная подгруппа группы Р, порожденная подгруппой 
В и элементами ах, и пусть в группах Аи В снова выбраны свобод- 
ные образующие а: и В:, удовлетворяющие тому же условию 6; = т;а: , 
что и прежде. Тогда будем иметь: 


Вк = У Жи: = Улит: а, 
р : 


* 
где ^:х — целые числа. Так как 6х = т‚ак, акЕ А, аа; являются свобод- 
ными образующими группы А, то отсюда следует, что 
* 
№ ПТ == 0 (по@ тк), 
т. е. 


’ ту 
№ = №, 
ак 
где. г — целые числа, а бд = (т: ‚ ть). Условие Ув ©» —=0О прини- 
К 


мает теперь вид 
т * * „ т 
С РС ® ( 0 
= ий Фи = ® (аз, №) 
а так как В: являются свободными образующими группы В = 1 хп’, 
а В®Н =Н Хи, то отсюда оду» что 
> мт ее к = = 0. 


Поэтому, ` преобразуя И сумму с помощью одних только 
соотношений указанных выше типов, получим: 


2», к = > ‚С м Е =, №) В ( №иё: , м, ее 


ак 


= жЫ, мы) = Зе), й ео 


О ту 
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т.е. наше соотношение 
У(вь, №) =0 
Е 


действительно вытекает из указанной выше системы соотношений. 

Каждому элементу 560 ПтР при фиксированном т поставим 
в соответствие элемент & группы С =Р/0О, являющийся классом смеж- 
ности, содержащим элемент а группы Р, для которого та = 65; ввиду 
отсутствия в группе Р элементов конечного порядка, элемент а, азна- 
чит, и содержащий его класс д, однозначно определяется элементом 6, 
ибо из 


следует 

т (а— а’) =0, 
т.е. а=а’. Тогда та =Ь6`О, а значит тр = 0, т. е. 86 шС. Соответ- 
ствие зависит от т: если при том же БО Г т’Р заменить т’ на 
т (т / т’), то 8 заменится на в а одинаковым © при переходе от т 


, т’ 
к т’ состветствует замена $ на —_ 6. 


Обратно, если 2ЕиС, т. е. 5ЕС, те = 0, а а — какой-нибудь эле- 
мент группы Р, содержащийся в классе 2, то $ = та есть элемент груп- 
пы О, а значит и группы О ГП тР; если а и а’— два таких элемента, 
то а—-а’'60, а потому для соответствующих элементов 6 = та и 
Ь’ = та’ при произвольном й6„/Н будем иметь: 


(6 В’) Фй=т(а —а’) Ё = (а—а') @ тЁ = 0, 
[“ 9 [“ 
т.е. ой =Ь’ СИ и, значит, 
9 9 


(6, Вт = (6, №). 


Поэтому группу, изоморфную группе Кег(0®Н —>Р©®Н), можно 
получить, взяв в качестве образующих вместо пар (5, й)м пары (8, В), 
где 6, ВЕН, а в качестве соотношений — соотношения дистрибу- 
тивности при одинаковых т для новых пар, т. е. 


(21, Й)т - (82, В)т = (81 + 82, Юм, (2, И1)т Е (8, Йз)т = (в, йа + Ро 


и идентифицирующие соотношения для новых пар, соответствующие 
прежним: если т / т’, 6тС, 2’6.С, ПЕ. Н, №' 6 Н, то 
* 


(те... е, вн тв) * 


Эти последние можно, воспользовавшись введенными в $2, п. 2, 
отображениями йм, И ]т, записать в виде 


ИИ. , „т „т Й „ти 
(т8’, №т = (8, тт (тб, ие == (8, Ттй’)ть 
а тогда построенная группа, согласно определению тензорного произве- 
дения систем групп, есть 


{и г, 71}т>о © {шЯ; ь то, 


* Такое определение периодического произведения принадлежит Эйленбергу и 
Маклейну [см. (12), п. 11]. 
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т.е. это произведение естественно изоморфно группе Кег (0 © Н ->Р®Н), 
которая в случае свободных групп Р и О обычно принимается за 
С * Н (одновременно получается независимость периодического произве- 
дения ‘от выбора таких Ри 0). 

Мы доказали несколько более сильное утверждение, так как у нас. 
Р и 0 не обязаны быть свободными, а лишь не должны содержать эле- 
ментов конечного порядка, однако этот факт элементарно выводится и 
без помощи наших рассуждений, если исходить из формулы (2). До- 
статочно рассмотреть комплекс без кручения Г:0-—>0->Р->0 (где груп- 
пы занумерованы слева ваправо числами 0,1,2,3, а отображение 
9 -—Р есть отображение вложения). Для него 


Нз (Г) =0 
{ибо Кег(0—>Р) = 0), 
Н? (Г, Н) = Кег(0 © Н > РОН), 


Н?З (Г) = Кег(Р->0) /№а(0->Р) =Р/0=б, 


а потому формула (2) ($ 2) дает: 
Ке (ОН РОН) =С*Н. 


Добавление П 


Пусть Х есть какое-нибудь топологическое пространство. Отнесем 
этому пространству некоторый групповой комплекс Г, который мы назо- 
вем комплексом его целочисленных коцепей. 

Для этого рассмотрим множество всех его открытых мультипликатив- 
ных покрытий ©” в смыслб работы (8). Как указано в названной работе 
{замечание в конце $ 9, стр. 55), для построения групи когомологий 
пространства Х при рассмотрении подразделений покрытия ©” достаточ- 
но ограничиться лишь точными подразделениями, где каждый элемент 
покрытия есть объединение содержащихся в нем элементов подразделе- 
ния (ибо в каждое подразделение покрытия можно вписать точное под- 
разделение этого покрытия), а тогда будет выполняться условие 

55} = 5%, 
а значит, и 


В о% — с“ 
9. в У 


(58 ставит в соответствие каждому элементу покрытия ой наименьший 
содержащий его элемент покрытия ©”, а ов есть соответствующее отоб- 
ражение коцепей покрытия ©” в коцепи покрытия 07). Поэтому в мно- 
жестве всех 4-мерных целочисленных коцепей (т. е. функций Е из ука- 
занной работы) всевозможных мультипликативных покрытий 4“ 
пространства Х можно произвести разбиение на классы, приняв, что 
ди Д принадлежат одному классу тогда и только тогда, когда най- 
дется общее точное подразделение ©” покрытий 6% и0®, для которого 


© 74а — сВ 71а. 
9/4 918 
Полученные классы естественно образуют группу, которую мы и 
‚ примем за группу [Л комплекса Г.. 
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Сравнивая теперь определение групи когомологий НТ(Х, С) прост- 
ранства Х по группе коэффициентов С с определениями настоящей работы, 
мы видим, что эти группы совпадают с группами гомологий Н“(Г, С}: 


комплекса Г, по группе С. Легко заключить далее, что группы /^ не мо- 
гут иметь элементов конечного порядка. Поэтому из результатов настоящей 
работы вытекает доказанная нами в работе (*) справедливость теоремы об 
универсальных коэффициентах в форме (1) для групи когомологий топо- 
логических пространств (в смысле Чеха или П. С. Александрова). 

Отметим, что. вместо мультипликативных покрытий с точными под- 
разделениями можно рассматривать обычные покрытия, если ограни- 
читься каноническими замкнутыми покрытиями (т. е. покрытиями 
в смысле работы (°), п. 8, элементы которых суть замыкания непересе- 
кающихся открытых множеств), образующими конфинальную часть 
системы всех замкнутых покрытий и для которых всегда 


558 = 5. 


Можно использовать и произвольные покрытия с обычным определе- 
нием вписанности, но тогда разбиение на классы, дающие элементы 


группы 1/7, будет несколько более сложным. 
Поступило 
18.\1.1958 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Сагфат Н. ап Е! 1!еп Ъегр5., Нот о1001са1 А1сеъга, Ргисеюп, 1956. 

3 Бокштейн М., Тензорные произведения систем группи теоремы об универсаль- 
ных коэффициентах для гомологий и когомологий, Доклады Ак. наук СССР, 419, 
№ 6 (1958), 1066—1069. 

3 Бокштейн М., Универсальные системы колец У-гомологий, Доклады Ак. наук 
СССР, 37, № 9 (1942), 275—218. 

*Зейферт Г. и Трельфалль В., Топология, ГОНТИ, 1938. 

5 Бокштейн М., Гомологические инварианты топологического произведения 
двух пространств, Доклады Ак. наук СССР, 40, № 9 (1943), 387—390. 

‹ Курош А. Г., Теория групп, Изд. 2, ГИТТЛ, 1953. 

7 Воскзбе!{1 М., Оъег 41е Ношо]ор1естарреп ег Уегениеипо эжеег Кошр]ехе, 
Матем. сборн., 9 (51): 2 (1941), 365—376. 

8 Александров П. С., Общая теория гомологии, Ученые записки МГУ, вып. 45 
(1940), 3—60. 

э КигозсьВ А., КошЬтаот1зсвег Ач аи ег 5\кошрак(еп бюро]ор1зсвеп Вёише, 
Сошроз! 0 шайй., 2 (1935), 471—476. 

10 Воскзбетт М., Зиг 1е зресёте 4 ’Вото1ор1е 4 ’ап сошр]ехе, Сотриез Вепдиз Аса4. 
501. Раг1з, 247, №3 (1958), 259—261. 


п Воскзке!т М., баг 1а [огище 4ез сое 1с1еп{5 иш1уегзе]$ ропг 103 ргопрез 4 ’Вотао- 3 


1ор1е, Сотр(ез Веп4из Асад. 51. Раг1з, 247, №4 (1958), 396—398. 
12 Е! | епего 5. ап@ МасГапе $5., Оп Ше отопрз Н (П, п), П, Апп. Ма. , 
70, №1 (1954), 49—139. 


| 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 565—594 


А. Ф. ЛЕОНТЬЕВ 


О СВОЙСТВАХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ЛИНЕЙНЫХ АГРЕГАТОВ, 
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(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


В работе изучаются свойства последовательностей линейных агрега- 
тов, образованных из полиномов Якози 


п 
РР @ я и Паш _=т<1. 


Эти свойства применяются к исследованию полноты указанной си- 
стемы полиномов Якоби на кривых в комплексной плоскости. 


Введение 


Обозначим через у, (2, ^) (7 =1, 2,..., $) какие-нибудь линейно-незави- 
<имые решения уравнения 


8 
Ру= Х 0; (2) 9—2 (2) =, (1) 
2=0 
где 0; (2) — некоторые аналитические функции и Х — параметр (вообще 
комплексный). Пусть №, №, ..., №, ...-— какая-нибудь последователь- 
ность значений параметра ^. В работе (*) указаны свойства посгедова- 
тельностей линейных агрегатов 


Фп ‘8 
® <! 
В и №) (И 2,1.) (2) 
Е=1]=1 

которые равномерно сходятся в круге |2—2 | «г, причем радиусг 
предполагается больше определенной величины, зависящей от {\„};и 
коэффициентов 0, (2). Например, показано, что если у; (2, ^,) — целые 
‘функции и 

. К 

Ша —— =0, (3) 


Е — 
8 


^к 

то из равномерной сходимости последовательности (2) в некоторой об- 

ласти следует, что у предельной функции Р(2) область существования 

односвязна. В зависимости от {^„} и 0;(2) эта область может иметь ту 

или иную форму: полуплоскость, полоса, внутренность эллипса, пара- 
( болы и т. д. 
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ое Зы Я ее гы 
Рассмотрим два примера. Пусть сперва 
Ду ==" = у. (4) 


Здесь решениями являются функции е="», последовательность (2) яв- 
ляется последовательностью полиномов Дирихле, область существования 
предельной функции Р(2), если №» > 0 и выполняется условие (3), — вер- 
тикальная полоса; если последовательность (2) составлена только из 


функций г "№ (без функций е’ №), то соответствующая область —- по- 
луплоскость. 
Пусть теперь 
Ру = (1— 2?) у" + [В — « — (&-ЕВ- 2) 2] у’ = 

= ав + у, (5) 
где а, В— действительные параметры. Уравнению (5) удовлетворяют 
полиномы Якоби Р®® (2) (напомним, чтоих частными случаями явля- 
ются полиномы Чебышева, полиномы Лежандра). Здесь 


№ = — к (к “+В 1). 


(а, В) 
Если последовательность (2) образована из полиномов Ру,’ (2) 


196 4) призом 0, то из равномерной сходимо- 
р со Ук р р 


сти этой последовательности в некоторой области следует, что область 
существования предельной функции есть внутренность некоторого эллип- 
са с фокусами в точках +1. 


Доказательства указанных свойств основаны на рассмотрении опера- 
тора бесконечного поряпка 


М (у) = Хак Оч, (6) 


где Ду— левая часть уравнения (1) и 2\ =Р(Р"*.. В случае (4) этот 
оператор имеет вид 


М (у) = Хаку®® (2). (7) 


Оператор (7) — наиболее хорошо изученный среди операторов (6). По 
этой причине последовательности полиномов Дирихле лучше всего 
исследованы [см. (?)]. 

Оператор (6) имеет смысл (ряд сходится) в точке 2, если функция 
У(2) регулярна в круге |2—2 | «г, где г больше некоторой величи- 
ны. В силу этого теоремы относительно последовательностей (2) форму- 
лируются примерно так: если последовательность (2) равномерно схо- 
дится в круге |2—42| «г, то имеют место такие-то утверждения. 
Рассуждения связаны с кругом. 


Оператор (7) имеет смысл в точках, удовлетворяющих меньшим тре- 
бованиям. Например, если 


со со 

22 
Хаки ыы И —=>) , 
о == ^ 
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то оператор (7) можно ‘представить в интегральной форме, причем интег- 
ральное представление будет иметь смысл во всякой точке 2, являю- 
щейся центром вертикального отрезка длиной 2пт, на котором У(2) 
регулярна. Вместо круга здесь берется только его вертикальный диаметр. 
По этой причине для последовательностей полиномов Дирихле удалось 
получить более сильные результаты. Так, если 


То `ИЗ равномерной сходимости последовательности 


Ри 
Ро, оне Пей а..) 
1—1 


в области, содержащей вертикальный замкнутый отрезок длиной 2лт, 
следует ее сходимость в полуплоскости. 

Неясно, как этот результат можно распространить на последователь- 
ности (2) в общем случае. Не хватает интегрального представления для 
оператора (6). Не удается избавиться от круга — весьма грубой области 
в рассматриваемом вопросе. 

В работе (3) удалось перенести указанный результат на последова- 
тельности (2) в случае, когда уравнение (1) имеет вид: 


У’ +9 (2) у = №, (8) 


где 4(2) — целая функция. В основе этого перенесения лежит тесная 
связь между решениями уравнения (4) и решениями уравнения (8), ко- 
торая выражается формулой 


74 


1 (2) =(® +\ К(а, еда. (9) 


= 


Здесь / (2) и ф(2) — любые решения соответственно уравнений (8) и (4), 
удовлетворяющие в точке 2 =0 одним и тем же начальным условиям, 
К (2, #) — ядро, которое зависит только от 4 (2). Оператор (9) рассмат- 
ривался первоначально в действительной области. Б. Я. Левин показал 
[см. (4)], что если 4 (2) — целая функция, то ядро К (2, #) — также целая 
функция своих аргументов. 

Уравнение (8) — весьма частный случай уравнения (1). В частности 
уравнение (5) полиномов Якоби не имеет вида (8). Следовательно, за- 
дача более элубокого изучения последовательностей (2) в общем случае 
остается открытой. 

Цель настоящей работы — решить указанную задачу относительно 
последовательностей агрегатов из полиномов Якоби. В этом случае 
[т. е. в случае уравнения (5)] удалось лучше, чем раньше, изучить опера- 
тор (6). Для оператора (6) получено новое представление, с помощью 
которого удалось освободиться от круга. Пусть 


Г, (2) ии | (4->=), 


К=1 й 
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где 
р ОВ При. =. 
К-со УК 

Тогда новое представление имеет смысл во всякой точке 20, обладаю- 
щей свойством: функция У(2) регулярна на замкнутой дуге эллипса 
с фокусами в точках 1 (проходящего через точку 25), которая при 
конформном отображении внешности отрезка [— 1, + 1] на внешность 
единичного круга переходит в дугу окружности с центром в начале 
раствора 2тт, причем точка 2, переходит при этом в середину дуги. 
Благодаря этому новому представлению получен (относительно последо- 
вательностей агрегатов из полиномов Якоби), в частности, следующий 


результат: 
Если последовательность 
Рт 
шт (2) = > покр’ В (2) (т=1,2,...) (10) 


равномерно сходится в м содержащей вышеуказанную дугу эл- 
липса, то она сходится внутри целого эллипса с фокусами в точках 1. 

Свойства последовательностей (10) применяются в конце работы 
к установлению условий полноты системы полиномов Якоби {Р%" ® (2)} 
на кривых в комплексной плоскости подобно тому, как аналогичные 
свойства последовательностей полиномов Дирихле были применены 
в работе (5) к установлению условий полноты системы {2^*} на кривых 
в комплексной плоскости. 


: $ 1. Оценка Оу 


В работе (°) [см. также (1)] для оператора О\у при условии, что ру 
имеет вид (1) (см. введение), приведена следующая оценка: если функ- 
ция У(2) и коэффициенты 0;(2) регулярны в круге |2—а|<А и 
М (В, у), М (В, 0;) — максимумы модулей функций у (2) и 0;(2) в этом 
круге, то в точке а — центре круга — имеет место оценка: 


[ру < (#) АЕ М (Ву, 


хде 


ль= У(г—7! (1%) М (В, 9). 


9=0 


В частном случае, когда О, (2) =1, при больших № получаем: 
Е 8 
121 < (в) (1+ ®)*М (В, у), #> К). 
Эта оценка не является точной. Цель этого параграфа — получить для 


"у более точную оценку [см. оценку (5)]. Ограничимся случаем $ =2, 
т. е. случаем 


Ву=у" + 0, (2 у’ 0. (ву. = (1) 
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В дальнейшем для обозначения того, что функция 


со 
1 (2) = Уа,(2—а)" 
0 
имеет мажоравту 


ф(2) ву (= — а)" 


(все 6, 20 и |а.| <Ь,), будем употреблять известную запись 
1(2) < (2). 


Пусть, по-прежнему, функция у(2) и коэффициенты 0;(2) (7 =1,2) 
регулярны в круге |2 —а|< А и М (В, у), М (В, 0;) — максимумы моду- 
лей указанных функций в этом круге. Положим 


| М№ = шах [М (В, О,), М (В, 0.) |. 
В круге |2— а| < В имеем: 


т, 
в 

0; (2) < -=9(2). 
ет" 


Рассмотрим оператор 
АТ =Т’-а(2Т 


Мы имеем: 
АЗТ — А(АТ) = 1" + 24 (2) 7’ 14’ (&) + ФТ. 


Так как 
Т, (2) > у(2), 24(2)> 01 (2), 
4' (2) + 9? (2) > 02 (2), 
то 
А?Т > Бу. 
Отсюда получим: 
"у < АТ. (2) 


Положим 
ро 


К (2) = ехр ( —\‹ (#) 4), 
8 (3) 
Т (2) =К (2)$(2). 


Функции К (2) и $(2) регулярны в круге |2 —а| < В. Легко проверить, 
что 
АТ =К(2)$' (2) 
и, следовательно, 
А 1 = К (2) $2 (2). 


6 известия АН СССР, серия математическая, № & 
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ИЕН ИЕН ЕВ Е ЕЕ АЕ НЕ Еее 
В силу этого, принимая во внимание (2), находим: 
[у < К (2) $°” (2). (4) 


Воспользуемся соотношением (4) для получения искомой оценки для 
О"у. Пусть г < В. Имеем: 


2 


В = шах |ч(0| - м8 


12—а|<г ы 


в 

вк и 

ко |<* кх. м а 94 
(тж) 

На основавии этого, согласно формуле (3), получаем: 


М (В, у) 


а о [2—а| <’ 
ее 


В 


Отсюда, по формуле Коши, найдем: 


об Му 
| фею (а) | < РН ЛАНГ ^ 
Не 


Учитывая, что в точке а — центре круга — значение К (а) =1, и прини- 
мая во внимание (4), заключаем окончательно, что 


2)! М (8, 
[О [к ак (5) 
Ая) 


Итак, если у(2) и 0;(2) регулярны в круге |2—а|< В и в этом 
круге максимумы модулей указанных фупкций не превосходят соответ- 


ственно М(К, у) и №, то в точке а при любом г« А имеет место 
оценка (5). 


$ 2. Область определевия оператора М (9) 


Рассмотрим оператор 


М (у) = Ув Б\у, (1) 
где т 
Ру=у" + 0, (2) у’ + 0, (2) у. 


Будем предполагать, что коэффициенты ах таковы, что характеристиче- 
ская функция 


со 
Г (2) = У} ак2* 
0 
1 
— целая функция порядка = конечного типа ‹. Тогда имеем: 


о 


[ак | < (© ‚ ке) (2) 
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Отсюда, на основании оценки (5) из $1, получим: 


1а&О"у| < (2 + Е о ‚ Е>К(е’). (3) 


т 


7: 


Таким образом, оператор М (у) определен (ряд (1) сходится) во вся- 
Кой точке, обладающей свойством: функция у(2) и коэффициенты 0; (2) 
| регулярны в круге с центром в этой точке радиуса больше св. В доста- 
точно малой окрестности всякой такой точки ряд (1) сходится равно- 
1 мерно и 


М (1 < РМ (В, у), (4) 


‘где постоянная Р не зависит от у(2). 
Замечание. Пусть имеется последовательность операторов М» (у) 
| (п =1,2, ...), порожденных харэктеристическими функциями 


со 
г п) К 
1 (2) = У и, 
к=0 
`удовлетворяющими условию 
| Е 
| 2 
в-=) |2| 
| |7 (2) | < еб, |2|> то (®), 
1 где г, (=) — одно и то же для всех п. Из этого условия следует, что 
‚ коэффициенты а” удовлелворяют неравенству вида (2), причем число 
. К (=) — одно и то же для всех п. Предположим, что {[»(2)} сходится 
`к функции 
со 
Г. (2) = Урала". 
| о 
'’Тогда а ->аь при п->со (и любом фиксированном #). В силу этого 
получим, что если функция У(2) регулярна в круге |#—а|< В, где 
|Яй`> ов, то в достаточно малой окрестности точки а равиомерно 
, 


бил М, (9) = М (у); 
п->с0 
тв частности, если [Г (2) > [. (2) =1, то 


„вт М» (у) = у (2). 


$ 3. Область определения оператора № (9) 
Рассмотрим оператор 
(у) = Уд бч, и) 
ггде Г 
Ру=(1 — 2?) у’ + [8 —«— (& ЕВ 2)2]у. 


есь коэффициент при второй производной не равен тождественно еди- 
нице. Поэтому к оператору (1) полученные выше результаты непосред- 


‚ственно не применимы. 
6* 
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Перейдем от независимого переменного 2 к новому независимому 
переменному #Ё согласно формуле 


в=Ш(2-Ий—1). (2) 
Имеем: 
ау _ 1 ау 
42 ТЕ НЫ 
оон! №9 2 ау 
ай  п—1 а? (2 рутб1 
и потому 
—_ [99 , 484841) (е-+е—2(8—а) в 5 
р=- И = Бу. 


Здесь Бу имеет нужный вид: 


Буа 01 (0 9 + 0, (у. (2) 
Кроме того, 


Бу = Р(Ру) =-—5(—Бу) = 
и вообще 


Ру — (— 1) 5 (3) 


Функция х =2-- У 2—1 конформно отображает внешность отрезка 
[—1, +1] в плоскости переменного 2 на внешность единичного круга 
в плоскости переменного ш. Кривую (часть гиперболы), которая при 
этом отображается в луч |ш!>1, атош =, обозначим через Г. При 
отображении { = ши внешность единичного круга, разрезанная вдоль 
луча |ш|>1, агрои =, перейдет в полуполосу 


Ве (1) >0, «< ш( < а 2. (4) 


Отсюда видно, что функция (2) осуществляет конформное отображе- 
ние внешности отрезка [—1,1] в плоскости 2, разрезанной вдоль кри- 
вой Г, на полуполосу в плоскости #& при этом эллипс с выколотой 
точкой на Г с фокусами в точках -1 переходит в вертикальный отре- 
зок длиной 2м. 

Согласно (3), 


М (у) = Уаь "у = У (— 1)*а« Бу = М (у), 


и к оператору М (у) применимы результаты предыдущего параграфа. 
Учитывая, что у коэффициента 0, (1) (0, (1) =0) оператора Ву особые 
точки расположены на мнимой оси, получим относительно М (у) следую- 
щее утверждение. 

Пусть характеристическая функция 


Г, (2) — Ув 


1 
— целая порядка -. и конечного типа с. Пусть а — точка плоскости 2, ' 
ие лежащая на отрезке [—1, {- 1], и Б — ее образ при отображении (2). 
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нее ое ВЫ ОИИИИИЕИ 
Пусть, наконец, Е (а, г) — область плоскости 2, лежащая вне отрезка: 
_[-1, + 1], которая при отображении (2) переходит в круг #— 6] <“ 
с центром в точке 6 радиуса г. Если г>о и функция у(2) регулярна: 
в области Е (а, г), то в достаточно малой окрестности точки а ряд (1) 
сходится равномерно и, следовательно, оператор М№(у) в точке а опре- 

делен. 
В дальнейшем характеристическая функция Г,(2) будет иметь вид 


(см. введение) 
(= (4-5), (5) 
где Е". 


к = — Ук (м а НВ 1), 


а у, — целые положительные числа, удовлетворяющие условию 


: К 
Пт — =т. 
К со Ук 


При этих предположениях (2) — целая функция порядка в и типа 
с = пт. Кроме того, при достаточно больших по абсолютной величине 
отрицательных значениях 2 и любом $ >> 0 [см. (?), стр. 167] 
и. 
|2 (2) | < е?, [2[>т(в), 2<0. (6) 
В следующем параграфе для оператора № (у) при условии (6) будет 
получено интегральное представление, которое имеет смысл в более 
широкой области, чем представление (1) в форме ряда. 


$ 4. Интегральное представление оператора М (у) 
в частном случае 


Обозначим через К, эллипс в плоскости 2 с фокусами в точках - 1, 
который при отображении 


= Ш (2+ У #—1) (1) 


переходит в вертикальный отрезок, расположенный справа от мнимой 
оси на расстоянии, равном в. Пусть точка 2 лежит вне К,. Этой точке 
соответствует область Ё(2, г) с г>о. Границу области обозначим 
через С. Предположим, что функция у(2) регулярна на контуре С и 
внутри контура С. Имеем: 


ИЕ ЛаЕ 
У = ЕЕ , 
С 


в силу чего 


где 


м. (=) (3) 
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обозначает результат действия оператора М на функцию =, как функ-. 
цию переменного 2. Цель этого и следующего параграфов — выяснить, 
для каких фувкций у(2) и в каких точках 2 имеег смысл интегральное 
представление (2). 

Выясним, где функция (3) является аналитической как функция 
переменного Ё. 

Пусть Ё лежит вне области Е (2, В) с В >с и пусть г < В. Согласно 
оценке (3) $ 2 и соотношению (3) $ 3 имеем: | 


`2к 
[б\у (2) | < (5—° М (КВ, » 


в, а. 


Е>АК (5), (4) 


где у (2) = = М (В, у) — максимум модуля у(1) в области Е (2, В), 


№ — максимум модуля коэффициента О, (2) оператора Бу [см. формулу (2') 
$ 3] в круге с центром в точке {(1— образ точки 2 при отображении (1)) 
радпуса В. Так как Р\у — авалитические функции переменного Ё при 
всех ЕЁ 2, то из последней оценки видно, что если Ас (а тогда иг 
можно считать больше с), то ряд 


1 а к 
м. (=) = ХР аа 
0 


сходится равномерно и, следовательно, функция /(3) — аналитическая | 
функция перемепвного Ё при всех Ё, лежащих вне Е (2, с) (из оценки (4) 
видно также, что когда Ё лежит вне области Е (а, с), то функция (3) 
регулярна относительно переменного 2 в достаточно малой окрестности 
точки а). 

Область Е (2, в) пересекается с эллипсом 1,, проходящим через точку 2 
и имеющим фокусы в т^чках +1, по дуге [,, которая при отображе» 
нии (1) переходит в вертикальный отрезок длиной 2 с центром в сооте 
ветствующей точке {. Покажем, что при условии (6) предыдущего пара- | 
графа функция (3) как функция переменного Ё регулярна всюду вне 
дуги [.. 

Рассмотрим два случая. Пусть сначала точка Ё (она лежит вне 
области Ё (2, °)) расположена вне эллипса 1,. Имеем при х> — 14, 
В.> —1 [см. ("), стр. 79]: 


г =УьР"® (2) 0:%Р (8, (5) 


где 


_ У-+а-в-+1 ГОГ (-а-в-+1) 
= и Точетоготено 7) Пе 
= (1 +170) 


а, 
п 0“? (Е) — некоторое вполне определенное решение уравнения поли- 
номов Якоби, линейно не зависимое от полинома РР” (=). Функция 
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©, - (Е) регулярна и однозначна вне ‘отрезка [—1, +1]. Заметим, 
что вне любой замкнутой кривой, охватывающей отрезок [— 1, + 1]. рав- 
‘номерно [см. (7), стр. 190,219] 
| [РУ (|= М + 9(1)Р 12°, (7) 
[ОТ = М о (МЕ Г, (8) 
где 2’ и — точки, в которые переходят ди Ё при преобразований 
р =2-+ У 2—1 внешности отрезка [—1, 1] на внешность единичного 
круга. В рассматриваемом случае |2'| < |. 
Воспользуемся тем, что 


№ (РУ?) = Г (р) РВ (2), шефа В+). 
|В силу этого, принимая во внимание формулу (5), получим: 
А а, * (а, 
МЕЛ У 6 (1) 099. (9 
|На основании неравенства (6) предыдущего параграфа, 
| (р. < #9. 


‘Учитывая это, а также условия (6), (7) и (8), мы видим, что ряд (9) 
‘сходится относительно Ё всюду вне эллипса “, (равномерно на любом 
‘замкнутом множестве из этой области). Значит, функция (3) как функ- 
‘ция & регулярна вне эллипса \1.. 

Рассмотрим теперь второй случай, когда точка Ё лежит внутри эллип- 
‘са 1.. Запишем (при—я> —1, —В> —1) формулу, аналогичную 


| Формуле (5): 


= ПО. (10) 


Отметим, что 0,“ -? (2) удовлетворяет уравнению [см. ("), стр. 60]: 
ИЕ Ва ке Ву 
‚в левой части которого находится наш оператор Ру (функция 0,” (2) 
‘не удовлетворяет уравнению Ду = ^у, у которого в левой части нахо- 
‚дился бы именно наш оператор Ду, по этой причине и пришлось вос- 
‘пользоваться функциями О, с параметрами —®, — В). 
Мы имеем: 
МО = Бы "Ва, в=-О+9О-а-В, 
‚и потому, используя формулу (10), получим: 


м.) = р“ 0—9. (1) 


На основании этого убеждаемся (подобно тому, как это было в случае 
‘соотношения (9)), что функция (3) регулярна как функция & внутри 
эллипса 1.. 

Итак, мы доказали, что функция (3) регулярна вне эллипса 1, 
внутри 1, и всюду на эллицсе 1, вне дуги [,. Следовательно, она регу- 
лярна всюду вне дуги (.. 

Нетрудно убедиться в том; что функция (3) как функция перемен- 
ного 2 регулярна вне дуги &, если ЕЁ лежит вне эллипса А. 
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Обратимся теперь к оператору (2). Наши сведения относительно 
области регулярности ядра (3) позволяют утверждать следующее: 

Для того чтобы правая часть формулы (2) имела смысл в точке 2, 
достаточво предположить, что функция у(Ё) регулярна в какой-либо 
области, содержащей дугу [,. При этом если функция у(Ё) действительно 
регулярна в такой области, то М (у) представляет собой функцию, ана- 
литическую в достаточно малой окрестности точки 2. 

Замечание. Для дальнейшего нам надо выяснить, где ограничена 
функция (3). С этой целью обратимся к оценке (4), в которой у(2) = = Е 
и М — максимум модуля коэффициента 


3) 1 ен 2 
0, (1 = (а В+ г В а) 


Е —2 
в круге с центром в точке "Ё (#-— образ точки 2 при отображении (1)) 
радиуса А. При больших Ве(1) (большим Ве (1) соответствуют большие 
|2!) величина М№ ограничена. Пусть А, > з. Выберем числа В` и г так, 
чтобы А, > А>г>оа. Пусть Ё лежит вне области Е(2, А,). Величина 


г 1 
М (Е, у) — максимум модуля функции 'у (2) = ЗЕЕ области Е(2, В) — 
ограничена при больших |2|. Отсюда, в силу сценки (4), выводим, что 


при больших |2|, когда Ё лежит вне области ЕЁ (2, В,) при В, > в, функ- 
ция (3) ограничена: 


(12) 


Из формул ((9) и (11), принимая во внимание оценки (7) и (8), видно, 
что свойство (12) имеет место также, если выполняются условия 


г <а<1 или | <ч<1. (13) 
Рассмотрим отображение 


= №(-+У2— 1). (14) 


Как и выше, пусть, при этом отображепии точке 2 соответствует точка #. 

‚ Обозначим через С! границу прямоугольника постоянных размеров (его 
стороны параллельны осям координат) с центром в точке {, у которого 
вертикальная сторона имеет длину 20+ ев, =>0. Этой границе (она 
расположена в плоскости 7) соответствует, в силу отображения (14), 
контур С; в плоскости Ё. Когда точка у лежит на горизонтальных сто= 
ронах С', то точка Е лежит вне области Е (2, В.) при ‚подходящем В, > 5 
Когда точка у лежит на вертикальных сторонах С!, то точка & удовле- 
творлет условиям (13). Следовательно, при больших |2|, если Ё лежит 
вне контура С, или на контуре С,, имеет место. неравенство (12). 


$ 5. Интегральное представление оператора № (у) 
в общем случае 


Полученные результаты установлены пока в предположении, что 
точка 2 лежит вне эллипса К... Сейчас мы покажем, что эти результаты 
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‚верны в общем случае, т. е. для любой точки 2, не лежащей на отрез- 
| ке [—1, +1]. 
|  Убедимся сначала, что функция м. ( 


1 
= как функция 2 регулярна 
‚вне дуги [:; при этом мы считаем; что точка & не лежит на отрезке 
Пе 11 
Пусть 2, — точка, расположенная вне дуги {хи вне отрезка [— 1, + 1]. 
`Нам надо показать, что указанная функция регулярна в точке 25. 


Обозначим через у и & образы точек Ё и 2, при отображении 


= Ш (2+ Уй—1).. О 


| Выберем целое положительное число п так, чтобы = < Ве (#2): _ < 
< Ве(7). Функцию [С(2) представим в виде произведения функций 


11.1 (2), Г» (2),...,[т(2), из которых каждая имеет порядок > и тии 


в: =— и, кроме того, при больших по абсолютной величине отрица- 
тельных 2 и любом : >> 0-удовлетворяет условию 
2 
| (2) | <е9*, |2|> то(®) 
| (условию (6) $ 3). 


В дальнейшем у нас функция /[.(2) будет иметь вид: 


ыы 2 
пы 
причем 

[2 


ь Е 
№ = — ук (ук 9 Е В-1), р в 


п 


В качестве [,(2) можно, например, взять функцию 


со 

(4-—=), 

К=1 РК 

где |, = ^»4+". Очевидно, она удовлетворяет всем необходимым требо- 
ваниям. 

Обозначим через №, (у) оператор, порожденный функцией Г. (2) по- 
добно тому, как оператор М№(у) порожден функцией [(2). Оператор № 
представляет собой произведение операторов М№,, №,..., №». Для опера- 
тора М, (у) роль эллипса К., связанного с оператором Л(у), играет 
эллипс К, с фокусами в +1, который при отображении (1) переходит 


в вертикальный отрезок, лежащий справа от мнимой оси на расстоянии 
с 

61 = —. 

ь п 

Рассмотрим функцию 


ле=м (25. 


Так как Ё лежит вне эллипса К:, то, по доказанному, функция /], (2) 
регулярна вне дуги [; (эллипса 1ё), которая при отображении (1) пере- 


578: А. Ф. ЛЕОНТЬЕВ 


ходит в вертикальный отрезок длиной 2, с центром в точке %. А.тогда’, 
в силу вышеизложенного, функция 


№ (2) = М, (11) 


булет аналитической вне К, и вне дуги [, (эллипса 1.), которая при 
отображении (1) переходит в отрезок длиной 4с, с центром в ‘точке \. 
Продолжая рассуждать таким образом, получим, что функция 


(Е) == М, 


регулярна вне К, и вне дуги [, ={&. В частности, она регулярна в 
точке 2. Но точка 2, была произвольной точкой, не принадлежащей: 
отрезку [1,-- 1]. Следовательно, если Ё не лежит на отрезке [— 1,-!- 1], то 
функция 


м. (>) (2) 


как функция 2 регулярна всюду вне отрезка [—1, 1] и вне дуги [. 

Рассмотрим топерь функцию (2) как функцию переменного Ё. Из только 
что полученного результата следует, что если 2 не лежит на отрезке 
[-—1, 1], то она (как функция от Ё) регулярна вне отрезка [—4, +1] 
и вне дуги [,. Но из формулы (11) предыдущего параграфа видно, что 
исследуемая функция регулярна и в точках отрезка [--1,- 1]. 

Таким образом, функция (2) как функция Ё регулярна всюду вне 
дуги [.. 

Этот вывод мы сейчас используем для окончательного выяснения 
того, где имеет смысл изучаемый нами оператор 


МУ: \ УМ, (=>) 4:. (3) 
б 

Непосредственно убеждаемся в следующем: 

Для того чтобы оператор (3) имел смысл в точке 2, достаточно по- 
требовать, чтобы функция у(ЕЁ) была аналитической в некоторой области, 
содержащей дугу [.. 

Замечание. Пусть имеется последовательность операторов М№т (у) 
(т=1,2,...), порожденных характеристическими функциями` 


со 
- 
Г (2) = Зам”, 
К=0 


удовлетворяющими условиям: 
1 
2 
1) | (2) ео", 2|> то (); 
2) |1т (— <) | < е**, х > ть (©), где го (=) — одно и то же. для. всех т; 
3) Им С (2) = Ё (2). 


Из условий 2), 3) и формул (9), (11) предыдущего параграфа следует, 


что если Ё принадлежит любому замкнутому множеству, лежащему. 
внутри эллинса 1, или вне его, а 2 — достаточно малой окрестности. 
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точки а, то равномерно при т-—> < 


мы е 
в частности, если Ёи (2) > Г, (2) =1, то 
ни 
М). (5) 


Из условия 1), если учесть замечание $ 2, следует, что свойства (4) и 
(5) имеют место, когда Ё принадлежит замкнутому множеству из внеш- 
ности дуги [, а 2— достаточно малой окрестности точки а. 

На основании свойств (4) и (5), принимая во внимание формулу (3), 
заключаем, что если функция у(Ё) регулярна в области, содержащей 
дугу [«, то в достаточно малой окрестности точки а равномерно 


т №» (у) = М (у); 

т-со 

в частности, если Г,(2) =1, то 
Шла М,» (У) = У (2). 


Если функции [Г(2) удовлетворяют только условиям 1) и 2), то 
можно утверждать, что в достаточно малой окрестности точки а после- 
довательность {Л (у)} равномерно ограничена. 

В заключение параграфа перечислим свойства операторов типа (3) 
(некоторые из них уже приводились): 

1) М (Су, + Съу») = СМ (у,) + С5М (у). 

2) Если {у„ (Е)} равномерно сходится к у (&) в области, содержащей дугу 
, то в достаточно малой окрестности точки а 


Ша М (уз) = М (у). 
3) Если у(2) — решевие ураввения Ду = Ху, то 


М (у) = 2 (%)у (2); 
в частности, это имеет место для у= Р®® (2) и у= 0? (2) с 
Х = — уу а Е В-1). 
4) Если № (у) и № (у) — операторы, порожденные функциями Ги (2) 
и Г (2), удовлеиворяющими условиям 1), 2), 3) замечания, и если функ- 
ция у(Ё) регулярва в области, содержащей дугу №, то в достаточно 
малой окрестности точки а равномерно 


и (у) =М (у); 


в частности, если Г, (2) ==1, то 
Нш № (у) = У(2); 
тр->со 


если функции Г» (2) удовлетворяют лишь условиям 1), 2), то в достаточ- 
но малой окрестности а последовательность функций {№» (у)} равномер- 
но ограничена. 

5) Произведению характеристических функций соответствует произ- 
ведение операторов: если Г (2) = Г; (2) Г» (2), то № (у) = №, {М№. (у)}. 
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$ 6. Свойства решений уравнения № (у) = 0 


Пусть \, %,..., У... -— Последовательность целых положительных 
чисел, удовлетворяющая условию 
з Е 
Пт — =х. (1) 
К—со У 


Положим Хк = -— Ук (ук Ре +В-1) и 


а 
Г 2 
®=р 
Обозначим через №, (у) оператор, порожденный характеристической | 
функцией Г», «(2). Рассмотрим уравнение 


М (у) = №, (у) = 0. (2) 


В силу условия (1) левая часть уравнения (2) имеет смысл в точке. 
а, если функция у(2) регулярна в области, содержащей дугу (а. По этой 
причине будем предполагать, что функция у(2) регулярна в некоторой 
области С, содержащей дугу 1, и в достаточно малой окрестности Со 
точки а удовлетворяет уравнению (2). 

Имеем (в силу свойства 5) операторов): 


Му,» (у) = М, п {Ми о (У)} = 0. 


Отсюда [см. (1), $ 3] находим: 


Миа, со (У) = и [@3Рь; (2) + 6; О,; (2)] (3) 


= 
(для краткости пишем Р, вместо Р®® и О, вместо 0 ®), где ак; и В,;— 
постоянные. Функции [+1 о (2) удовлетворяют условиям 1), 2), 3) заме- 
чания из предыдущего параграфа, причем 


Ци Ва, (2) 2 
п-—со 


Поэтому (на осповании свойства 4) операторов) в окрестности С, точки 
а равномерно 


у (2) = И Ми-ы, оо (у) = И >) [а®5Р», (2) + &,;0,, (2). (4) 
п -со И 0 5—1 


Итак, нами получена 
ТЕОРЕМА 1. Решение у (2) уравнения (2) представляется в форме (4). 
Покажем, что в представлении (4) коэффициенты ав; и 6;,; имеют 
следующую структуру: 
@ту = азГт-ы, оо (№), физ = та, > (№). (5) 


С этой целью наряду с формулой (3) залишем формулу 
Минь (У) = >} [атуРь, (2) Е Виз, (г)], 
1—1 
где т_>> п. Подействуем на левую и правую части этой формулы опера- 
тором ЛМ»-1, т, тогда получим: 


М т-и, оо (У) = > [@;Р»; (2) 6:0»; (2)] Г-н, т (№). 
= 
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Сравнивая это выражение с выражением (3), находим: .` 


ап; = ат ту, т (№3), бу = бита, т (Х)), 
Или 


Ч; т] 


т (^;) ь Вы (^;) з 
Правые части при т-—> со имеют пределы, следовательно, левые части 
‘также имеют пределы; обозначим их соответственно через а; и 6: 
Сре и м ты . 
п-т, со (^,) Ти--1, со (^,) 
Отсюда получаем искомые формулы (5). 


С помощью (5) агрегат (3) принимает вид: 


Мда, > (у) = > [а;Р,, (2) + 8,0, (2) Рича, «А. (6) 


Оценим коэффициенты а; и 6,;. Для этого на левую и правую части 
формулы (6) подействуем оператором М, „_; мы получим: 


М» (у) = [а®Р», (2) + ВиО, (2)] Г (№), (7) 
где 
Г. (2) = П (1 ь: >) 


" М, — оператор, порожденный функцией Г„(2). Продифференцируем 
равенство (7): 


= №, (у) = [а»Р., (2) + 0, (2) Ги (м). (8) 


Нетрудно видеть, что функции /Г„(2) удовлетворяют условиям 1) и 2) 
замечания из $0. Поэтому, на основании свойства 4) операторов, в 
чостаточно малой окрестности С, точки а 


МУ < 4, [Мы (9) | < 4, (9) 


‘де А — постоянная. Заметим еще, что так как 
УИ, ># > 0, 
о [см. (8), в конце поёе П] 
[т (№) = ехр [0 (у) ]. 
3 силу этого, из равенств (7) в (8), имея в виду (9), находим: 
а«Рь, (2) + 6»О., (2) = ехр [0 (у„)], № (2) + 5,0. (2) = ехр [о (\,)]. 
1з этой системы, воспользовавшись для Р, (2) и 0,(2) оценками (7) и 


3) из $ 4, получим [см. (*), стр. 230] искомые оценки: 


а 


це 2°=2- И 2—1 — образ точки 2 при преобразовании внешности от- 
езка [—1, |1] на внешность единичного круга (2 — любая точка из 
крестности С’, точки а). 


ехр [о (\„)] 


2 |® 


[ба |2" |. ехр.[о (У), (10) 
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На основании оценок (10) заключаем, что ряд 
Зву) а) 
9—1 


сходится (равномерпо) внутри некоторого эллинса 1, с фокусами в 1, 
причем точка а лежит внутри 11, а ряд 


У ь.о, (2) (12) | 


сходится вне некоторого эллипса 1, с фокусами в -1, причем точка а 
лежит вне 1›. Ряды (11) и (12) одновременно сходятся в кольце между 
эллипсами 1; и ›. Покажем, что 


у (2) = > [4Р,, (2) + 6.0, (2). (13) 


=! 


В самом деле, обозначив правую часть (13) через }(2), запишем: 
п 


Ма, во (/) = > (а; Р,, (2)  В;0,, (2) Гиды, о (У). 
)=1 
Следовательно, имея в виду формулу (6), получаем: 


Мп, оо (7) = Мпа, со (У). 
Устремив здесь п к со, в пределе будем иметь: 
1 (2) = у(2), 

т. е. равенство (13) установлено. 

Таким образом, нами доказана, следующая 

ТЕОРЕМА 2. Решение у (2) уравнения № (у) = 0 есть сумма решения (11), 
регулярного внутри эллипса |, (с фокусами в +1), и решения (12), регу» 
лярного вне эллипса ‘. (также с фокусами в 1); следовательно, решение 
(2) регулярно в кольце между 1! и 1.2. 


Легко убедиться, что на каждой замкнутой дуге эллипса \, или 1, 
которая при отображении 


ив = Ш(2+У7й— 1) (14). 
переходит в вертикальный отрезок длиной 2п«, у решения у(2) есть по. 
крайней мере одна особая точка. 

Предположим, что у(2) — решение уравнения (2) — регулярно и огра- 
ничено в криволинейном полуканале 5, который при отображении (14) 
переходит в криволинейную полуполосу 5” шириной (в вертикальном на- 
правлении) 25 >> 2*т, простирающуюся неограниченно слева направо 
(точка 2 при этом удаляется в бесконечност', а полуканал 5 асимптоти- 
чески приближается к криволинейному углу раствора 25). 

Покажем, что в этих условиях все а; =0 и уУ(2) представляется 
рядом (12). 

Пусть Г*— средняя линия полуполосы `5”, а Г— соответствующая 
линия полуканала 5. Пусть, далее, С! — граница прямоугольника постоян- 
ных размеров (его стороны параллельны координатным осям) с центром 
в точке {6 Г”, обладающего тем свойством, что длина его вертикальной 
стороны больше 2лт и при движении центра # вдоль Г” он не выходит 


ЛИНЕЙНЫЕ АГРЕГАТЫ ПОЛИНОМОВ ЯКОБИ 583 


из полуполосы 5". В силу отображения (14), контуру С! в плоскости # 
соответствует контур С; в плоскости 2. Контур С, содержится в 65, А 
точка 2 лежит на линии Г. На основании (7) имеем: 


а. (15) 


— 


[2»Р, (2) + 840, (2)1 1 () = м | у) м (9 
С» 
На контуре С, функция №» (=) как функция ограничена (см. заме- 
 чание в конце $ 4): 
1 
“(= 


По условию, решение у(Ё) ограничено в полуканале 5, в частности оно 
ограничено на контуре С‚, каково бы ни было 26Г. Следовательно, из 
равенства (15) выводим: 


[[аРь, (2) + 6.0, (2) [1 (№) | < В = сопз, 2ЕГ. 


Устремив здесь 2 вдоль Г к хи замотив, что при этом Р,, (2) > оо, 
_О,„(2)—0, в пределе получим: 
а Ок (== А... 


«А. 


Итак, нами получена 
ТЕОРЕМА 3. Если решение у(2) уравнения (2) регулярно и ограни- 
чено в полуканале 5, то 


со 
- 
у(2) = 26.0, (2). 
1 
8$ 7. Свойства последовательностей ликейных агрегатов 


В этом параграфе мы изучим некоторые свойства последовательности 
Рт 


— У ет, (а) + вы, (т=1,2,..) (1) 
9=1 
относительно которой известно только то, что она равномерно сходится 
в некоторой области С, содержащей дугу эллипса № (как и прежде, 


ь К 
считаем Пт — =т). 


К—>< ‘К 

ТЕОРЕМА 4. Если последовательность (1) равномерно сходится в 
области С, содержащей дугу эллипса 1, то она равномерно сходится 
внутри некоторого кольца, ограниченного эллипсами 1, и Та с фокусами 
в точках. 1. 

Для доказательства подействуем на левую и правую части равенства 
(1) оператором №, (введенным в $ 6); тогда.в некоторой окрестнбети 
С, точки а получим: 


[@т”Ру (2) ть Оу (2)] Гм (№) = №» (1). (2) 
Присоединим к этому равенству очевидное равенство 
р ‚. а 
[ат”Руи (2) Нил 0. (2)] [ (^„.) к. а2 №» (м). (3) 


Правые части в соотношениях (2) и (3) в окрестности С, ограничены: 


Мы (=) < 4» [15 Мы (д) | < 4 
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(А не зависит ни от т, ни от п), поскольку последовательность {т (2)} 
ограничена внутри области С, а последовательность {М№»(у)}, как мы 
видели в предыдущем параграфе, ограничена в достаточно малой окрест- 
ности точки а, если функция у(2) ограничена в области С. Поэтому 
(подобно тому, как это мы делали в $6) из системы равенств (2) и (3) 


можно получить оценки: 


[0 (\„)] у 
о Ра |Внь| < |” [№ ехр [о (у»)] (4) 


2* 


(правые части не зависят от т), аналогичные оценкам (10) из $ 6. В них . 


2’ — образ точки 2 при преобразовании внешности отрезка [—1, + 1] 
на внешность единичного круга, причем 2 — любая точка из окрестности 


С. точки а. 

Из оценок (4), если учесть оценки (7) и (8) $ 4 для Р, (2) и 0, (2), 
следует, что последовательность агрегатов (1) ограничена внутри неко- 
торого кольца (содержащего точку а), ограниченного эллипсами 11 и 1. 
с фокусами в точках +1. Так как последовательность (1), по условию, 
равномерно сходится внутри области С, то, следовательно, она равно- 
мерно сходится внутри указанного кольца. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 5. В условиях предыдущей теоремы последовательность 


Рт 


Фи (27 = Х! а, (#) (т=1,2,...) (5) 
У 
равномерно сходится внутри эллипса Ч: (точка а лежит внутри \1), а 
последовательность 


фи (2) = 2 840, (2) (та, (6) 


=1 


равномерно сходится вне эллипса‘. (точка а лежит вне 1з). 

Чтобы доказать эту теорему, обратимся к равенству (2). Его правая 
часть при. т-> оо имеет предел. Тогда этим свойством должна обладать 
и левая часть. Следовательно, существуют пределы 


Е т СЯ ИС о О (7) 
т>со т-—со 


Числа аи и 6», очевидно, удовлетворяют неравенствам вида (4), ибо их 
правые части не зависят от т. На основании этих неравенств заклю- 
чаем, что ряд 


со 

д 

$ (2) = У а;Р,, (2) 
1=1 

равномерно сходится внутри некоторого эллипса 1, с фокусами в +1 

(точка а лежит внутри 11), а ряд 


$(&) = 216,0, (2) 
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— вне некоторого эллипса 1. также с фокусами в +1 (точка а лежит 
вне 12). Рассмотрим разности 


Фит (2) —$(2), ‘Ф„(2)—$(2). 


Из оценок (4) и соотношений (7) выводим, что первая разность равно- 
мерно стремится к нулю внутри 11, а вторая — вне 1. Это и доказывает 
теорему. 


$ 8. О полноте системы многочленов Якоби на кривых в комплексной 
1 плоскости 


о Пусть Ё — неограниченная кривая с конечным числом ветвей, удаляю- 
щихся в бесконечность (Г может состоять из нескольких (конечного 
числа) связных кусков), не имеющая петель и разбивающая плоскость 
на конечное число односвязных бесконечных областей` С., С.,..., Си. 
Пусть Ё спрямляема в любой конечной части плоскости, причем если 
$(2} — длина дуги связного куска, отсчитываемая от какой-нибудь точки 
куска до его точки 2 (предполагаем, что при больших |2| функция $ (2) 
есть однозначная функция от |2]), то 4$ (2) < Ма|2|, где. М — постоян- 
ная. Допустим, далее, что на Г, задана непрерывная вещественная функ- 
ция р(2) такая, что при больших |2| 


[2] 


р( > р» (2) = ро (а) + \ “Ва, 


а 


где ® (1) >0 и (1) монотонно стремится к бесконечности при #— -- ©. 
Предположим, наконец, что каждая область С; содержит внутри себя 


1 . 
угол А, раствора у. у <м<® (с вершиной не обязательно в начале). 
о 


М: М. Джрбашян установил (формулировка нижеследующей теоремы 
приведена в его работе (°), а полное доказательство в работе (1)), что 


если в этих условиях 
со 


\ Ро (г) аг 


= = 00, © = шах (91, бе) (1) 
7 


то на Г в классе Г, [р(2)] функций ](2) таких, что 


е-и® [7(в) | 48 < оо, (2) 


уЙ 


з 


система полиномов является полной в том смысле, что 


ой е-ко 17 (2) — 0 (#48 =0, (3) 
{9} 


где О (2) — всевозможные полиномы. 

Эта теорема в работе (5) была обобщена на тот случай, когда в 
условии (3) О (2) — не произвольный многочлен, а произвольная конеч- 
ная линейная комбинация функций из системы {2}, где’ №, ^,,.. 


...,А№р... — Целые положительные числа. Был установлен следующий 
результат. 


7 известия АН СССР, серия математическая, № 4 
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Пусть {и} = {п} — №} и 


с п 
Пт — =т. 
т-—со Г 


Пусть, далее, каждый. из углов Д; (предположения относительно кривой 
Г, и функции р(2) остаются прежними) имеет раствор „- > 21, а один 
+ 


из углов, например Д., имеет вершину в начале (в окрестности начала 
угол ДА, может быть криволинейным, лишь бы его раствор был больше 
2пт). Если выполняется условие (1), где 


@ > шах (В1, В, ... у Вы 


то система {2%} на кривой Г, в классе Г,[р(2)] полна в смысле (3). 

_ Метод доказательства этого результата представляет собой объеди- 
нение мезлода М.М: Джрбашяна интегрального преобразования Коши 
(см. (10)] и метода использования дифференциальных уравнений беское 
нечного порядка. 

Следует сказать, что М. М. Джрбашян и И. О. Хачатрян в работе (11) 
уже рассматривали вопрос о полноте системы {2^"}, причем у них 
\„ — не обязательно целые. Однако у них Г, — не произвольная’ кривая 
из того класса, о котором говорилось выше, а пара лучей, выходящих 
из начала. Кроме того, метод исследования в названной работе иной. 

В настоящей работе мы рассмотрим вопрос о полноте системы много- 
членов Якоби (р (2)} на кривой [, в комплексной плоскости. Метод 
исследования аналогичен методу, примененному в работе (5). Мы при- 
меняем метод М. М. Джрбашяна интегрального преобразования Коши 
и используем уравнение М (у) =0, о котором шла речь в предыдущих 
параграфах, и свойства его решений. 

Пусть, как и выше, Г, — неограниченная кривая с конечным числом 
ветвей, удаляющихся в бесконечность, не имеющая петель и разбиваю- 
щая плоскость на конечное число односвязных областей С:,С.,..., См. 


В отличие от предыдущего дополнительно предположим, что в состав 


Г. не входит отрезок [—1, --1] и никакая часть этого отрезка вместе 
с Ё, не образует петель. Пусть Г спрямляема в любой конечной части 
плоскости, причем если $(2) — длина дуги связного куска от какой- 
нибудь его точки до точки 2, то (при больших |2|) 45(2) < Ма|2|, 
где М — постоянная. Допустим далее, что на Г задана непрерывная 
вещественная функция р(2) такая, что при больших |2! 


Р(2) > ро(|2|) = ро (а) 


ве м 
5 
= 
©. 
59 


где © (1) >0 ио(1 { -{ со. Тогда имеет место 


ТЕОРЕМА. Пусть {у} = {п} — {ип} и 


и () 
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„Пусть, далее, каждая область С; содержит угол №; раствора а. > 2пт, 
р 


а одна из областей, например область С:, содержит в себе об- 
ласть Е, простирающуюся до отрезка [—1, 1], которая при конформ- 
ном отображении внешности отрезка [—1, 1] на внешность единичного 
круга переходит в обрезанный угол (вообще криволинейный) раствора 


‚больше 2пт, ограниченный дугой единичного круга и расположенными вне 


этого круга частями двух криволинейных лучей, выходящих из ‘начала 
и образующих угол раствора больше 2п-. Будем считать, что вдали от 
начала область Е совпадает с углом А,:. Тогда если выполняется усло- 


вие 
| со 
Ро") 4" _ о (5) 


5 ’ 
рЕРо 


где 
4 4 
@ > шах (В, В5,...,Вм), ВЫ, 


то система полиномов Якоби р (2)} (—1 <а, В< + 1) в классе функ- 
ций / (2) со свойством (2) будет полна на Г, в смысле (3), где 0 (2)— все- 
возможные конечные линейные комбинации полиномов Якоби из рассматри- 
ваемой системы. 


$ 9. Доказательство теоремы 


Для доказательства полноты искомой системы полиномов Якоби на 
Г, в классе (2) в. смысле (3) (см. предыдущий параграф) надо показать, 
что из условий 


\е-5у в) р” (2)4а8=0 (п=1,2....), | (1) 
р 


где / (2) принадлежит классу (2) $ 8 (функция ] (2) также ему принадлежит), 
следует, что 
7 (2) =0 
(равна нулю почти всюду). 
Итак, пусть выполняются условия (1). Рассмотрим функцию (интег- 
ральное преобразование Коши) 
1 бе (2) 1 (2) 
Ри 48. (2) 
В каждой области С; она представляет собой некоторую аналитическую 
функцию Р; (1). Мы имеем [см. (7), стр. 79]: 


в 
1 + * 
= ХР, (2) 0, (№) + В» (в и), (3) 
где А, — некоторые постоянные, Р, (2) — полином Якоби Р‘’? (2) (в даль- 
нейшем будем для него употреблять именно эту краткую запись), 


0; (ш) = (#— 1) (Ш + 1) 0, (и), 
7* 
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О, (6) — решение дифференциального уравнения полиномов Якоби, ли- 
нейно не зависимое от Р, (2), 


В; (2,1) = 


РН Гога чачвьл Раза (8) 9.) — Рыб бы 9) 
— пав + а Гиа- ЮГт В+ 1) У: 


Функции 0, (1%) имеют особые точки в +1, однако они однозначны вне 
отрезка [—1, +1]. 

В силу (3), принимая во внимание условия (1), получим для функ- 
ции (2) представление 


Е (и) = У ак0,, (ш) + г» (и), 


„Ук<П 


где {ук} = {#} — {ик} и 


=" (и) == \ г) 1 (2) В» (2, 4) 4$. 
Г, 


Для дальнёйшего вместо функции РЁ; (1) удобнее рассмотреть в области 
С, функцию 


Ф; (#) = (#— 1) “(#8 Е, (в) = 


= У 4» О, (ш) + т (). (4) 
Здесь № 
т» (№) — уж \ 97 (@) К, (2, ) 4, (5) 
тр 
а 
В (2, 4) = 


Ты Голгофа) ры ор ЮО, (6 
— 21а В+2 Г(п-а+Ги-в- 1) 8—ю . (6) 


Нам необходимо в соотношении (4) освободиться от первого слагае- 
мого в правой части. С этой целью возьмем оператор М (у), порожден- 
ный характеристической функцией 


со 


га =П (1-х), м= бы ачв+1), 


11 


и подействуем им на левую и правую части указанного соотношения. 
Так как 


М (О, (2) =0° (#&=14,2,...), 
то 
$: (№) = № [Ф; (#)] = М [ть (№). (7) 


Выясним, где функция $; (1) регулярна. Пусть К; — угол, внутрен- 
ний к углу А; (у К; и А; общая биссектриса), раствор которого меньше 
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. 


раствора угла Д; на 2лт-в:, где положительное число в выберем 
следующим образом. В условии теоремы величина & равна 


шах (В1, Вь, ой В.) == Во, 


а ы: 
где 8. = И 2л И &о — некоторое положительное число. Раствор угла 
7 
К; равен 
п п 
— — 214 — 8: о 


ие В; 1) 
Выберем в! столь малым, чтобы выполнялось условие 


тах (11, 12... › т) < ©. (8) 
При отображении 


п (# + Ум? — 1) (9) 


при больших ||, очевидно, {= ш 21) угол ДА; переходит в область 
Д; плоскости &, которая при больших Ве({) асимптотически близка к 


к 
горизонтальной полосе шириной а’а угол К; — в область Ку, близкую 
2 
Со - п 
в упомянутом смысле к горизонтальной полосе шириной —. Точки 
1 


* * 
области К; при больших Ве({) отстоят от границы области А; ‘на рас- 
= > 
стояние, большее пт- 5, = «< =" Поэтому оператором Л законно дей- 


ствовать на функцию Ф, (1) в угле К; при всех достаточно больших 
||. Не нарушая общности рассуждений (в случае надобности с самого 
начала выбираем угол К; расположенным далеко от точки 0), можно 
считать, что оператором М законно действовать на Ф; (№) во всем угле 
К;. В силу сказанного, функция $; (№) регулярна в угле К;. 

О функции $, (№) можно сказать большее. По условию теоремы 
область С. содержит в себе область Ё, которая при отображении (9) 
перейдет в криволинейную полуполосу Е шириной (в вертикальном 
направлении) 2тл -- 6, где б >> 0. Обозначим через Е! полуполосу, внутрен- 


нюю к Ё` (у них общая средняя линия) шириной -.. Точки этой новой 


полуполосы отстоят в вертикальном направлении от границы полупо- 


б 
лосы Ё” на расстояние, большее по- а Можно утверждать, что функ- 


ция ф, (1) регулярна в области Ё:, которая соответствует области Е' 
в силу соответствия (9). Существенно отметить, что область Ё‚ прости- 
рается с сдной стороны до отрезка [—1,1]. 

Найдем оценку модуля функции ф; (1) в угле К;. Пусть С! — граница 
прямоугольника фиксированных размеров (со сторонами, параллельными 
осям координат) с центром в точке 1, у которого вертикальная сторона 
имеет длину, равную 2пт-| в, (число е› введено выше). Пусть С» — ков- 
тур, соответствующий 6+ при отображении (9). Он образован дугами 
двух эллипсов с фокусами в 1 (эти дуги соответствуют вертикальным 
сторонам контура С) и дугами двух типербол (эти дуги соответствуют 
горизонтальным сторонам контура С}. Когда ш велико по модулю, дуги 

`’эллинсов близки к дугам окружностей с центром в начале, причем 
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если их радиусы р, и р» (р > р), то 
- < а = соп35. (10) 


Дуги гипербол при больших || близки к отрезкам лучей, выходящих 
из начала. Согласно (7), имеем: 


98) = | М, (7-5), шбК, 


Ср 
На контуре С» (см. замечание в конце $ 4) 
[м (=) 


где А — постоянная, не зависящая от ш. Поэтому (учитывая, что у 
контура Сь длина есть О(|ш|)), получим: 


|956) | < (в) шах |", ©, ш6К) 1) 


Оценим модуль функции г», (Е). Для этого, имея в виду формулу (5), 
оценим сперва выражение (6) для 26 Д;. Не нарушая общности рассужде- 
ний, будем считать, что для точек из ДА; выполняется условие |ш|>> 2. 

Имеем (см. формулу (8) $ 4): 


1 О, (№) | == [4 + о(1)Г |“ [”, м =ш Ум —1; |ш|>2. 


и 
В силу того, что при таких ш отношение |= ограничено, находим: 
ш 


10, (ш| < =, т 4 = ©0134. (12) 


На основании этого, учитывая, что числовой коэффициент в формуле 
(6) есть О (п), из формулы (6) получим: 


| В» (2, №) 


® (1) [Е | Раз (2) |, %ЕД,. 


Мы здесь считали (это не ограничивает общности рассуждений), что 
точки угла А; отстоят от границы области С; на расстояние, большее 
единицы, в силу чего |2 —ш| > 1. 

Принимая во внимание последнюю оценку, из соотношения (5) на- 
ходим: 


= е-2) | 1 (2) | [| Р» (2) | + | Риз (2) | ] 45. 


| 


Представляя подынтегральную функцию в виде произведения двух мно- 
жителей: 


== —2 2) 
и=е [7 (2)| из=е ИР» (2) | [Рэд (2) |], 


применяя неравенство Буняковского и учитывая условие (2) $ 8, по- 
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лучим: 
1 


ро < е-Р, [емо [| Рь (29| |Рыы (9) в }*, шбА, (13) 
[№ | Т, 


Рассмотрим интеграл, заключенный в фигурных скобках. Обозначим его 
через /„. По свойству контура Г, при больших по модулю 2ЕГ, имеем: 


И О и ВА 
(считаем, что го >> 2). Кроме того, при |2|>2 (см. формулу (7). $ 4): 
[Р, (2) | = М +0 (1) |=", “=2+Уй-1, 


* 


или, так как отношение 
1Р, (|< 82|, |2|>2. 


Учтем еще, что, по условию теоремы, р (2) >> рь (г). На основании всего 
этого, 


ограничено, 


оо 
аа 2" феукр те \ е-Р(г)г2п--2 др | 
Го 


или, поскольку 


-Есо то-1 
\ е—Ро(г)-2т-Е2 > \ е—Ро(т)у-2п-2 > сз Е 
Ре то 


а Саб" Тата, 
где 
> 
тк = \ ег) Кг. (14) 


Го 
С помощью найденной оценки получаем из (13): 

5" А, 

ты < ож Утычн. ШВА (15) 

- Вернемся теперь к неравенству (11). Отметим, что когда шЕК,, 

контур С» не выходит из угла Л;. Кроме того, точки Ё контура Сь 
удовлетворяют условию (см. неравенство (10)) 
а || < || < 18|. 

В силу этого, из неравенства (11), на основании (15), находим следую- 

щую оценку для функции $; (и): 


Ут +> 2 
р, Е, 
199 (62) | 51 [7 и м У тала 


Эта оценка верна при любом п (левая часть не зависит от п). Поэтому 


эсли положить 


гб 
Т (г) = мах — 
(г) та 
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то 


У еы 
М. М. Джрбашян показал [см. (10), стр. 358, основная предварительная 
теорема], что если 


г 


Я 
ро(г) = ро (а) + “а, (|, 
а 
то функция Т(г) (числа тх, посредством которых она определяется, 
имеют вид (14)) при больших г удовлетворяет условию 


ш 7 (г) > зро (г), 


где с некоторая положительная постоянная. На основании этого 
результата, из (16) получаем. искомую оценгу: 


| Ф; (12) 


20? 


ЕВ ит 


` > к 
Вспомним, что угол А; имеет раствор м. а функция ро(г) удовле- 
7 


творяет соотношению (5) из $ 8; 
\” (паг - 


го * 


причем, согласно (8), ® > 1;. В этих условиях характеризуемое нера- 
венством (17) столь быстрое убывание функции $;(ш) возможно только 
тогда (см. рассуждение на стр: 363 в работе (1)), когда $; (#) = 0. 
Согласно (7), имеем: 
№ [Ф; (#)] =- 0, ЕК. (18) 


В случае 7 =1 уравнение (18) имеет место не только в угле КА,, но 
в большей области Ё1, простирающейся до отрезка [—1, 1]. Из пред- 
ставления (4) при учете оценок (12) и (13) следует, что функция Ф; (№) 
ограничена в угле А;. Угол А; имеет раствор больше 2х-т. Поэтому, 
согласно теореме 3, функция Ф; (&) как решение уравнения (18) регу- 
лярна вне некоторого эллипеа с фокусами в точках 1 и изображается 
там рядом 


[ее] 
ы 
Ф; (и) = %6,0,; (и). 
=1 
Функция Ф, (1), поскольку она регулярна в области Ё, простирающейся 
до отрезка [—1, +1] и имеющей соответствующие размеры (о чем 


говорится в условии теоремы), регулярна всюду вне отрезка`[—4, 4} 
(см. теорему 2). 
Мы имеем: 


Е, (0) = 25,0, (и). 


* 
Учитывая оценку (12), а также то, что функции ,; (#) однозначны вне 
отрезка [—1, --1], заключаем, что бесконечно удаленная точка является 
для функции Р;(ш) либо полюсом, либо регулярной точкой. Поэтому 
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при больших || 


и (19) 


[ш]Р 
Докажем, что 
Е И). 


Пусть цы (2) — угол, образуемый касательной к Г. в точке 2 с положи- 
тельным направлением действительной оси. Согласно (2), 


1 ге 227 (рде да 
Е; (ш) = ‚\ 7 (2) 
21 2—1 
Если Г — кусок Г, к одной стороне которого примыкает область Сь, а 
к другой стороне — область С., то, по известному свойству интеграла 
типа Коши, почти всюду на Г 


2 Р(2)} (2) е "®) = + [Рх (2) — Р, (2)], 
откуда следует: 


12) = = [Е» (2) — Р, (21 Фе. (20) 


Если бы РЁ, (2) — Е. (2) 0, то, согласно (19), при больших [2| 


ра (2) в Е. (2) еы соп3ё 


[2 [Р 
и тогда функция /(2), имея вид (20), не удовлетворяла бы условию 


\ [У (2) Ре-2 4$ < со. 
ет 
Значит, 


ен) ==, А (2) =яльз = Да). 


Функция Р’ (1) регулярна всюду вне отрезка [—1, +1]. Вне этого 
отрезка регулярны и совпадают между собой все функции РЁ; (1). В силу 
(20), отсюда выводим, что почти всюду на Г, 

1 (2) =0. 
Это полностью доказывает теорему. 

В заключение остановимся на вопросе, случайным или неслучайным 
является требование, чтобы в состав кривой Г, не входил отрезок [—1, - 1]. 
Утверждаем, что в состав Г, отрезок [—1, --1] не включен по существу. 

` Рассмотрим, например, случай, когда аппроксимация производится поли- 
\ номами Лежандра (а = В = 0). 
Известно, что полиномы Лежандра ортогональны на [—1, --1]: 

+1 

| Ри (2) Р, (2) 42 =0, тп. 

т 
Исходя из этого, покажем, что если отрезок [—1, 1] входит в Г, 
‘то из ‘равенств (6) не следует, что 7(2)==0. Построим функцию /](2) 
следующим образом. Пусть 7] (2) равна нулю всюду на Г вне отрезка 
[-—1, -Е1], а на этом отрезке пусть она равна 


Р, (2) 22), у6 {р}. 
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Тогда левая часть равенства (6) примет вид 
и 
\ Р, (1) Рь. (1) ах; 
—1 
она равна нулю, хотя ] (2) 0. Это и доказывает наше утверждение. 
Поступило 
41.Х. 1958 
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Ю. А. БРУДНЫЙ 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ЦЕЛЫМИ ФУНКЦИЯМИ НА ВНЕШНОСТИ 
ОТРЕЗКА И ПОЛУОСИ 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


Работа посвящена теории приближений функций с заданным моду- 
лем непрерывности при помощи целых функций конечной степени. 


8 1. Введение 


Известная теорема Джексона утверждает, что если функция /(т), 
заданная на [— 1,1], имеет там г производных и ®, (1) — модуль непре- 
рывности г-й производной, то существует последовательность многочленов 


т 
Р» (=) = у и -(п—1, 2... ,), 
4=0 
удовлетворяющих неравенству 


|7) — Рь (#2) |< (+), 26-4, (1) 


где С — постоянная, не зависящая от хи п. 

Таким образом, по заданным дифференциальным свойствам функции 
#(1) можно судить о скорости ее приближения многочленами. Однако 
эсли пытаться по скорости приближения функции }/(5х) многочленами 
эпределить ее дифференциальные свойства, то из неравенства (1) можно 
зделать вывод о дифференциальных свойствах }(1) лишь внутри [— 1,1], 
о не на всем [— 1,1]. Это связано с тем обстоятельством, что при 
яспользовании известного метода С. Н. Бернштейна для доказательства 
обратных теорем приходится опираться на следующую теорему. 

Если Р„(х} — многочлен степени не выше пи |Р» (2) |< М на [—1,1], 
то 


|Р (=) |< ша [И Мп}. (2) 

Таким образом, точки -1 (концы) и внутренние точки играют сущест- 
зенно различную роль в неравенстве (2), в то время как в неравенстве (1) 
се точки равноправны. Именно это обстоятельство и препятствует 
цолучению обратных теорем на всем отрезке [—1,‘ --1]. Поэтому для 
юго чтобы получить законченную теорию приближения функций много- 
'ленами на отрезке [— 1,1], необходимо заменить неравенство (1) более 
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точным, учитывающим различие концов и внутренних точек. Это было 
сделано А. Ф. Тиманом (2), получившим следующую теорему. 

Если функция 1(х), заданная на [— 1,1], имеет там т-ю производную» 
то существует константа С, не зависящая от х и п, такая, что для 


любого п =1,2,... найдется обыкновенный многочлен Р„(т) степени не 
выше п, удовлетворяющий при т 6 [— 1,1] неравенству 
КГ ГИ, [#1 
(а) — Рыб) < (ИТ) (Е). = в) 


В дальнейшем А. Ф. Тиман получил обратные теоремы, решающие. 
вопрос о дифференциальных свойствах /(2) на всем [— 1,1], если /(2) 
удовлетворяет на [—1,1] неравенству (3) [см. (?)]. Несколько раньше 
обратные теоремы были получены В. К. Дзядыком для частного слу- 


чая в, (5) = 5" (0 < «< 1) [см. (4)]. Этим была построена законченная тео- 
рия приближения многочленами на отрезке фувкций, принадлежащих 


классам И/”Нь. 

Если теперь перейти к рассмотрению приближения целыми функциями 
функций, заданных на неограниченном совершенном множестве Ё оси х, 
то здесь имеют место теоремы, подобкые теореме Джексона (не учиты- 
вающие граничных точек множества Е), и неравенства, подобные нера- 
венству (2) [см. (5)]. Поэтому и здесь для построения законченной теории 
необходимо получить усиление теоремы Джексона, подобное теореме. 
А. Ф. Тимана. 


В настоящей работе мы строим теорию приближения для случая, когда 


Е есть внешность отрезка [— 1,1] и полуось (0, се) и когда прибли- 
жаются функции из классов И'Н,. В &2 устанавливаются прямые | 
теоремы для случая ЕЁ = (— ©, — ППШ, ©), в $ 3— некоторые нера- | 


венства, необходимые для получения обратвых теорем, в $ 4 — обратные — 
теоремы для этого случая, наконец в $ о — прямые и обратные теоремы | 
для случая полуоси. 


Выражаю глубокую благодарность А. Ф. Тиману за постановку задачи | 
и внимание, которое он проявил к моей работе. 


$ 2. Прямая теорема для случая внешности отрезка 


При доказательстве прямой теоремы мы будем пользоваться некото» , 
рыми специальными ядрами * вида 


в 
К (и) = 5- \ ф (5) е"® 4, | 
о! 
где функция ф(5) обладает свойствами: 

1) Ф(—э) =Ф(5), —1<о<1, | 
2) $(0) =1, 
3) $(1)=$'(1)=... =9-5(1) =0, | 
4) ф” (0) = $0) (0) =... = 9@90(0)= 0, РЕ ре 


Такое ядро назовем ядром вида {р, 9}. Очевидно, К (и) есть четная 


* Идея применения этих ядер для доказательства теоремы Д. Ф. Тимана при- 
надлежит Н. И. Ахиезеру. 
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целая функция степени <\1 со свойствами: 


м 1 
1’) \ Ки) 4% =$(0) =1, так как $" о 
а, 
есть преобразование Фурье К (и). 
Ь 4 \ 3) 
2’). К а). =0 (ЕР при |и|-—> со. Действительно, 


1 к 
К (и) = 5 \ (еее 
. + Е 
& 1 ео у ео т 12—49 @Ф-—0 (5) еи® 1 
о 
а ОИ т (в) (веть = © Г 
5! 


г 2 (1ш)Р 2п (ш)Р 


а Р 
\ ф(Р) (5) е > 4 = О о . 


| Е КВ ада как 24-1 <р— 2, 


то все написанные интегралы сходятся. Мы имеем: 
со 


| К (и) ети Ее К (и) и" ди = $ (0) = 0 


(т=1,2,...,29+1), 
так как функция $Ф{5) четная и удовлетворяет условию 3). 
Будем рассматривать на всей оси приближения с помощью ядер К (и) вида` 


С. (р; и) = ( (+) к (04. 


а” 
ат 


Нетрудно видеть, что при р>.2 С. (]; и) есть целая функция степени < о, 
четная, когда четна функция ] (1). 

Пусть Е обозначает множество (— 50, —1]()[1, оо) и пусть [(5) 
имеет на Ё г равномерно непрерывных и ограниченных производных, 
причем модуль непрерывности 7-й производной в (/"); #) =6(Й. Тогда 
имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Каково бы ни было с > 0, существует целая функция 
‘С.(}; 1) степени не выше с такая, что при ЕЕ 

тра РА 
|) — СЕН В) (+4),  & 
‘где С, не зависит от х и о. 

Доказательство. Двузначная функция ш = И 2? —1 отображает 
‚множество Ё комплексной плоскости 2 на ось — со < и < со комплексной 
‘плоскости ш. Обратная функция 2 = И и? --1 также двузначна. Поэтому 
начнем доказательство с того случая, когда ](5) четна на Р. В случае, 
если 2 находится на оси х, будем писать х вместо р и и вместо ш. Рас- 


смотрим функцию 


которая однозначна (так как /(2) четна) и четна на оси. Тогда четной 
будет и целая функция 


оо ( 7 (и + =) К (йа. 
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Таким образом, 


@.(7; и) = у Сия 


и поэтому если вместо и подставить У 1?*—1, то функция С. (}; 2) = 
—=С.(7, У 2—1) будет однозначной и целой функцией степени с. Сле- 
довательно (и = И 2?— 1), 


[7 (2) — 6. (р; 2) | =17 (в) — в. ($ в) |= 
=| $ 7@+=)-7 =} ко&]. 


Полагая У + =) +1 =у, УИи?- 1 =х (берем арифметическое зна-— 


чение корней), получим: 


7 (+=) 7% --—8- Убтю к, 


К=1 


где 


| К Е 
Е т| 


(т) 
у Роу]. 


Поэтому 
и — 6.3) 1< |5 п ука + 
+ У =2Го(у—211К (0146. (5) 
Далее, Е 


з 
Е 


ея ИЕ + и?) + Вр, 


где 
ар ат — 
Кен = рертаян ИТ) 
х=и--0 - 
Легко доказывается индукцией по у, что 
4 пи Р, (и) 
о =’ 
(1-Е м?) ы 


где Р, (и) — многочлен степени <у. Следовательно, эти ироизводные- 
при у>1 ограничены на всей оси. Итак, 


р 


у—а= У + 


У=1 


(Р+ = ПаРЕ р-н > 8), 
где все функции \, ограничены на всей оси. Если положить р = 27 + 4—,.. 
то получим: 
2т--2 А 
к в е-1 
у—=)* = У ть О, 7), 


У=1 
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где все т ограничены на всей оси, 1, = (27 -4—А)А < (г- 2), Поэтому 
если выбрать ядро типа {(г - 2)" +2, г- 1}, то при #<г 


\ч—2*коа|= в: ты \гко@+\ ты к (и, 1) К (ба! = 
—со У=1 °—< — 


р 


со 
ие О А окоа |< 5 не 


так как 
1 
КО -О (перчеясет)- 
Значит, из (5) получим: 


о-в. Я и аоду— 2. 


Так как 


и 2 
у— == Зузтг 1 , 1,, 

то 

т и “ 27-2 [и | Ве [и | и 
у 2 Го (у — 2) < Себе (та (сура а) 

27-2 [Уз —1 Уя—1 
= бану (Кллеча) ®(лч+а). 
_Ноэтому окончательно имеем: 
[7 (2) — Со (1; <) | < 
С. ( 22 — 2 — г 1 
реа 


о 


б|т| 0? б | 11 сз) * 


Для случая четной функции /(5) теорема доказана. 

Пусть теперь (52) нечетна на Е. Рассмотрим целую функцию а (х} 
‘степени < 1, обладающую следующими свойствами: 

1) =(1) нечетна на Е, 

2) Е <С., если %ЕЕ, 


|= = |< С», если ЕЕ, у=1,2,. 
х в? 2 


} - 2 
(В качестве такой функции можно взять у (5) ; г @.) 


р 0 
Рассмотрим функцию Р (2) = не. . Эта функция четна и имеет г про- 


( 
изводных 


Е® (2) = (1) в 1), у=0,4,...,г, 


$=0 
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которые, в силу свойств 1) —3) функции 8 (2), ограничены и равномерно 
непрерывны на Ё. Далее, 


й Кг) (1) 
Е® (2) = @ы+ У е и? 2 < 4 (= = +В), 


1=0 


где В (1) имеет ограниченную производную на Е. Поэтому если |: = 
достаточно мало, то 


[2 (,) — Р® (в) | < . 


Е И @-Р (25) Е: 2) ==— 8 (22) 
+ |В (21) — В (2.) | < Со (5—2. |) Е Са |<, — 15 | < Сю (1, — 12], 


где © (1) == (1. 1). Здесь мы воспользовались тем, что если 6 доста- 
точно мало, то найдется такое С, что в (5) >> 6$. 

Итак, 
® (Е; 1 < С’ (1, 
где С’— абсолютная постоянная. Поэтому 

р ут И 1 
(р) — 6, (В; < СС, (6 (ЕАН), 

откуда 


[Аб — в вое в «СС Ию (А+). 


5х | с |5 | с 


Так как 2(2)-С. (РЁ; 2) — целая функция степени с--1, то, полагая 


С. (1; 1) = (2). (Е; <) и учитывая, что С’С,|в (2) | <С’С, С, = С, полу- 


ЧИМ: : 
и — воз е (Е (РЕАа). 


|| б б|2| 0 


Пусть, наконец, /(5) — произвольная функция, имеющая на ЕЁ. 
` равномерно непрерывных производных, и ® й 1) =©(й. Тогда 


При этом 6 (/";  <о(1 ио(/7; д < (1. Поэтому если, по преды- | 
дущему, мы найдем С. (11; #). и С. (],; #), то 


Со (7; 2) —= С. (р; 2) -+ бо (7», 7) 
будет давать искомое уклонение от / (2). Теорема доказана. | 
Как видно’ из доказательства, теорема справедлива, если Езь есть 
внешность произвольного отрезка (а, 5). Сформулируем теорему в общем 
случае. 
ТЕОРЕМА 2. Если }(2) имеет на Езь г равномерно непрерывных 
и ограниченных производных и ®({”; 1 =6(1, то для любого в > 0 су- 


ществует целая функция С.(]; т) степени не выше с такая, что при | 
Хе Еаь 


О - ый (8) 
т. Чен 


я — 


где С, не зависит от т и ов. 
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$ 3. Некоторые неравенства 


Пусть /‹ (и) — целая функция степени не выше с и ф(и) > 0 — такая 
ограниченная на — > «и < с< функция, что 
| Хе (и) |< $ (и). (7) 
Тогда имеет место 
ТЕОРЕМА 3. При выполнении условия (7) имеет место неравенство] 


[75 (№) | < Св {$(и) + Г. ($; и)}, (8) 
где 
о (ф; и) = ор т ф(Е-Ри) ( Е #210 


при <-> со стремится к нулю, если х (и) непрерывна, г>1, а 


со 


1 —© 


(11 


Доказательство. Для всякой целой функции Ф. (и) 6 [., (— оо, со) 
степени не выше с имеет место представление 


со 


р (9) 


—© 


В самом деле, по теореме Палей — Винера, 


чи) = \ ф (В) ей 4, 
где Ф(РЕГ, (—<, с). Далее, преобразование Фурье функции = 
есть 
Е 
8 = 2: ^^ 
0 и 0. 
' Остается только применить теорему о свертке. Из (9) получим: 


фе) (99° деи, 


где 


(= 6) = = 
(Отметим, что | (|<\1. Так как 


Вцог-+лз (и) = /« (и) Е 


есть целая функция степени не выше (27 -|- 1), то, по предыдущему, 


‚ 2 1)2о2 г а 
Вы» (п) = в и) (еда 


При и =0 
Вбоьлуе (0) = ]° (0), 
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поэтому 
7.0) = 951 | ое. = (10) 
Применяя (10) к целой функции /» (и -| 2), где и фиксировано, получим: 
п лы (61а (11) 


Далее, пользуясь (11) и (7), находим: 


ид < Аа аи < 


ее д? | Ф(Е-и п) (ее м 


—с 


со 


они. | Фе и аа фи), 


где 
со 4 со 
1т сЁ\2^ : /з1 #27 
фе ив ка 
—с© —© 


Таким образом, 
1% (и) | < Сьз {Ф(и) + 1, в (ф, и)}. 
Теорема доказана. 
Из теоремы 3 выводим 
Следствие. Если ф(1) — четная на Е неотрицательная функция 
и для целой функции |‹(х) имеет место неравенство 


|7 (2) | < Ф(2) при ЕЕ, ‹>1, 


| %е (2) |< 


У 9) +1. 2}, (12) 


где $ (и) =Ф(Иш- 1), [;.. ($; 2) = 1... ($; и) пии= У —Ти Г, о (9; <) 
ры так как р и) четна. 
Доказательство. Пусть сначала ](2) четна на Е. Тогда 
7, (и) = (И? - 1) — целая функция степени не выше си | + (и) | <Ф(и). 
Из (8) получим: 


Р (= И 


Этим неравенство (12) доказано. Если же /‹ (1) — нечетная на Ё целая 


| <С, 3$ (и) + Г... $; и)} = 6, Ф(® +1, . (©; 2}. 


со 1, (=) 
функция, а у(5) = Е то а — четная на Е целая функция 
0 . 


и, по предедущем, 


т 


С, в (2) ы 
с о ет И: =), 
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откуда 


< < А 6 (|< 
<Я ну вт... ( РМ; =) +150. 


Кроме того, 


$ (и). (им) Г Зи-+и зшодм 
кое - оны иран 


—_ а О“) — (8) = 1, 2). 


Поэтому 
”, ‹ ($; 2)}, хЕЕ. 


|%% (2) | < 
В общем случае 
1 (2) = ]в,1 (2) - {о,з (2), 
где. /‹,1(2) четна, /‹,›(1) нечетна и обе функции по модулю не превы- 
шают ф(5). Следствие доказано... 

Перейдем к установлению важного неравенства, играющего основную 
роль при доказательстве обратных теорем. Отметим, что приводимая ниже 
теорема как по формулировке, так и по методу доказательства подобна 
неравенству для многочленов, установленному нами ранее в работе ($). 

ТЕОРЕМА 4. Пусть &(1) — модуль непрерывности и }‹ (5) — целая 
функция степени не выше с. Если на Е выполняется неравенсто 


а (И) (-0..), 09) 


в|х| с || с? 
то 
С Ее (14) 


‚где С — постоянная, не зависящая от }, сих. 
Доказательство. Полагая в следствии к теореме 3 
ГИ —1 1? У=—1 р 
$ (2) = ( с|т| +=) о ( 52] +=), 
‚ получим: 
12 | > 
[5 (2) |< р {$ (2) + Ген, « ($; 2}. 


| Покажем, что 


ны, (91 = | : Дено(е" и —$(®)|< 492). 


Для этого достаточно оценить интеграл 


| 4 бы + ри" е 


Ту, в и 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 4 


604 Ю. А. БРУДНЫЙ ` 


Воспользуемся неравенствами 


(5, + 5) (8, - &) < 27" (5 © (81) + 850 (5,)) (г>0), 


[11 + и? | [мл | [мо | 


М _ о 
ИЕ уса 


Второе из них очевидно, первое можно Доказать следующим образом: 


И и 3 
(5, + 82) © (8, + 82) = (51 + 5.) | о < 


г (ста © (51 + 52) тт © (51 - 52) га (г-на (51) т © = 
__ (8 51 - 52 т 51 -- 52 )<2 (5: м. 5 ее 


@ (5) 


(а 
"Здесь мы воспользовались тем, что о _ если Б«а. Отсюда 


следует: 


а И Е 
ее 


< Ф(и) +27 НФ(1), 


/ 


и НЯ - эт о Р\2^ 2 2 с т оЁ\ 27-2 
ФНО) м: в | Ра 
—со —© 


/ Те, в = 


не И и ( › (=. ее ф— 2" 


0 (2) = ай 


Остается оценить последний интеграл: 


эт с# хи В + 
= $4) (^% и) но РО (=) а = 
У 
и б (} т | $(0 Е а = Г ыы 5, 


1 ` 
в 
1 1 1 \ (зп ог \272 
=) ® — 25 
ел а =». а ЕТ) ) & < 


1 
д 
нае ва ИВ оеАВ О Ни 
ра 627 с? —- А ак, от 
к т--1, с о зп Ё =. б . Е 
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2 + А р 4 ток 27-2 
Ао = Е =) Вера аадь и Аа Ва 
$ Та, в . СИТ Го Ета СХ ) 4 < 


№ У 1 1 о? рта < 


+ 1 
| зу був) Ё 
та о 


<ИУР+1 


со 

] ( 1 7-1 а! = 
То 1 УР Е оз, 27-2 зат 

1 

в 


4 

4 (<) 7-1 | На м 
го зав 2-2 ) 7-Е 27-2 уг —— 
28 ( г И 

—с 
4 
от-з ъ 1 57 „© (=) д 
ор эт Р\27 2 р (=) ст — -: 6 _ 
г | (== ) Ги 


— 


Собрав вместе все оценки, получим} 


|1. «($; 2)|< 4, Ф(2). 


Эта оценка вместе с предыдущим неравенством дает: 


[< ВЕ уе ео) (15) 
Если хЕЁЕ, = Иа. В ТЕ зу о[И 1+5, =), то из (15) 
‚ нолучаем: 
ив < «Ви "бт +а)- 


Таким ее для ХЕЁ, теорема доказана. 
Пусть теперь х6Е.. Тогда 


1%. (2) |< ви т м Е т ая <2в’ (ати И, в 26 (5) 


с|т| 


т.е. при х6Р. 
1» (=) м 
: а < В: 6 (=). (16) 
(пт И =-1-& ке 
Рункция ф (2) = Ил! —1—- > (двузначная) отображает Ёх на ось шо=0 


Комплексной плоскости ш. И при ЕЁ. 


$1 оф (1) +2>1. 


9* 
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Рассмотрим многозначную функцию комплексного переменного 


о (2) 
а Та 1 г 
( и —5 +3] (9154 (2) +2) 


Выберем ту ветвь функции & (2), которая получается, если И2>0 при 
2>0. Тогда при 26 ЕЁ, эта ветвь не имеет особенностей, так как 
знаменазель не обращается в нуль, а при |2|-> оо 


Л (2) |< Сем (у = 2), |30$(2)|-— ем, |8(2)|=0(1). 


Л 
’ Особые точки #(2) есть 2 = +У!+ =. Поэтому если применить тео- 
рему о максимуме модуля к этой ветви в области, состоящей из плос- 


кости с удаленным множеством Е., то, учитывая, что на границе 
области, в силу (16), 


|8 (2) |< В: (5), 
получим: 
[8 (1< 89% (5) 


[2 


1 
всюду в плоскости 2. Таким образом, если 1<=< И 1+, то 


в|х|. 


ет < (+ $) зшоф (+ 2) 19% (1) < 


< (1+2) ВТ 4) въ (3) < 


5[2| 


а 4 т 
я, а 
так как 
и о # 
[310 $ (2) | = |5в‹ | 1+ 1—2 < 31 при 1<=1< У 1-4. 


Итак, неравенство (14) доказано для всех ЕР. 


$ 4. Обратные теоремы для случая внешности отрезка 


Предположим, что для некоторой функции }(2), заданной на 
Е = (—с, —1] (0 [1, оо), выполняется неравенство (4). Пользуясь 
неравенствами $ 3, установим, какими дифференциальными свойствами 
обладает ] (1). 

ТЕОРЕМА 5. Если для функции }(х), заданной на Е, при некотором 
модуле непрерывности (п) и любом > 0 можно указать ‘целую функ- 
цию С. (т) степени не выше с такую, что при хЕЕ 


|| с? 


А — ОО (17) 
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то существует постоянная С, не зависящая от № и такая, что 
: й 2 
во (1; и) < сы, ов< о. 


в 


(18) 


Для Е ка известным методом С. Н. Берн- 


_штейна.. Пусть Е -. 1 <<: и 1<7—6<т2. Тогда (Аь К (2) = 
= А (2) — К (х—5)) 


|7 (2) — АзСутуа (2) | <17 (2 — 8) — Сиды (2 — 8) | +11 (2) — би (2) |< 


«оон А 


[2 | 


Поэтому при любом ЕЁ и с>2 найдется такое число 
[+ 108, 1 ИЕ 
й 52 ’ если << = 2 , 


[ов ие", если |5|>1 и $ 


[= | 


т = тт, в) = 


зто 
|7 (2) — Аьб ин (2) |< 26 (2). (19) 


Кроме того, при ЕЁ имеем: 


16а (#) |< [63 (#) | у | (2) — бк (®) |, 
’К=1 (20) 
| ва (2) — @ к (2) |2 = Е Е. — 5 


|2] 2* 


ПНервое неравенство (20) очевидно, второе получается прибавлением 
вычитанием }(т1) под знаком модуля. Поэтому из теоремы 4 приг = 0 
выводим: 


ао ЕР). 
(21) 


При |х|<1- = из (23) получим: 


[Са (2) — С кб) |< 26 (2) 
=, в силу (20), 


о2т 


т 2]. 
бы < С, 2 *) < 64 «(1 < 64 Уь( 1), 
= К=1 = К=1 
ак как 


22 


8 д (2—2*) < С У °(;). 


у —2-1 
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Если же |2|>1- — ‚ то положим 4 = [лов — т Из (21) полу- 


чим, что для всех Е<а справедливы неравенства: 
| Сын (2) — 6 (0) | < С, "(2 
а при А >а4 


- ‚ к _|=| УЕ 
| ичы (2) — С к (2) | < Св2 узо ( ое 


Поэтому из (20) при х> Ш — будем иметь: 


р я И —1 
[С ты (2) | < Сь в м) о су о (2 : 12| )< 
у = 
224 _ и 
<6, 3 °(+)+ 6, чот 9 < У 5 (+, 3 ($). 
= = т Е 


Для рассматриваемых значений г 


от %. 04 [3] У = —1 |%| Вы 
и т о 
поэтому 
[] 
г 1 
| @ зт-нь (2) | < Сь а (5+) . 


Тогда из (19) получим: 


[41 (2) |< |Аь бич (2) |+ 26 (=) < [бы (18 + 26 (2) < 


[] 
С < 4 2 
< Зы) 
Но 
[6] 
2 2 2 1 
°(5) <® (5) вт « (+), 
поэтому 
[6] [6]—1 
ы С 2 “\\ й Ст [0] (1) Ст В Г 
5 Е Е В 
@ (Г; Зв Я ®() [<] ня [<] < 
ЕЕ 
4 ( (и) тт С (и) Ф (и) 
«о Рьни [ а о а, 
, =: 
так как © (и) монотонна и Е <5< ет : 


Теорема доказана. 
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`Следствие. Если функция } (1) Удовлетворяет условиям теоремы 5 и 


2 
В аи = О(® (п), 
в 


© (7; 1) =О(% (№). 


Докажем следующую теорему, обратную теореме 1 (для г> 1). 
ТЕОРЕМА 6. Если для функции }(х), заданной на Е, при некотором 
1 


модуле непрерывности, удовлетворяющем условию 1 а < ©, ипри 
0 
любом <>0 можно указать целую функцию С.(т) степени не выше в, 
такую, что при ЕЕ 


К) бд < (о (Е), 


|| б|2| 


то }(х) имеет на Е г: равномерно непрерывных и ограниченных производ- 
ных и 


2 в ри 
но (23) 


Доказательство. В силу (22), 
1 (2) = 6: (2) + № (би (2) — С (2). 
=0 
Продифференцируем формально это равенство {< г раз: 
1? (2) = 62 (+) + >, (би (а) — би (т). 
= 


В силу теоремы 4, учитывая, что 
| Си (2) — @.к (2) | < 
ЕЕ + 1 | о я 1 | 


ъ 2 || 22К 2 =| 22% у 
получим: 
> ОРЕЛЯ нь Я 4 
6 > 6) ; У РЕ | 4 10 х т 1 = 
|б’чн (=) — и (2) |<. 2С: И ия ры \ 22| и тие 


1 1 
< (=). 


Поэтому продифференцированный ряд при {<г сходится равномерно и 
1(2) имеет г—1 производную, г—2 первые из которых ограничены и 
равномерно непрерывны. Чтобы показать, что /(5) имеет г-ю ограничен 
ную производную (а значит, и равномерно непрерывную г — 1-ю произ- 
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со 


1 
водную), достаточно показать, что сходится ряд уз ° (5х). Но так как 
=0 


К 
(+) <= (5). 
то р 
© © 2 
х«(+)< Уж») 1 4(,) Х ж< 
К=1 —1 у=1 У=1 2й>у 


со У—1 


< +51 «о (1)+4 5 ) В и до 25 (4) +4 < 
1 о 


Оценим © (/”; 5). Имеем: 


1? (2) = Сы (2)-+ У (64 (2) —69(а)), 


К =т-т 
-где, как и раньше, 
1 2 
[5 10в, <], если |2| 1+, 
т = т(х, в) = у : 
[о] 2 — 
|, если || >1-+-—. 
Таким образом, при ‘<. <<, 15 2—8 <», 


|А5/ ® (2) | < | Дьб (=) | + у |456. (7) — ДьС® (2) [. 


К=т- 


Так как 


Сы (2) — 69) «Сю (ЕТ), 


22| Е: 23К | 


то, аналогично тому, как это сделано в теореме 5% получим: 


2 
ГАС, (2) |< сё) и. 


Поэтому 
2 со 
“ ) У 2 
[Ау С о 4и -- С, У ( и >= и 
тн 2 12] 7 


Остается оценить послецний ряд. При |2|>1-+ = имеем: 


` © 


Уч я Н 
о 2 | 2| ы р <<: р |=) < 
со Е 2 | со 
4 
< С, еже 2 —_ от У © (- = С: Уз [п (-; У мы < 
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Г ей ни тЫ "в 
<с, У ° (5) << М - 
о ут -1-1 1. 
НР 


Здесь мы пользуемся тем, что С" 1 < С"$. При ез: — 


оценки аналогичны. Собирая вместе эти оценки, получим требуемое 
неравенство. 


Следствие. Если функция } (5х) удовлетворяет условиям теоремы 6 и 


р в 
@ (и ) 
А-а = Од (п), |“ = О (п), (24) 
А 6 
то у функции } (7) существует г равномерно непрерывных и ограниченных 
на Е производных и для [” (1) имеем: 


о (7; #) =0 (в (®)). 


Таким образом, для модулей, удовлетворяющих условиям (24), теоре- 
ма 1 вместе со следствием дают полную характеристику дифференциаль- 
ных свойств }(2) (в отношении порядка). Модулями, удовлетворяющими 
условиям (24), являются, например, модули © (5) = 5* [(0<«<1). 


$ 5. Приближение на полуоси 


Перейдем к случаю полуоси ЕЁ = [0, со). 
Естественным аппаратом приближения в этом случае являются целые 


функции порядка - нормального тила. Следуя С. Н. Бернштейну (*), бу- 
дем называть такие функции функциями конечной полустепени. Если тип 
такой функции есть с, то будем говорить, что С.(л) есть функция полу- 
степени с. При приближении такими функциями приходится отказаться 
от равномерного приближения и ограничиться приближением, равномер- 
ным на каждом конечном интервале. Во всем остальном теория прибли- 
жения на полуоси вполне аналогична теории приближения на внешности 
отрезка.’ Доказательства приводимых ниже теорем получаются буквальным 
повторением доказательств соответствующих теорем для случая внешности 
отрезка. Поэтому все доказательства мы опускаем, ограничиваясь лишь 
формулировкой. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть }(х) имеет на Е г равномерно непрерывных и 
ограниченных производных и в (/®; й) = (й); тогда при любом <‹>0 
найдется целая функция С.(};х) полустепени не выше с, такая, что 
при ЕЕ 

5 ; = 
И) — в.а), 


с 6? 


_где С, не зависит от х и с. 
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ТЕОРЕМА 8. Если ], (1) — целая функция конечной полустепени не 
выше с, для которой на Е выполняется неравенство 


(+ о (2 -- то 01.) 


то для },(х) на Е выполняется неравенство 


ке) 5 (Е), 


6? 


где С не зависит от т и с. 

ТЕОРЕМА 9. Если для функции }(х), заданной на Е, при некотором 
модуле непрерывности &(й) и при любом < >0 можно указать целую 
функцию С.(х) полустепени не выше в, такую, что при ЕЕ 

У: 
[7(е) — (а) (+), 


то существует постоянная (= не зависящая от Аи такая, что 


а > 
(< Сь\ ^-аь, оке, 
й 
ТЕОРЕМА 10. Если для функции }(х), заданной на Е, при некотором 


1 
модуле непрерывности ®(#), удовлетворяющем условию а < <, и 


0 
при любом с > 0 можно указать целую функцию (@.(х) полустепени не 
выше с, такую, что 


У) — бк (о (Е) 


о? 58 


при ЕЕ, г>1, то }(т) имеет на Е г равномерно непрерывных и огра- 
ниченных производных и 
2 И 
(17; в) <с{»\ и ан}, и 
0 


в 


Поступило 
12.1.1958 
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ПРОСТРАНСТВА СМЕЖНОСТИ И БИКОМПАКТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


В работе вводятся пространства смежности, являющиеся обобщением 
пространств близости, и исследуется связь между ними и бикомпактные 
ми расширениями топологических пространств. 


В настоящей работе дается обобщение понятия пространства близо- 
сти, принадлежащего В. А. Ефремовичу, и результата Ю. М. Смирно* 
ва (“), установившего непосредственную связь между пространствами 
близости и бикомпактными хаусдорфовыми расширениями. Обобщение поня» 
тия пространства близости осуществляется здесь в двух направлениях. 
Во-первых, за счет замены аксиомы Б5, являющейся, по существу, 
аксиомой} отделимости, более слабой аксиомой [Б5], удается ввести 
понятие близости, имеющее смысл для пространств класса Т,. Во-вторых, 
вводится понятие отношения смежности (пространства смежности), являю- 
щееся естественным обобщением отношения близости (пространства близо- 
сти) в том смысле, что отношение близости является отношением для 
пар подмножеств топологического пространства, а отношение смежности 
является отношением для конечных систем подмножеств топологического 
пространства. Обобщение понятия близости и введение понятия отноше- 
ния смежности (пространства смежности) позволило получить более общие, 
чем у Ю. М. Смирнова, результаты, устанавливающие, с одной стороны, 
непосредственную связь между пространствами близости и главными 
бикомпактными расширениями топологических пространств класса Т, и, 
с другой стороны, — связь между пространствами смежности и правиль- 
ными бикомпактными расширениями. 


Глава 1. Пространства смежности и пространства близости 


Будем говорить, что на пространстве ВЕТ, задано отношение смеж- 
ности с для конечных систем замкнутых множеств Ё, если относитель- 
но каждой такой системы {ЁР\,Р.,...,Ё»„} можно сказать, находится ли 
она в этом отношении (имеет место с (Р.,Ё»,..., »)), или нет (не имеет 
места с(Ё\,Е.,...,Ёп)), и если это отношение удовлетворяет аксиомам: 

(СЛ) Если системы {Ё1, Ё»,..., р} и И Е} состоят из одних 
й тех же множеств, взятых в различном порядке, возможно с повторе- 


614 В. М. ИВАНОВА иА. А. ИВАНОВ 


_ниями, то с(ЁР,,Рь,...,Рр) и 9(ЁР1, Е»,..., Ра) имеют или не имеют 
места одновременно. 

(С2) Если имеет место с(Ё\,Ё.,..., Е») и {Р1,Р»..., Ер} — произ- 
вольная подсистема {Р.,Р.,...,Ё»,}, то имеет место с (ЁР\, Рь,..., Ер). 


(СЗ) Если РК с Ру и имеет место с (Р.,Ё.,...,Ё»), то имеет место и 
а: о овен 

(С4) Если имеет место с (Ё, Ц 2 Вани Е»), то имеет место либо 
в Ию в 

(С5) Если среди множеств системы {Р,, Е.,...,Ёи} есть пустое мно- 
жество, то с (РЁ, Ё.,...,Р») не имеет места. 

(Сб). с (х, Е), где х — одноточечное множество, имеет место тогда и 
только тогда, когда хЕЁР. 

Если для системы {Р., Р.,....ЁР,} имеет место с(ЁЕ!,Е.,..., Ёп), то 
будем говорить, что эта система является системой в-смежности или, 
если это не приведет к путанице, просто системой смежности. 

Докажем некоторые простые следствия аксиом смежности. 


(С7) Если Е; с Е; (1 =1,2,...,п) и имеет место с (Р1, Р.,..., Е»), то 
имеет место с (Е, йа. ЕЕ во 

Доказательство можно провести индукцией по числу тех &, для ко- 
торых Ё; + Рь с использованием (С4) и (СЗ). 


З С : 

(С8) Если о. ={2]};-. (1=1,2,...,п) — конечные замкнутые покры- 
тия Р.,ГР.,...,Е» и имеет место с (ЁР:,Р.,...,Е»„), то найдутся такие 
ВА . : ; 3 
1 ,]2,...з] ЧТО имеет место с (Ё!', Е:",..., Е 

Положим 


Так как Р; с Ф; и имеет место о (Ё\, Р.,..., Е»), то, в силу (С7), имеет 
место с(Ф,,Ф,,...,Ф,). Доказательство завершается индукцией по 


в 


р о; с использованием (С1) и (СА). 
91 


п" 
(СЭ) Если П ЕР: -=А, то {ЁЕ.,Е.,....Е»} — система смежности. 


$=1 
ъ Е 
Пусть ЕП ЁЕ.. В силу (С6), имеет место с (1,21) и, следовательно, 


д— 
в силу (С1), НЫ место с (х,х,...,х), где х повторено п раз. Так как 
СР; (1=1,2,...,п), то, в силу (СТ), имеет место с (Р.,Р»,...,Е»). 

Приведем примеры отношений смежности. 

1. Отношение смежности оп. Определим сп следующим усло- 
вием: оп (ЁР:,ЁК.,....Ё,) имеет место тогда и только тогда, когда 
® 
ПА 
= 

Проверим выполнение аксиом (С) — (06). 
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(С1): Пусть системы {ЁРи,Р»;...,Ер} и {Р.,Е,,...,Еа} состоят из 
одних и тех же множеств, взятых в различном порядке, возможно 
с повторениями. Тогда 


и, следовательно, оп (Ё1, Ё5,...,Рр) и ви(Ё1,Е.,..., Ра) имеют или не 
имеют места одновременно. 


(С2): Пусть {Е', И нет в — произвольная подсистема {Ё\, Р., ... 


п у) ’ 
....ЕРв} и имеет место оп (ЁР\, Р.,..., Ро). Тогда П Е; с П ЕР, итак как 
4+=1 1=1 


п уч ’ 
Й й й 
П Е: Л, то П АЕ; + ЛА; следовательно, имеет место си (Ру, Рь,..., р). 
4=1 1=1 


(СЗ): Пусть имеет место оп(Ё,,Ё1,....Е,) и Ес Ёь Тогда 
п я п п р т 
ПЕ: СЁ П П РЬ и так как П Р; Е Л, то Е ПП Р; А; следова- 
1 


1=0. 1=1 1=0 
тельно, имеет место си (Ру, Е\,..., Е»). 
(С4): Пусть имеет место о, (РЁ, Е,..., Е»). Тогда 


(ИЕ) П ПР. 
В (к.п п в) : [оп П.В.) т 


таким образом, либо 


ЛЬНА 


либо 
7 п 
ПП АА, 
=1 
следовательно, имеет место либо о (Ё., Ё!,...,Е»), либо ви (Ро, Ель... Ри). 
(С5): Если среди множеств системы {ЁР\, Р.,...,Е»} есть пустое мно- 
ъ 
жество, то П РЁ; =А, и, следовательно, о,(Ё:, Ё.,...,Ё»”) не имеет 
1=Т 
места. 


(Сб): Пусть имеет место о,(х, Е). Тогда (2) ПЕ-А и, следова- 
тельно, ЕР. 

Пусть ЕР. Тогда (2) П Е -Е Л и, следовательно, имеет место сп (х, Е). 

Введенное отношение смежности с, будем называть смежностью по 
пересечениям. 


2. Отношение смежности оз. Пусть % — замкнутый базис Е, 


содержащий все конечные суммы и пересечения своих элементов, все 
одноточечные и пустое множества. Определим отношение смежности сз 


следующим условием: 
93 (Е,, Е.,...,Еп) имеет место тогда и только тогда, когда для лю- 
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ик 


бых базисных множеств Ви, В.,..., 2», содержащих Р., Рь,..., ЕР» ©0- 
п 
ответственно, Г] В; Е Л. 
=1 
Проверим выполнение аксиом (С1) — (С6). 
(С4): Пусть системы {Р., Рь,...,Ер} и {ЕРл, Е›,...,Ра} состоят из 
одних и тех же замкнутых множеств, взятых в различном порядке, воз- 


можно с повторениями, и имеет место сз (ЁР1, Р»,..., Е»). Если 
В,, В.,...,Ва— произвольные базисные множества, содержащие соот- 
ветственно Р\, Р.,...,Ра, то мы сможем найти такие базиспые мно- 


жества В;, что 
; ь ру" 
Ес В, с В; (=1, 25.5590) 

и В; =В,, если Г, =Е;. Это можно сделать. взяв, например, пересече- 
ния В; для совокупностей #, являющихся индексами совпадающих мно- 
жеств Г; Далее можно найти систему таких базисных множеств 
В:, В.,...,Вь, выбирая их среди В;, что Е, с В: и 
р ани Е 
П В; = ПВС П В.. 

1=1 


$1 $=1 


ие) 
Так как оз (ЁР1, Е»,...,Ер) имеет место, то Г] В; - Л, следовательно, 
=1 
а , 
П В+ = Л, 
#=1 
т. е. имеет место сз (Ё1, ЁР»,...»›Ра). Такое же рассуждение можно 
провести, меняя местами {Р,, Р.,...,Ер} и {Ёа, Е.,...,Еа}; сле- 
р Е 
довательно, оз бт 5 (2, нею и имеют или не име- 


ют места одновременно. 

(С2): Пусть т Ро Е Е — произвольная подсистема {Р\, Р.,..., Ёп} 
и имеет место о,5’(Р:, Р»,...,Еи). Если В, В.,..., Ро произвольные 
базисные множества, содержащие соответственно Р, р Е то мы 
можем построить систему базисных множеств. В., В.,...,В»„, взяв со- 
ответствующие В; для тех Р;, которые входят в систему а В 
и произвольные базисные надмножества для тех Ру, которые не входят 


в {Е., Ресин. йе. Тогда 
п 2%. В 
ПВ:с ПВь 
4-1 #=1 


п 
и так как ПВ, -Е Л, то 
5=1 


у) , 
п В; == А, 


1=1 


следовательно, имеет место оз (Ё1,Р»,..., р). 


(СЗ): Пусть имеет место оз (2, ЕР... Ра) Рок вение Во 
В:,..., В» — произвольные базисные множества, содержащие соответ-_ 
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ственно. Ро, Р\. Ё,,...,Ё„, то они содержат также соответственно о, 
ъ й 

Е1, Еъ,..., Ри Г В, + А, т. е. имеет место 9 бо а 
=0 


(С4): Пусть имеет место оз (Ро 0 Я ‚ Е»). Если бы не имели 
места ни сз (Ро, Р1,..., Р»), ни оз (Ро’,Ёу,...,Р»), то нашлись бы базисные 


множества В., В, Не Ву, У ....В», содержащие соответственно 
Ра Е; Е, ..., Я» такие, что 


Вред УВ чеа И, 
1=0 1=0 
Положив 
В = В ЦВ, В=В ПВ (@=4,2,..1 п), 
мы получили бы систему базисных множеств Ву, В:,...,В„, содержа- 


щих соответственно РЁ’. |) Ру, Ё\, ЁР.,...,Е», такую, что 


ПВ (В О вп Авт в: = (ПВ п ПЕ) п (Ап Пв)-^. 


1—1 И 


Но это противоречит тому, что оз (Е, Ц) Ёь, Е1,...,Е») имеет место, 
следовательно, наше предположение неверно и имеет место либо 95 (Ех, 


В. а, Ал)» либо 5% (Но, Ель +, Ев). 

(С5): Пусть среди множеств системы {ЁР1, Ёь,...,Ё»} имеется пустое 
множество.Тогда в качестве базисных множеств В\, В.,..., Ви, содержа* 
щих соответственно ЁР\, Р.,...,Ё»„, можно взять такие, что одно из В 
пусто, следовательно, мы будем иметь Г В; = Л, и 5 Г ев А не 

1=1 
имеет места. 

(Сб): Пусть имеет место °31(2, Е). В качестве В; возьмем (5), в ка- 
честве В, — произвольное базисное множество, содержащее ЁР. Так как 
В, ПВ, = (2) ПВ, = Л, то зЕВ., т. е. х содержится в любом ба- 
зисном множестве, содержащем РГ, и," следовательно, ХЕР. 

Пусть ЕР и В,, Б, — произвольные базисные множества, содержа- 

‚ щие соответственно 5 и'Р. Тогда хЕ В, П В.=А т. е. сз (1, Е) имеет 


1 место. 
Введенное отношение смежности сз будем называть смежностьт по 


( базису 3. 
Наряду с отношениями [смежности для конечных систем замкнутых 


‚ множеств мы будем [рассматривать также отвошения близости для пар 
‹ замкнутых множеств. 

Будем говорить, что на топологическом пространстве ЕСТ, задано 
отношение близости 8 для пар замкнутых множеств, если относительно 
‚каждой такой пары {Р\, Е} можно сказать, находится ли она в этом 
‘отношении (имеет место 5 (Ё., Ё5)) или нет (не имеет места 5 (Р\, Р,)) и 
‘если это отношение удовлетворяет аксиомам: 

(Б1) Для любой пары {ЁР., 5} 8(ЁР:, Е») и 5(Е., Е.) имеют или не 
имеют места одновременно. 
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(Б2) $ (Р, Ц Е, Е.) имеет место тогда и только тогда, когда имеет 
место либо 8(Ё., Е,), либо 8(Еа, Е,). 

(Б3) 5(х, Е), где х — одноточечное множество, имеет место тогда и 
‚только тогда, когда ХЕР. 

(Б4) Если хоть одно из множеств Р\, Ё. пусто, то 6(Е\, Е») не имеет 
места. 

Если для множеств Р\, Р. имеет место отношение 8(Р,, Е.), то бу- 
дем говорить, что они 6-близки или, если это не приведет к путанице, 
просто близки. 

ТЕОРЕМА 1. Любое отношение смежности рассматриваемое на мно- 
жестве пар замкнутых множеств, является отношением близости. 

Пусть с — отношение смежности на ЕЕТ,. Определим отношение 8, 
положив 5 (Ё., РЁ.) =с(ЁЕ1, Е). То, что 5 является отношением близости 
на Е, т. е. что 6 удовлетворяет аксиомам (Б1) — (Б4), является, как лег- 
ко показать, непосредственным следствием аксиом (С1) — (06). 

Будем в дальнейшем говорить, что отношение смежности с и отно- 
шение близости 6 согласованы, если 6 является ограничением с. 

Примеры отношений близости: 

1. 5,, являющееся ограничением оп. 

7 63, являющееся ограничением сз. 


3. Если Е вполне регулярно, то можно определить отношение близости 8,, 
для которого 8, (Р;, Ё,›) имеет место тогда и только тогда, когда Р; и Е. 
не отделимы непрерывной функцией (не существует на Е непрерывной 
функции, принимающей значения между 0 и 1, которая равна 0 на ЁР, 
и 1 — на Р.). 

Выполнение аксиом (Б1) — (Б4) для 8, проверяется без труда. 

Рассмотрим множество отношений смежности на Ё, согласованных с 
одним и тем же отношением близости 5. Введем на этом множестве час- 
тичное упорядочение, положив с, >в, если любая система с\:-смеж- 
ности является системой в›-смежности. Это частичное упорядочение 
будем называть естественным. 

ТЕОРЕМА 2. В естественно упорядоченном множестзе отношений 
смежности на Е, согласованных с определенным отношением близости 5, 
есть наибольший и наименьший элементы. 

Пусть на Ё задано некоторое отношение близости 6. Определим на Ё 
отношения оу И с1. 


с, (ЁЕ1, Рэ,..., п) имеет место тогда и только тогда, когда для лю- 
бой системы №, Х,,...,Х„ замкнутых конечных покрытий множеств Р\, 
Г.,...,Е» можно выбрать по одному элементу из каждого покрытия так, 


что выбранные множества будут попарно 6б-близки. 


с: (Ё\, Ё.,..., Е») имеет место тогда и только тогда, когда суще- 


ствуют такие 8-близкие множества Ф, и Ф, (возможно совпадающие), 
что каждое Ё;(1=1, 2,...,п) содержит либо Ф., либо Ф.. 
Покажем, что в, является отношением смежности. 


(С1): Пусть системы {Р!, Рь,..., Е} и {Е', м Бе вы состоят из 


одних и тех же множеств, взятых в различном порядке, возможно с пов- 
торениями, и имеет место с,{Ё:, Р.,...,Ёр}. Для того чтобы показать, 
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что в этом случае имеет место и в, (Р:, Р.,..., Ра), надо убедиться в том, 
что для [любой системы конечных замкнутых покрытий У, У»,...,Хе 
множеств Р\, Р›,...,Р можно выбрать по одному элементу !из 


‚ каждого покрытия так, что выбранные множества будут попарно 
5-близки. 


Заметим, что это утверждение достаточно доказать для любой системы 


конечных замкнутых покрытий множеств Е, В которой одинаковые мно- 
| жества имеют одинаковые покрытия. Это следует из того, что для лю- 


бой системы _Хь Х.,...,Ха конечных замкнутых покрытий множеств 
Е., Р»,...,ЕРч найдется такая система У, Х,,..., за покрытий упомя- 
нутого выше специального вида, что каждое я будет вписано в ря (если 
перейти, например, к пересечениям покрытий х одинаковых Е), и если 
мы сможем выбрать по одному элементу из каждого Х; так, что выбран- 
вые множества будут попарно близки, то, в силу вписанности %; в 
2:(=1,2,...,9) и аксиомы (Б2), мы сможем выбрать из каждого » 
по одному элементу таким образом, что выбранные множества будут по- 
парно близки. 

Пусть р ча. У — система замкнутых конечных покрытий специ- 


ального вида множеств р И к Ра соответственно. По этой системе 
‚ можно образовать систему %1, %.,.,.,»р» покрытий множеств Р\, Ро,..., Ир, 
‚выбирая для каждого Ё; покрытие У; множества Р., равного №. При 
‚ этом будут использованы все различные среди Х!, Х»...., Хи покрытия, 
так как {Р'., Р.,...,Ёр} и {Е, тю о Е} состоят из одного и того же 
‚ набора множеств. Так как имеет место в, (Р\, Р.,...,Ёр), то из каждого 
‚ 2 можно выбрать по одному элементу так, чтобы выбранные множества 
(были попарно близки. Каждое из Х; совпадает по крайней мере с од- 
‚вим из »;, следовательно, в нем есть выбранные из »; элементы и, та- 
ким’ образом, из каждого ой можно выбрать по одному элементу так, 
‘что выбранные множества будут попарно близки. 
(С2) непосредственно следует из того, что всякая подсистема попарно 
(близких множеств является системой попарно близких множеств. 


(СЗ): Пусть имеет место с, (ЁР., Ру,...,Ё,) и Р.С Ро. Любая система 


1,51,...,>= покрытий множеств Ру, Ё,,...,Р, является одновременно 
‹ системой покрытий Р., Р,,...,Ё„ и, в силу того, что имеет место 
ко, (Р.,Ё:,..., Ёп), из каждого %; можно выбрать по одному элементу так, 


‘что выбранные множества будут попарно близки, т. е. имеет место 


ИО, а; Р-Р). 
(С4): Пусть имеет место в,(ЁР., |) Р%, Р,,..., Е.) и допустим, что не 


|имеет \места ни с,(Ро, Р\,..., Е»), ни в, (Ро, Ру1,..., Ел). Тогда должны 
‘найтись системы. покрытий №, %,,..., »„ множеств ЕЁ, Е.,... ЕР, и 

" " п. Р <“ = 
%,5,,... 0 множеств Ро Е.,..., Е» такие, что ни в первой, ни во второй 


системах нельзя найти по элементу из каждого покрытия так, чтобы 
выбранные элементы были попарно близки. Образуем систему покрытий 


%, У1,.... № множеств Р, Ц Е., Р\,.... Е, взяв в качестве № объеди- 
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нение У и У», а в качестве У; (1 =1,2,..., п) — пересечение покрытий У. 
И У Так как имеет место ‘<, (Ру Ц Ро, Е1, Ёь,..., Ёп), то из каждого У; 
(&=0,1,..., п) можно выбрать по одному элементу так, что выбранные 


множества будут попарно близки. Элемент, выбранный из У,, принад- 
лежит либо Х›, либо УХ. Пусть, для определенности, он принадлежит 


3%. Тогда У, 1... Уж образуют такую систему покрытий множеств Ё., 
7... Е», что из каждого покрытия] можно выбрать по одному элементу, 
дл выбранные множества будут попарно близки. Но эта система состоит 
из покрытий, вписанных в соответствующие покрытия У, У,,..., У», для 
которых аналогичный выбор невозможен, что, в силу (Б2), приводит. к 
противоречию, опровергающему наше предположение. 


(С5): Пусть среди множеств системы {Рь, Р.,..., Ё,} есть пустое 
множество. Возьмем »; = {Ё:}; так как среди Е: (1 =1, 2...., п) есть пустое 
множество, тоони не могут быть все попарно близки, т.е. о, (Ё\, Р.,..., Ев) 


не имеет места. 

Мы не будем специально доказывать выполнение (Сб) для с., а пе- 
рейдем к доказательству согласованности с, и 5, откуда, в частности, 
будет следовать и (Сб). 

Если имеет место с,(Ё:, Р,), то имеет место и 5(Р., Е.), так как 
можно взять 2 = {Ё:}, № = {Е}. 

Если имеет место 6(Р:, Е,) и Х, », — произвольные покрытия соот- 
ветственно РА., Р.›, причем 


2: = {Е}, Х, = {В}, 


то, по естественному обобщению (Б2), аналогичному (С8), найдутся Ра. 
Е такие, что имеет место 5 ( ни Е) и, таким образом, имеет место 
в, (ЁР1, Е). 

Покажем, что о, — наименьшее, согласованное с 5, \отношение смеж-. 
ности. 

Пусть с — произвольное отношение смежности на Ё, согласованное 
сб, и {Р1, Еь,..., Е,} — система о-смежности. Если »,, »,,..., У, — про- 
извольная система замкнутых конечных покрытий Ё,, Р.,..., Е», то, в 
силу (С8), можно выбрать по одному элементу из каждого У; так, что 
выбранные множества образуют систему о-смежности и, в частности, 
будут попарно с-смежны. Так как о согласовано с 8, то выбранные мно- 
жества будут попарно 8-близки и, следовательно, система {Ё\, Е.,..., Е„} 
будет являться системой «.-смежности. 

Перейдем к изучению отношения с;. Покажем, что с, является от- 
ношением смежности. 


(СТ): Пусть системы {ЁРл, Рь,..., Ер} и {ЁРл, Е»,..., Ее} состоят из 
одних и тех же множеств, {взятых в различном порядке, возможно с 


повторениями, и имеет место с, (ЁР\, Ё.,..., |Ёр), т. е. сущеслвуют такие 
$-близкие Ф, и Ф,, что каждое из Ё; содержит либо Ф,, либо Ф,. Так 
как системы {Р\, Ё.,..., Ер} и {Р., Е.,..., Еа} состоят из одних и тех же 


множеств, то каждое Ё; также содержит либо Ф., либо Ф., следова- 
ор Е 
тельно, 1 (Ё\, Г.›..› И,) имеет место. 
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(С2): Если система И В 9 Ра} является подсистемой {Р\, Р.,...,ЕРи} 
и имеет место с:(Ё:, РК.,..., Е»), т. е. существуют 68-близкие Ф, и 
Ф, такие, что каждое ЁР; содержит либо Ф,, либо Ф,, то каждое Е; 
содержит либо Ф,, либо Ф,, следовательно, о, (Р, РО, Е) имеет 

место. 

(СЗ): Если имеет место в: (Р., ЁР,,..., Е) и а. то найдутся 
5-близкие Ф, и Ф, такие, что каждое Р;(1=0, 1,....п) содержит либо 
Ф,, либо Ф,, следовательно, каждое из Ё., Р., Р.,..., Рь содержит либо Ф,, 
либо Ф,, т. е. Ее Е\,.... Е») имеет место. 

(С4): Пусть имеет место в. (Р/В, Е.,..., Е»), т. е. существуют 
5-близкие Ф, иФ, такие, что все множества Ё. |) о, ОИ содержат 
либо Ф., либо Ф,. Пусть, для определенности, Ё. () Е, содержит Ф.. 
Так как множества Ф,=(ЁР. П Ф,) 0 (В. ПФ,) ифФ, 65-близки, то, в силу 
(Б2), 5-близки либо Г, П Ф;, и Ф,, либо РБ, ПФ, иФ.. Пусть, для опреде- 
ленности, РЁ) [|] Ф,=Ф, и Ф, 5-близки. Тогда каждое множество си- 


стемы {Ё%, Р.,..., Ё»} содержит по крайней мере одно из 6-близких мно- 
жеств Ф, и Ф,, т.е. в. (Е, Р,,..., Е.) имеет место. 
(С5): Если среди множеств системы {Р\, В.,..., Ри} есть пустое мно- 


жество и каждое из них содержит либо множество Ф,, либо множество 
Ф,, то одно из Ф,, Ф, должно быть пусто, следовательно, Ф, и Ф, не 
могут быть д-близки, т. е, в, (Ё\, Р.,..., ЕЁ») не имеет места. 

Мы не будем опять специально доказывать выполнение (Сб) для о, 


а сразу докажем согласованность о; с 8, откуда, в частности, будет 
следовать и (С6). 


Если имеет место 6(ЁР\, Е.), то в качестве Ф, и Ф, можно взять 
Е: и Е., т.е. в. (Е!, Е.) имеет место. Если имеет место с! (Ё\, Р.), то 
найдутся 6-близкие Ф,, Ф, такие, что ЁР, и Р. содержат либо Ф;, либо 
Ф,. Если РГ, и РГ, содержат одно и то же Ф‚, то Р, ПР, = А, и имеет 
место 5(Р,, Р,); если же ГР, и Ё, содержат различные Ф., то без нару-, 
шения общности можно считать, что ФС ЁР,, ФС Р,, и так как име- 
ет место 6 (Ф,, Ф.), то имеет место и 5 (Ё\, Р.). 

Покажем, что о, — наибольшее, согласованное с 6, отношение смеж- 
ности. 

Пусть с — произвольное, согласованное с 5, отношение смежности и 
{Р., Ё.,.... Е} — система в: -смежности, т. е, существуют д-близкие 
Ф: и Ф. такие, что каждое РЁ; (1 = 1,2,..., п) содержит либо Ф:, либо 
Ф,. Перенумеруем Ё; так, что Ру, Р.,..., Ер содержат Фи, а Ёр-а,..., Ри 
содержат Ф.. Из 6 (Ф,, Ф.) следует с (Ф,, Ф,), и, в силу (С1), имеет место 
с (Ф,, Ф,,...,Ф,, Ф.,...,Ф,), где Ф, повторено р раз, а Ф, повторено 
п—р раз, откуда, в силу (СЗ), следует с (Р\, Рь,..., Рр, Рруль..., Ёп). 

Этим завершается доказательсто теоремы 2. 

Из теоремы 2 следует, в частности, что каждое отношение близости 
на Ё может быть продолжено до отношения смежности. Из всех таких 
отношений смежности особое место занимает минимальное с,, которое мы 
будем называть также главным отношением смежности. 

Можно привести примеры отношений близости 6 на некоторых топо- 
логических пространствах, для которых наибольшее и наименьшее от- 
ношения смежности с: И с,, согласованные с 65, совпадают и, следова- 
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тельно, имеется единственное отношение смежности, согласованное с 5. 
Существуют также примеры отношений близости, для которых единст- 
венными, согласованными с ними, отношениями смежности являются 
наибольшее или наименьшее и они не совпадают. Однако общим случаем 


является тот, когда, кроме наибольшего и наименьшего, имеются отлич- 
вые от них отношения смежности, согласованные с заданным отношени- 


ем близости. 
В заключение рассмотрим связь введенных здесь понятий отношений 


смежности и близости с введенным ранее В. А. Ефремовичем (“) поня- 
тием простравства близости. 

Заметим, прежде всего, что различие между нашим определением от- 
ношения близости и определением В. А. Ефремовича имеет место в 


двух пунктах. 
1. Отношение близости по В. А. Ефремовичу определяется для лю- 
бых (не обязательно замкнутых) пар подмножеств Ё. Это отношение бли- 
зости определяет и топологию Ё. 
2. Среди аксиом В. А. Ефремовича имеется аксиома Б5: для любых 
неблизких множеств А и В существуют такие множества С и О, что 


СИР=ЕЁ, А не близко О, В не близко С. 
Первое различие не имеет принциплального характера, ибо любое 


наше отношение близости, как мы увидим дальше, может быть естествен- 
ным образом продолжено до отношения близости любых подмножеств В 
так, что топология Ё, определяемая этим более общим отношением бли- 
зости, совпадает с первоначальной. Учитывая это, мы можем также 
ввести понятие пространства близости. н 

Будем говорить, что на множестве Е определено общее отношение 
близости 6, если относительно каждой пары {/А., 4А,} подмножеств Е мож- 
но сказать, находится ли она в этом отношении (имеет место 8 (А, 4»). 
или нет (не имеет места 5(4А,, 4,)), и если это отношение удовлетворяет: 
аксиомам: 

[54]. Если имеет место 6(А;, 4,), то имеет место 8(4., А,). 

[621 8 (А, (А,, 4А,) имеет место тогда и только тогда, когда имеет 


место либо 5(А,, А»), либо 5(А,, А»). 
[Б3] 6(х, у), где х, у— точки Е, имеет место тогда и только тогда, 


когда д = У. 

[54] Если А = А, то 6(Е, А) не имеет места. 

[65] Если А’ содержит только точки Ё, близкие А, и имеет место. 

5(5, А’), то имеет место 6(х, А). 
° Определим на Е операцию замыкания, положив А = {2|8(х, А)}. 
Нетрудно проверить, что эта операция замыкания превращает Ё в то- 
пологическое пространство класса Т, и ограничение 5 до отношения 5’ 
двух любых замкнутых множеств пространства Ё является отношекием. 
близости. 

ТЕОРЕМА 3. Произвольное общее отношение близости 5’ на множе- 
стве Е определяет топологическое пространство Е ЕТ, и отношение бли- 
зости 6 на Е, являющееся ограничением 5’. 

Проверим выполнение аксиом замыкания. 


Чад, Ве А Если х6А, |) А», то имеет `место 5’(х, А, ) А.) 
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и, в силу [Б2], имеет место либо 5’ (1, А;), либо 8'’(х, А»), т. е. либо 
хеА,, либо хеА,. Если тел, 0 4.5, то либо хе 4А., либо х6А,, 
т. е. имеет место либо 6’(х, А:), либо 5’(т, А.), но, в силу [Б2], имеет 
место 6° (т, А, 0 45), следовательно, хЕА, |) А.. 

2. АСА. Если х6А, то из 8'(5, х), в силу [Б2]; следует 5'(х, А) и, 
таким образом, х6А. 

3. (А)=А. Достаточно показать, что (А) СА. Пусть 26(А), т. е. име- 
ет место 5’ (т, А); тогда, всилу [Б5], имеет место 5’(х, А), т. е. хЕА. 

4. Л=Л. Не существует х6ЕЕ такого, что имеет место 8’ (х, 4) 


следовательно, Л = ЛА. 

Из аксиомы [63] следует, что (1) = (2), т.е. ЕЕТ.. 

Выполнение аксиом (Б1) — (Б3З) для 6 является непосредственным. след- 
ствием выполнения аксиом [Б1]—[Б5] для 5’. Проверим выполнение 
аксиомы (Б4). Мы имеем: 


Е=Р = {|5 (х, Е)} = {2|5(х, Е}}. (*) 


Если имеет место 6(х, Е), то, в силу (*), хеЁ; если хЕР, то, сно- 
ва в силу (*), имеет место 6(х, Р). 

ТЕОРЕМА 4. Произвольное отношение близости 5 на топологическом 
пространстве Е ЕТ, может быть продолжено до общего отношения. бли- 
зости, определяющего на Е первоначальную топологию. 

Пусть 65 — отношение близости на ЕЁ. Продолжим его до общего от- 
ношения близости 6’, считая, что 6’(А, В) имеет место, если имеет место 
5(А, В). Тогда аксиомы [Б1]— [Б4] являются следствиями аксиом 
{Б1) — (Б4), аксиома же [Б5] выполняется по самому определению 5’. 

Покажем, На 5' определяет на Е первоначальную топологию. Обозна- 
чим через А” и А” операции замыкания, определяемые соответственно 
первоначальной топологией Е и общим отношением смежности 5’. Тогда 


= {х, 5’ (п, А)} = {218 (2, АР)} = АЕ 


т. е. действительно эти операции замыкания совпадают. 

Теоремы 3 и 4 делают естественным следующее определение. 

Топологическое пространство Е ЕТ, будем называть пространством 
близости, если на нем задано определенное отношение близости для пар 
замкнутых множеств. 

Легко заметить, что любое пространство близости в смысле В. А. Еф- 
ремовича является пространством близости в нашем смысле. Однако вто- 
рое различие между нашим определением отношения близости и опреде- 
лением В. А. Ефремовича, требующего выполнения аксиомы Б5, яв- 
ляется принципиальным. Аксиома Б5 является, по существу, аксиомой от- 
делимости, она резко сужает класс пространств, на которых можно опре- 
делить отношение близости по В. А. Ефремовичу (это класс вполне 
регулярных пространств). 

В дальнейшем мы будем называть отношения близости, удовлетворя- 
ющие аксиоме Б5, хаусдорфовыми и пространства близости в смысле 
В. А. Ефремовича — пространствами хаусдорфовой близости. 

`Подобно тому, как мы продолжали любое отношение близости до 
общего отношения близости, можно продолжать отношения смежности 
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для систем замкнутых множеств до общих отношений смежности для 
систем любых подмножеств. При этом будут справедливы теоремы, 
аналогичные теоремам 3 и 4, что делает естественным следующее опре- 
деление. 

Топологическое пространство ВЕТ, будем называть пространством 
смежности, если на нем задано определенное отношение смежности для 
конечных систем замкнутых множеств. 

Можно сказать, имея в виду теорему 2, что любое пространство 
близости может быть доопределено до пространства смежности и что 
любое пространство смежности является уточнением некоторого про- 
странства близости. 


Глава 2. Бикомпактные расширения топологических пространств 


В имеющейся литературе по теории расширений топологических 
пространств [см. ('), (?), (3)] обычно применяется в той или иной форме 
метод центрированных систем. Мы используем здесь другой метод, 
представляющийся нам более удобным, рассматривая вместо центриро- 
ванных систем системы смежности. 

Пусть с — некоторое отношение смежности на топологическом про- 
странстве ЕЕТ,. Систему замкнутых подмножеств Е будем называть 
системой с-смежности или просто системой смежности, если любая 
ее конечная подсистема является системой с-смежности. 

Любая система смежности содержится в некоторой максимальной, 
ибо, как легко заметить, свойство системы быть системой смежности 
индуктивно. Очевидно также, что любая центрированная система являет- 
ся системой смежности, однако максимальная центрированная система 
может и не быть максимальной системой смежносли. 

Рассмотрим некоторые свойства максимальных систем смежности. 


ЛЕММА 1. Пусть В — максимальная система смежности, ЕЕВи 
Ес ЕЁ’; тогда Е’Е В. 
Рассмотрим В’=В И {ЁЕ’} и покажем, что В’ является системой 


смежности. Если Р,, К,,..., Е, принадлежат В’ и все отличны от Ё’, 
то они принадлежат В, следовательно, имеет место с(Р\, К.,..., Е»). 
Если среди Р,, Ё.,...,Е, есть Е’, то, заменив все Р., равные РЁ’, на 
Е, мы получим систему {Е', ПУ Г все элементы которой принад- 
лежат В, и имеет место с а ны в). Так как Р;< о ПеЕГ 
то отсюда снова следует с (ЁР, Ё.,..., Ра). 


Таким образом, В’ является системой смежности, и всилу максималь- 
ности В имеем В = В’, т.е. Е’ЕВ. 
т 
ЛЕММА 2. Пусть В — максимальная система смежности и #2 Е; ЕВ; 
ЕЕ 


тогда хоть одно из Е;(] =1,2,..., п) принадлежит В. 

Достаточно, очевидно, доказать это утверждение для п =2. Пусть 
ЕЦ Е’ ЕВ. Если Е не принадлежит В, то существуют Ё!\, Ё.,...., Ер 
из В такие, что с(Ё, Р.,..., р) не имеет места. Если и т не при- 
надлежит В, то найдутся также, такие Ё,, ЁК.,..., Ка, что и 


с (Е’, Е,,..., Еа) не имеет места. Тогда не будет иметь места ни 
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Ре Вы Рони, 9 Е.) и. блодоз 
вательно, не будет. иметь места с Е р Ра Е в Е), чего 
не может быть, так как Ё|) Е’ и все ая. принадлежат В. Полу- 
ченное противоречие доказывает лемму. 


ЛЕММА 3. Совокупность всех замкнутых множеств, содержащих 
хЕЕ, является максимальной системой смежности. 

Пусть В = {Е | х6Ё}. Так как В — центрированная система, то она 
является системой смежности. Если Вс В’и РЕВ’, то имеет место 


с (т, Е), откуда следует, что хЕЁР и РЕВ, т. е. В действительно есть 
максимальная система смежности. 


Будем называть систему смежности исчезающей, если пересечение 
всех ее элементов пусто. 

Пусть на Е задано определенное отношение смежности с. Обозначим 
через <Ё совокупность всех исчезающих максимальных систем о-смеж- 
ности. Сумму Е и сЁ обозначим через сЁ: 


Е =Е |] ой. 


Пусть, далее, Фе — совокупность всех исчезающих максимальных систем 
с-смежности, имеющих Е в качестве своего элемента. Положим 


Фг=Е И Фь. 
ЛЕММА 4. Для любых замкнутых в Е множеств Е и Е’ имеем. 
Фев. = Фр Ц Фь. 
Очевидно достаточно показать, что 


Феи = Фр 0 Фь. 


Если Ве Фь 0 Фе, то либо ВЕФь, либо В ЕФ».. Пусть, для определен- 
ности, ВЕФк; тогда РЕВ и Е |) Е’ЕВ, следовательно, 


ВЕФьцл. 
Если ВЕ, то РО Е’ ЕВ, следовательно, по лемме 2, либо Р, либо Е’ 
принадлежит В, откуда следует, что В принадлежит либо Ф,, либо Фе. 
и, таким образом, 
ВЕФр И Фр. 
ЛЕММА 5. @4„) = (2). 
Мы имеем: 
Фи = (2) 0 Фе. 
Для доказательства леммы достаточно показать, что 
Ф.. =. 
Это следует из того, что всякая система смежности, содержащая (5) 
в качестве элемента, не может быть исчезающей. Пусть В — система 
смежности и (5) ЕВ. Тогда для любого РЕВ имеет место с (х, Е), откуда 


следует, что хЕР, т. е. 


ХЕПЕ-АЛ. 
РЕВ 
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Введем на соЁ топологию, взяв совокупность всех множеств Фр 
в качестве замкнутого базиса (это возможно в силу леммы 4). Рассмот- 
рим некоторые свойства оЁ. 

ЛЕММА 6. с‹ЕЕТ,. 

Надо доказать, что любое одноточечное множество сЁ замкнуто. 


7 
Любая точка с‹Ё принадлежит либо Е, либо сЁ. Если эта точка 
хЕЕ, то (1) = Ф..) замкнуто. Если эта точка ВсЁ, то мы покажем, что 


(В) = П Фе. 
ЕЕВ 


ВЕП Фе, так как ВЕФь, если ЕЕВ. Покажем, что в этом пересе- 
ЕЕВ 


чении нет других точек с‹Ё. В самом деле, если бы ему принадлежала 
точка х6Е, то х принадлежала бы всем РЕВ, а этого быть не может. 
Если бы, с другой стороны, ему принадлежала точка В” Ес, то из 


В'ЕП Фе мы получили бы В'Е Фр для всех РЕВи, следовательно, РЕВ’ 
ЕЕВ 


для всех РЕВ, т. е. ВСВ’ или В = №. 

ЛЕММА 7. сЕЁ является бикомпактным расширением Е. 

Нам надо доказать три утверждения: 

1. Е — подпространство сЁ; 

2. Е плотно в сЁ; 

3. о бикомпактно. 

1. Достаточно показать, что пересечения с Е всех базисных замкну- 
тых множеств пространства сЁЕ образуют замкнутый базис Ё, а это 
утверждение следует из равенства 


ФЕ ПЕ =Е. 


ое сЁЕ, так как единственным базисным множеством соЁ, содер- 
жащим Ё, является Фх = Е |] Ф‚, а Ф: = = В, ибо Ё является элементом 
любой исчезающей максимальной системы смежности. 

3. Пусть а — произвольная максимальная центрированнная система 
базисных замкнутых множеств сЁ. Положим 


В = {Е |Феёхд}. 
В — система смежности. Действительно, пусть Р,, Ё.,..., Е» принадле- 
жат В, тогда Фь,, Фь,...., Фе, принадлежат х и, следовательно, их 


пересечение не пусто: 
п 


Й Фи Л (Обь) = (Ади СЙ ФА. 


1—1 $= к 


Если не пусто первое слагаемое, то имеет место с (Р., Е.,..., Е»). Если 
первое слагаемое пусто, то не пусто второе слагаемое и найдется 


ве п @,. 


Но тогда Е; 6 В’(1=1,2,...,п) и, таким образом, опять имеет место 
ВР. 

В — максимальная система смежности. Действительно, пусть Ё, — зам- 
кнутое множество в Е и В |) {Ру} — система смежности. Тогда для 
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любых Р,, Р.,..., Е», принадлежащих В, имеет место с РН. 


Если п ЕЛ. то 


1=0 
и 
п Фьк, Е и, 
1=0 
п 
если же ГР; = Л, то существует максимальная исчезающая система 
#=0 
. О . 
смежности В’, содержащая все Ё; (1=0,1, 2,..., п), следовательно, 
ВЕФь,, т. е. 


ъ 
П Фе; + А. 
*=0 


Отсюда следует, что & 0 {Фк,} — центрированная система, следовательно, 
Фе, ба, т. е. ЕР. ЕВ. 
Пересечение всех элементов & можно записать следующим образом: 
П Фе = П (РИФ) =( ПЕ) О (П Ф».. 
ЕВ ЕЕВ ЕЕВ РЕВ 
Оно не пус?фо, так как если пусто первое слагаемое, то В — исчезающая 


максимальная система смежности, ВЕ Фр (РЕВ), следовательно, ВЕ П Фк, 
ЕЕВ 


т. е. не пусто второе слагаемое. Этим завершается доказательство леммы. 

Построенное нами по с бикомпактное расширение сЁ пространства Ё 
будем называть с-расширением. В качестве примеров с-расширений можно 
привести расширения созЁ и сиЁ, которые, как в этом можно легко 
убедиться, эквивалентны известным (®, 3)-расширениям и @-расшире- 
нию Е [см. (3)]. 

ЛЕММА 8. Замыкания подмножеств Е в оЁ образуют замкнутый 
базис сЕ. 

Пусть Н — произвольное замкнутое в Е. множество. Любое базисное 
множество Ф; содержит Н тогда и только тогда, когда Нс Е, так 
как Ф,=Р |) ФргиФ, Г] Е = Л. Отсюда следует, что Ф, — наименьшее 
из всех базисных замкнутых множеств пространства с‹Ё, содержащих Н, 
т. е. Н°" = Фн. Таким образом, множество замыканий всех подмно- 
жеств Е совпадает с {Фе}к и является базисом оЁ. 


ЛЕММА 9. с(Ри, Р.,..., Е») имеет место тогда и только тогда, 
когда 
ПАЛ 
= 
Пусть с (ЁР,, Е.,..., Е») имеет место. Тогда 


П = П Фл = П (0 бь) = (П 9 ОСП Фь). 
1=1 $=1 1=1 9— т 


Если пусто первое слагаемое, то существует исчезающая максимальная 
система смежности В, содержащая все Р; (1 =1,2,..., п), ВЕ Фе,, следо- 


ъ — 
вательно, ВЕ Г] Фье,, т. е. не пусто второе слагаемое: 
1=1 


ПЕ -А. 
1=1 

Пусть теперь 
ем 


1=1 
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тогда либо ы 
Г. Я А 
1 


и, значит, имеет место с(Р\, Р.,..., Е»), либо 


А > 
п Фь, А 
ЕЁ 
и найдется 
И 
ве п Фе,, Е. ЕВ (1 — о. а п), 
1=1 
т. е. опять имеет место с (Е\, В5,..., Е»). 

Лемма 8 показывает, что обращение леммы 7 не имеет, вообще гово- 
ря, места, так как не во всяком бикомпактном расширении Ё” про- 
странства Е замыкания подмножеств Е образуют замкнутый базис Ё”. 

Будем называть расширение Е’ЕТ, (не обязательно бикомпактное) 
правильным, если замыкания подмножеств Е в Е’ образуют замкнутый 
базис Ё’. 

ТЕОРЕМА 5. Любое правильное бикомпактное расширение простран- 
ства ЕЕТ, эквивалентно некоторому его в-расширению. 

Пусть Е’6Т, — правильное бикомпактное расширение ЕЁ. Определим 
на Ё отношение смежности с, считая, что с (ЁР\, Е.,..., Е») имеет место 
тогда и только тогда, когда 

П РА. 

О" 
То, что это отношение действительно является отношением смежности, 
т. е. удовлетворяются аксиомы (С4) — (С6), проверяется без особого 
труда. Мы можем теперь построить бикомпактное расширение сЁ про- 
странства Ё. Покажем, что Ё’и с‹Ё являются эквивалентными расши- 
рениями Ё, т. е. существует топологическое отображение ф: Е” на оЁ, 
тождественное на Ё. Положим $ф(х) =х, если ХЕЕ. Пусть Е Е’\ Е. 


Рассмотрим систему В замкнутых подмножеств Ё, замыкания которых 
в Е’ содержат точку д: 


ие 
В — система смежности, так как если Р!:, К,,...,Ё„ принадлежат В, 
то 
п Е’ 
ей =“ 
= 
и, следовательно, имеет место с (ЁР\, Е.,..., Е»). 


В — максимальная система смежности. Действительно, пусть Ё’. таково, 
что ВИ {Ё,} = В’ — система смежности. Тогда, по определению с, сово- 
купность замыканий мвожеств, входящих в В’, является центрированной 
системой и, в силу бикомпактности Е”, имеет непустое пересечение. 
Но уже пересечение замыканий элементов В, в силу правильности расши- 


рения Е’, содержит только точку х, следовательно, хе Ро и В.Е В. 
В — исчезающая максимальная система смежности, так как 


Пар» 
ЕЕВ ЕЕВ 
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ООО ВИ 


а ЕС пересечение содержит только точку х6Е. Таким образом, 
ВЕСЕ и мы положим ф (5) = В. 

Мы определили отображение ф: Е’->сЁ, тождественное на Е. 

ф — отображение Ё’ на сЁ, так как если В — произвольная исчезающая 
максимальная система смежности, то совокупность замыканий в Е’ эле- 
ментов В образует центрированную систему и всилу бикомпактности А” 
имеет непустое пересечение, содержащее точку х из Е’ Е (В — исчеза- 
ющая система), Вс ф(2) и, в силу максимальности В, В =ф (2). 

ф — взаимно однозначное отображение, так как если $ф(2) = $(х’) ЕЕ, 
то, по определению $, 2 =$(2) =$(1') = х’; если жеф (2) = ф(л') =Веой, 


й | 7Е” 

то ит принадлежат пересечению [} Р ‚› состоящему только из одной 
ЕЕВ 

точки, и, следовательно, опять х = 1. 


Остается доказать, что ф — топологическое отображение. Для этого 


достаточно убедиться в том, что при отображении ф некоторый базис 
. 
Е” переходит в базис сЕ. Так как Е’ — правильное расширение Ё, то 


о 
совокупность {Ё` } р, где Ё — произвольное замкнутое подмножество Ё, об- 


разует базис Е’. Мы покажем, и этим доказательство будет завершено, 
что 


Ф(ЕР) =Ф,=РЦ Фь. 
Если ХЕЁРЕ и ЕЁ, то 
$(2) = ЕЁ; 


если же хЕЁ” изЕЁ, то РЕВ =ф(2) и ВЕФе. 
Пусть 


$ (2) РИ Фе. 


Если ф(2) ЕЁ, то ‹=$(2) ЕЕ и ф (2) ЕФ(Е"’); если же $(2) =ВЕФ,, 
то РЕВ, ЕЁ" и. 


В=$(2) 6$(Р"). 


Непосредственным следствием лемм 6 —9 и теоремы 5 является сле- 
дующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 6. Существует взаимно однозначное соответствие между 
множеством всех правильных бикомпактных расширений пространства Е, 
определенных с точностью `д0 эквивалентности, и множеством всех отно- 
шений смежности на Е. Каждому отношению смежности с сопоста- 
вляется при этом расширение сЕ, каждому правильному бикомпактному 
расширению Е’ пространства Е сопоставляется такое отношение смеж- 
ности с на Е, что с(Ё1, Е.,..., Е») имеет место тогда и только тогда, 
когда 

РА 
= 

Теорема 6 показывает, что задание любого отношения смежности на 
ЕСТ, эквивалентно заданию некоторого его правильного бикомпактно- 
го расширения. Таким образом, задание любого пространства смежно- 
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сти эквивалентно заданию топологического пространства класса Т, и 
некоторого его правильного бикомпактного расширения. 

Среди всех отношений смежности мы выделили особый класс глав- 
ных отношений смежности. Будем называть определяемые ими биком- 
пактные расширения главными расширениями. Главвые расширения об- 
ладают некоторыми специальными свойствами. 

Будем говорить, что система {Р\, Ё.,..., Е»} замкнутых множеств 
некоторого топологического пространства обладает свойством Х, если для 
любой системы конечвых замкнутых покрытий Х1, %,,..., Х„ множеств 
Р., Е.,.... РЕ, можно выбрать по одному элементу из каждого 
(:=1,2,..., п) так, что выбранные множества будут иметь попарно 
непустое пересечение. 

ТЕОРЕМА 7. Правильное бикомпактное расширение Е’ пространства 
ЕЕТ, является главным расширением Е тогда и только тогда, когда 
любая система {Ф,, Ф.,..., Ф,} замкнутых подмножеств Е’, обладаю- 


щая свойством Х, имеет непустое пересечение. 

Пусть Е’=осЕ — главное расширение ЕЁ и {Ф,, Ф,,..., Ф„} — систе- 
ма замкнутых подмножеств с‹Е, обладающая свойством ». Рассмотрим 
систему а, состоящую из всех замкнутых подмножеств ЕЁ, замыкания 
которых в сЁ содержат хоть одно из Ф; (1 =1,2,..., п). 

Покажем, что и--система с-смежности. Чтобы доказать это, надо убе- 
диться в том, что каждая конечная подсистема & есть система с-смеж- 
ности. Покажем это сначала для систем {Р,, Р.,..., Ев} частного вида, 
в которых 


фе.) 


Пусть р №: ее произвольные замкнутые конечные покрытия 
Ра, Е.,..., Е, в Е; тогда У, №, ...,Ж, образованные из замыканий 
элементов . Ве я соответственно, являются покрытиями Ф,, 
Ф,,..., Ф, и так как {Ф,, Ф,,..., Ф„} обладает свойством », то мож- 


но выбрать по одному элементу из каждого »; так, что выбранные 
множества будут иметь попарно непустое пересечение. Это значит, что 
можно выбрать по одному элементу из каждого »; так, что выбранные 


множества будут попарно с-смежны и, таким образом, имеет место 
с (Е1, Инь Е»). 


Пусть теперь {Ё,, Е.,..., Е} — произвольная конечная подсистема а. 
Образуем систему {Ф,, Ф,,..., Ф}}, состоящую из мвожеств, принад- 
лежащих системе {Ф,, Ф.,..., Ф»}, возможно с повторениями (не обя- 


зательно всех Ф;), такую, чо Ф, < РЕ В Нетрудно показать, что си- 
стема {Ф/, Ф.,..., Ф,} также обладает свойством », и мы возвраща- 
емся к уже рассмотренному случаю. Так как а — система с-смежно- 
сти, то существует максимальная система с-смежности В, содержа- 
щая а: 


пере п Е = ПФ, 


РЕВ Ева Ева 4=1 
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Если ПЕ-А, тои ПФ, - Л. Если же ПЕ = Л, то В — исчезающая 
РЕВ 4+=1 РЕВ 


максимальная система смежности и для любого РЕВ ВЕФ,к = ЕЕ, т.е. 


п 
р 
ВеПЕР' Е ПФ, Л. 
РЕВ $=1 
® Пусть теперь Е’ =оЕЁ не является главным расширением Е, т. е. 
< — не главное отношение смежности. Тогда существует система 
{Е Р.,....,Е»,} замкнутых множеств Ё, которая не является системой 


с-смежности, и в то же время для каждой системы %, . ВО 
нечных замкнутых в Е покрытий Р., Р.,..., Р» можно выбрать по 
одному элементу из каждого »; так, что выбранные множества будут 
попарно с-смежны. Покажем, что система {Ф,, Ф,,..., Ф,„}, где 
м 2 
ХФ; =Р; , обладает свойством У. 
Пусть », %»,..., .-— произвольные конечные замкнутые в ЕЁ’ 
покрытия Ф,, Ф,,..., Ф‚: 
;) 5 
={Ф).. 
= 


>. = {= П Е образует покрытие РЁ; (1 = 1,2,..., п) и $: = { Е] 
образует покрытие Ф; (Е] = Ф} ПЕ). х вписано в №(=1,2,..., п). 
В силу выбора {Ё., Ё.,..., Е}, из каждого покрытия »; можно взять 
по одному элементу так, что выбранные. множества будут попарно 


с-смежны, откуда следует возможность выбора по одному элементу из 
каждого *»; так, чтобы выбранные множества имели попарно непустое 


пересечение и, в силу вписанности У, В У, возможность аналогичного 


выбора для систем %,, Х,..., У». Таким образом, система {Ф,, 
Ф.,..., Ф„} действительно обладает свойством ХУ и в то же время 
® 
П Ф; 25 А, 
=1 
так как Ф; = ЕЕ и с<(ЁЕ1, Р.,..., Ёп) не имеет места. 


ТЕОРЕМА 8. Если с‹Е — главное расширение Е и т, х› — произволь- 
ные точки сЕ (т, + т), то существуют такие замкнутые в Е множест- 


Е 7оЕ 
ва Ру и Е», что д ЕЁ, 2.6 ЕР и 
76Е 76Е 
И . П Ра =— А. 
Доказательство в общих чертах аналогично той части доказательства 
теоремы 7, в которой предполагается, что «Ё — главное расширение Е. 
: 7тоЕ 7Т6Е 
Пусть точки 21, 2. в'сЁЕ таковы, что если 2. 6 Ё, , 6 Е, где Р,, 
Е, — замкнутые множества Ё, то 
756Е 76Е 
Де ПобыоаеА 
' Рассмотрим систему & всех замкнутых подмножеств Ё, замыкания которых 
в сЕ содержат либо х:, либо х›, и покажем, что & является системой 


|‘ 9-смежности. Пусть {ЁР, Р.,..., Ё,} — конечная система множеств, при- 
надлежащих @, и %,, »,,..., 2. — произвольные конечные замкнутые в 
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Е покрытия Р\, Р.,..., Ва. Среди элементов каждого »; найдется хоть один 
такой, что его замыкание в с<Ё содержит либо х:, либо х,. Таким обра- 
зом, из каждого »; мы сможем выбрать по одному элементу так, что 
замыкания в сЁЕ выбранных множеств содержат либо 7., либо 1›. Но 
это означает, что замыкания выбранных множеств имеют попарно не- 
пустое пересечение (если р. и ри содержат одну иту же точку 2, или 
х., то она принадлежит и их пересечению, если же РЗ, д. 6 р х 
то, в силу выбора точек 21, 2, ЕЕ ПЕ = Л), т.е. выбранные множе- 
ства попарно с-смежны, а так как с‹Е — главное расширение Ё, то имеет 
место с(Ё\, Р.,..., Е»). Обозначим через В, В» совокупности замкнутых 
подмножеств Ё, замыкания которых в сЕ содержат соответственно. 21, 2.. 
Тогда В со, В Сои, в силу максимальности В; и В», имеем В, =&, 
Во = м, т.е. В: = В и 21 = 1. 

Заметим, что свойство главных расширений, о котором идет речь в 
теореме 7, характеризует главные расширения, в то время как свойство 
главных расширений, о котором идет речь в теореме 8, их не характе- 
ризует, ибо можно привести пример с-расширения некоторого простран- 


ства Е, которое не является главным расширением ЕЁ и все же обладает 
этим свойством. 


В теореме 6 мы установили взаимно однозначное соответствие между 
множеством всех правильных бикомпактных расширений пространства, 
ЕЕТ, и множеством всех отношений смежности на Ё. Ранее нами. 
было выяснено, что между отношениями близости на Е и отношениями 
смежности на Ё нет естественного взаимно однозначного соответствия, 
класс отношений смежности богаче. Однако можно установить такое со- 
ответствие между множеством всех отношений близости и множеством 
всех главных отношений смежности на ЕЁ, при котором отношение бли- 
зости и соответствующее ему главное отношение смежности согласованы. 
Ввиду. этого непосредственным следствием теоремы 6 будет являться. 
следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 9. Существует взаимно однозначное соответствие между’ 
множеством всех главных бикомпактных расширений пространства ЕЕТ:, 
определенных с точностью д0 эквивалентности, и множеством всех отно- 
шений близости на Е. При этом каждому отношению близости 6 сопо- 
ставляется расширение с, Е (3, — главное отношение смежности, согласо- 
ванное с 5), каждому главному бикомпактному расширению Е’ сопостав- 
ляется такое отношение близости 68 на Е, что 68(ЁЕ\, Е.) имеет место’ 
тогда и только тогда, когда Е" Г ЕЁ А, 

Теорема 9 показывает, чго задание любого отношения близости на 
ЕЕТ, эквивалентно заданию некоторого его главного бикомпактного: 
расширения. Таким образом, задание любого пространства близости. 


эквивалентно заданию топологического пространства и некоторого егб 
главного бикомпактного расширения. 


Представляет иптерес сравнение этого результата с установленным 
Ю. М. Смирновым (“) взаимно однозначным соответствием между про- 
странствами хаусдорфовой близости на Ё и бикомпактными хаусдорфо- 
выми расширениями пространства Е. Априори не ясно, совпадает ли. 
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это соответствие в общей области задания с соответствием, установлен- 
ным нами. Легко заметить, что Ю. М. Смирнов сопоставляет каждому 
‘отношению хаусдорфовой близости 5 на Е некоторое с-расширение Е, 
где с согласовано с 6. Однако ‘пространство ЕЁ может иметь много та- 
ких с-расширений и для того, чтобы показать идентичность соответ- 
ствий, надо доказать, что в обоих случаях любой хаусдорфовой бли- 
зости 5 сопоставляется одно и то же расширение. Но, всилу теоремы 7,. 
‚любое хаусдорфово бикомпактное расширение Ё является главным рас- 
ширением, так как любая система замкнутых множеств {Ф,, Ф,,..., Фи} 
бикомпактного хаусдорфова пространства, обладающая свойством », 
‘имеет непустое пересечение. 

Замечание. Заметив, что каждое хаусдорфово бикомпактное расши- 
рение пространства ЕЁ является главным, мы убедились в совпадении 
‘обоих взаимно однозначных соответствий (на общей области задания) 
между множеством всех таких расширений пространства Ё и множеством 
всех отношений хаусдорфовой близости на Е. Из наших рассуждений 
‚соответствующая теорема Ю. М. Смирнова не вытекает, однако мы мо- 
жем продолжить их и дать новое доказательство этой теоремы. Для 

’ этого нам остается показать, что если с<Е — главное расширение Ё и 
`3— отношение близости на Ё, согласованное с с, то с‹ЕЕТ., тогда и 
только тогда, когда 6 — отношение хаусдорфовой близости. 


Если 6 — отношение хаусдорфовой близости и 11, 1) — произвольные 
точки сЁ (1, = 15), то, по теореме 8, в Е существуют замкнутые мно- 
7оЕ Е 

’ жества Р,, Р. такие, что 6 РЁ’, 2.6 Ри 


ПА 
Фак как 


т 76Е 
И 
`то 5(ЁР., Е.) не имеет места, и, в силу Б5, найдутся замкнутые в 


Е множества ВН,, Н. такие, что Н, |) Н, =Еи не имеет места ‘ни 
‘5 (ЁР,, Но), ни 6(Р., Н!). Значит, 


7 


НЫ О вой, ей. ЕЕ 


и С. =сЕ\ НЕ, С, = сЕ\\ ИЗЕ являются непересекающимися окрест- 
ностями точек 21, 2, т. е. сЕЕТ.. 

Если, с другой стороны, сЕЕТ. и Е,, Е, — замкнутые подмножест- 
ва Е такие, что '6 (Е, Ё›) не имеет места, то 


75 Е 7бЕ 

Е П 5 — ЛА 
и воЁЕ существуют непересекающиеся окрестности С., С, множеств 
У ‚ ЕэЕ. ‘Следовательно, положив 


Ну = (сЕ\ 6) ПЕ, 
Н» = (‹Е\С1) ПЕ, 


получим: 


ИН, =, РЕПИН А, ПН >А, 
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т. е. не имеет места ни 6(ЁР., Нз), ни 6(Ё%, Н!) и, таким образом, 


5 является отношением хаусдорфовой близости. 


Поступило 
7.У1.1958 
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Исправления к статье Л. П. Старченко 


«О ПОСТРОЕНИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ, СОВМЕСТНО НОРМАЛЬНЫХ 
С ДАННОЙ» 


` (Известия Академии наук СССР, серия математическая, т. 22, № 6 (1958), 
стр. 757—770) 


В статье «О построении последовательностей, совместно нормальных с 
' данной» результаты $Зи $4 неверны. Результаты $1 и $2 верны, однако 
' необходимо внести следующие поправки: 

Стр. 761: 4-ю строку сверху надо читать так: «равномерно распреде- 
лена в единичном кубе 25-мерного пространства». 
Стр. 762: начиная с 9-й строки сверху До стр. 763, 14-й строки свер- 
ху включительно, текст заменить следующим: «Пусть [>> 2 — натураль- 
ное. Осуществим построение [ последовательностей, совместно нормальных 
‹ с данной последовательностью (19), для чего мы будем «перекашивать» исход- 
' зую последовательность с возрастающей силой. В первой строке каждого 
[ряда записана данная нормальная последовательность (19), а. 2-я после- 
`довательность испытывает в каждом ряду перекос на (1 —1)г знаков, 
ггде г — номер ряда (1 =1,2,3,...,1): 


81, $2, 5з, С и . у о ео а . ОР |5) (2—1 | 
81, 52, 53, «еее не г у ВФ 2Ь-ь 
Ви раснове 98 о аня АГ ОНИ 
$ 
51, 22, 5з, Со О ВА &Ф а! 
2Ф (2), ..-› 2Ф (2)› В2Ф (2) + - › Ва (а)-2» "ЗаФ (2)+3» + › В уф, 
ЕФ (2)+1, - - -› 2Ф(2) + 1› 82Ф(9) +2, ---› 84Ф(2) +3» 84Ф(2) +4» --.› Фу 1 ряд 
| 
5 Не ‚= в >В о р | 
Ф(2)-{+1—1 2Ф(2)-- 1—1? `2Ф(2)-1 4Ф(2)-1--1? `4Ф(2)-Ы-2 Ф (4)--1—2 
= о, в = "= в 
Ч) г (4)’ т (4)--1 ?°°° ? “4аФ (4)--2 ?’ “4Ф (4)-3 ?'***?7Ф (в) —1’ | 
ба (ана › ›*-› ВФ а)» Фа *›*› ба аа? ФФ °°› Ф@) + 
О О = . . . О . О . . . . О . О * О . . й ряд 


туре ›°*°› ВФ а)-р2» ВФ (а ›°°° а (фа? баФ фича? 


59 8$ (6)--21-—3? ) 


ве а 
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где 
Ф (2) =Ф (2) =Ф(0, 
ФЛ Фо 


а у; — любое натуральное число, для которого 


ФИ ФО 
Тогда 


Ф( 2) >Ф(1. 


Докажем, что построенные последовательности образуют систему со- 


вместно нормальных последовательностей. Возьмем А-столбцевую матрицу 
{Е фиксировано): 


Ак 
ов 
Ак = : 
Ато 
Пусть 
Х =2`’Ф(25) + 2—1, 
где у=0,1,...,у4:.—1. Обозначим через Сх число появлений Дх в 


гусенице ранга А длиной Х выписанной системы последовательностей, и | 
пусть $ >. №». 

Стр. "63: на 13-й строке снизу слова «... 
дует читать так: «... функции Ф (15)...». 

На стр. 764, в конце $ 1 надо добавить следующее: «Осуществим те- 
перь построение бесконечного количества последовательностей, совместно 


нормальных с данной (19). Построим одну последовательность, совместно 
нормальную к последовательности (19): 


функции Ф (5)...» сле- 


$1, 52, 83,...,) 8)... 


(19°) 
81, 6., 63, = 


-› ба 


.... 


Последовательность (19’) является нормальной последовательностью, 
в которой знаки берутся из алфавита, состоящего из 4? элементов (зна-| 
ком считается каждый столбец). К последовательности (19”) строим сов- 
местно нормальную последовательность, состоящую из 2? знаков: 


` 


АО РА 
ав 
С с (19) 
ее 


Последовательность (19”) можно рассматривать как последовательность 
из 2“ знаков и т. д.». 


Выражаю благодарность Ю. Н. Шахову,` указавшему на ошибк 
в моей работе. 


Л. П. Старченко 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 637—642 


И. М. ВИНОГРАДОВ 
К ВОПРОСУ О ВЕРХНЕЙ ГРАНИЦЕ ДЛЯ (п) 


Улучшена верхняя граница для С (п) в проблеме Варинга. 


Обозначения. п— целое, п > 3, у= =. С, С, С1,...— какие-либо 
положительные, зависящие только от п. Предполагается, что они вы- 
браны достаточно большими. #, №., №:,...— целые положительные, зави- 
сящие только от п; е— произвольно малое положительное постоянное, 
меньшее 1; 0 — число с условием |0|< 1. 

При В >0 обозначение А < В показывает, что | А| < сВ. 

| Говоря о значениях 1, лежащих в интервале длиною #, мы имеем 
°в виду, что все эти значения удовлетворяют одному и тому же условию 
’ вида ах т<а-Р И. 

| Применяем символ С(п) Нагду — [е\моод”а, обозначающий наи- 
меньшее А, которому можно сопоставить с‹ с условием, что уравнение 


== т АГА ко 
№М = -...- т, 
разрешимо в целых неотрицательных 2:,...,2к, при любом целом М, 
превосходящем су. 
В гл. ПУ книги (1) я вывел неравенство 
С (п) < Зп шп - 11п. 
В настоящей работе я показываю, что видоизменение доказательства 


‚гл. [У книги (т) при помощи идеи, примененной в работе (?), приводит 
‚ к более точному (для достаточно больших п) неравенству, имеющему вид 


С (п) < 21 шп- Ф (п), 


‚ где, при неограниченно возрастающем п, Ф (п) растет как величина поряд- 


‚ка более низкого, чем п шп. 
ЛЕММА 1. Пусть & >26, А=2А,, гу — целое, 


== 27, Г > [6.04 Ш], 


1У, — целое, У. > 0, у,..., У, независимо друг от друга пробегают значения 


1,...,У и м, определяется равенством 
р ыы 5 5 ... 5 
ее у | У Ут У». 
Тогда для числа У решений системы "т, = 1... = имеем 
„_ Е 
ит, 2 


Доказательство. Эта лемма есть следствие лемм 6 и 7 статьи (3). 
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ЛЕММА 2. Пусть М, У, М, У — целые, Х > 0, У>0, 


М-Х—1 М-У—1 


5= » >» Налет, 


х=Мм у=мМ 
М-+хХ—1 М-РУ—1 
Х ЕФР=К, У 11| =Т, шах| 9 (9) =, 
х=Мм и=мМ 


причем Ф\(у) для рассматриваемых значений у принимает вещественные 
значения. 
а. Пусть 


Фи = +*®, (и =1, 9>0, ^>0, 


причем когда у пробегает не более чем 4 последовательных значений, то 
разность между наибольшим и наименьшим из соответствующих значе- 
ний. Ф (у) не превосходит Х. Тогда 


151 < У &У’т((2^ + 6) Х - 34) (79 "-1). 
Б. Нусть А>28> 2, причем для любых соседних у: и у, +- 1 из рас- 
сматризаемых значений у имеем 
1 * 
<Фи-+0—Ф(и)<-. 
Тогда 


15| <И КУ’ (4Х - 34) (ВАТТ). | 


Доказательство. Эта лемма есть следствие лемм 10,Ь и 10,е | 


гл. 1 книги (!). 
Пусть п >. 170000, № — целое, М> с, 


РЕ, ИВ ИХ р | 
4 =0,2544— 0,5 у), В=% °"]. 
Всякое число &% интервала 


р В, 


можно представить в виде 


= +2, (@,9)=1, 0<9<ъ 0«а<Ф [2 < 


| 
> 


Интервалы, включающие все &х указанного вида © условиями 


95 #5, 


мы назовем основными интервалами. Оставшиеся интервалы мы назовем 
дополнительными. Нетрудно показать, что основные интервалы не содер-\ 
жат общих значений а. 

Сохраняя обозначения леммы 1 и предполагая, что < п, полагаем 


Аб = (Хоу ++. (Хо + Е (Хо и О 


чи Е 


ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА для С (п) 639, 


Находим: 
Аь == Хо ,-+. Е ХО, -+ О,, 
п 
0, — у в, МЕ гоп Уу < (и < попе, 
причем, согласно лемме 1, число решений системы И, =2,...,Ок = а^ 
будет 


„_ К 
же. 
Рассмотрим сумму 


Во = Ха НЫ а 


где 2, пробегает все‘ целые числа интервала — г.п‘У* < 2;< гопзУз. Нетрудно 
т п—А 
видеть, что в”интервале длиною Х, лежит 


у: 8 и Е ке 


‹ аначений Во. Поэтому в интервале длиною Х” *`° лежит 


к ь "ЕО — „_ Ки ы 
«= хи са уни  зсиху» 


заначений А.. 
Пусть №, > 2п. Рассмотрим числа 


хе 


а о 


п— 0;5 


({, можно выбрать настолько большим, чтобы было Хх, >> со, где с» доста- 
‘точно велико). Соответственно каждому Х; полагаем У; = [И ХЯ и рас 
сматриваем ‘числа А;, составленные аналогично числам Ау. Рассматривая 
гумму 


Й’ = 4, -- 4, + ----- Ак, 


0, 
тегко убеждаемся, что в интервал длиною Хы °,5 попадает 


< (ТУ... У 1) (Хо Ха... а У. а 


Пусть ® пробегает простые числа интервала В < <2А, а ш про- 
вегает числа 


о" + НЫ +. бы," 


ри условии, что й, пробегает значения 1,...,У.. 
Рассмотрим сумму 


АТ 
зе 
ош 
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Считая, что го = 2та, г, = [2А? ш 12 &?], находим: 


| О | < В’ У, У = р № Е (2) р (2) 


где х при некоторых целых М и Х, удовлетворяющих условиям 
М < ры ИЕ о 


пробегает целые числа интервала М<х<М + Х — 1, а сумма 


М+хЬ—1 
> ЕР 
М 

есть не что иное, как число решений У = 0. 

Оценим сумму ТУ для значений я, принадлежащих дополнительным 
интервалам. Представляя & в форме (1), мы можем рассматривать лишь 
случай 2> 0 (в противном случае можно рассматривать сумму, сопря- 
женную с Г). 

Сначала рассмотрим случай 4 > Р"; при этом применим утверждение 
а леммы 2. Число (у) решений сравнения 9” =у (то 4) удовлетворяет 
условию 


ву 
1(у) < (> +1). 
При этом сумму У можно представить в виде 


9—1 


У зе, 


х у=0 


где разность между наибольшим и наименьшим значениями ф(у) не 
превосходит 1. Поэтому можно положить Х =1. Далее, можно считать, 
что У =4, У’< В. Кроме того, как уже отмечено выше, К есть не что 
иное, как число решений И’ =0 и, следовательно, 


К < У, й УЕ (п 0,5) 53“ 
Поэтому 


< кк +, 
О оли (3) 


Теперь ‹ассмотрим случай 4<РУ. Имеем: 


1 
47 


<<. (4) 


Часть суммы Г, отвечающая при данном 5, выбранном среди чисел 
0,...,9—1, значениям © вида 9 -- 5$, представится суммою 


УХетеоо, ФИ“ +23)", 
Я - 


где { пробегает некоторые целые числа с условием В < + з$<2 8. 


зо аатикиибитетин 


9=— 


ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА ДЛЯ С (п) 641 


К последней сумме применим утверждение Ъ леммы 2. С увеличением 1 
на 1 Ф(1) увеличивается на некоторое число вида 


п? (ЧЕ 98 - 5)" ‘4, 


лежащее между А и 2" 1А\, где А = (п2В" 14) *. Поэтому можно 
положить В=2" *. Кроме того, из (4) следует, что В< А<Х!°°, 
Очевидно, Х и К остаются теми же, что и в предыдущем случае. Кроме 
того, можно считать, что 

В у В 
Поэтому 

у < ИкКВаХ"°%, 


откуда опять получаем оценку (3). 
Из (2) теперь находим: 


ео =0,25 ареаАь: бра 
0 

где 0’— число слагаемых суммы Ол. 

Способом, указанчым в гл. ГУ книги (1), взяв #., превосходящее п, 
' можно построижь числа и, лежащие в интервале (0,2 Р)" < и < (0,5 Ру» 
(с: достаточно велико), не равные между собою, причем каждое будет 
‹ суммою #з слагаемых вида Е", где $ — незюе положительное число. При этом 
| для числа О значений и будем иметь: 


а 
Рассмотрим интеграл 


Е р 
Г(№) = ) то бе "М а, Г, = У, етих", 5, = Уре. 
Е А2= м 


т 


Посредством таких же рассуждений, как в главе ПУ книги (*), убе- 
имся, что часть 1/,(М№) интеграла /(М№), отвечающая основным интер- 
валам, удовлетворяет условию 


Г, (№) > Р"0’?. 


Для части Г, (М№) того же интеграла, отвечающей дополнительным 
интервалам, находим: 


1 
ть) < РО ХВ | бЕВах че РО ре 0-9". 
0 


№ = [0,5 шп], й = 8п, 
Аз = п(шп-+- 2 Шп-+ ш ш шп 3], 
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отсюда найдем: 


Г, (№) < Р*"0’0Р^*, 


где х — положительное, зависящее только от п. 

Следовательно, Г (№) >> 0 (с, достаточно велико). Но Г(М№) есть число 
представлений № в виде суммы 4п- № - 2; слагаемых вида &", где 
Е— целое положительное число. При этом 


4п -- № + 2%, < п(2шп- 4Ашшп-ф 2: Шп -+ 13). 


Поэтому 
С (п) <п(2шп-+ 41 шп-+ 2ш ш шп + 13). 
Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова Академии наук СССР 17. УТ. 1959 
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пы = ве =_= == ^- 
Е. - ы и вс 


"_- 
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Е. Ф. МИЩЕНКО, Л. С. ПОНТРЯГИН 


ВЫВОД НЕКОТОРЫХ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ОЦЕНОК 
ДЛЯ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ПРОИЗВОДНЫХ 


В работе доказываются асимптотические формулы для решений систем 
дифференциальных уравнений с малым параметром при производных в 
окрестности «точек срыва». 


В работе (1) вычислены формальные асимптотические разложения ре- 
шений системы дифференциальных уравнений с малым параметром 


о, 2... 


у о 
а... №: уе) ] ) (1) 


в окрестности «точки срыва», т. е. точки, где 


её 


27 |0 
д“ р 


Эти разложения (см. формулы (1.50), (2.30), (3.5) работы (1)) были затем 
существенно использованы как в самой работе (!), так и в работе (?). 
Однако доказательств того, что вычисленные формальные разложения 
действительно приближают истинные решения системы (1) с указанной 
точностью, в работе (!) не приведено. Здесь мы приводим эти доказа- 
тельства. При этом мы всюду пользуемся терминологией и обозначениями 
работы (т). 
Линейным преобразованием координат система (1) в окрестности точки 
' срыва может быть приведена к виду: 


ЕЁ — (2) -- + сыр + 4 (#8 - в" +... = ФТ), 
ЕЁ = аа," БВ - 6 (1) 1 (2) - ее" +... = (ё, 1), (2) 
= ++. = (Е (@=2,....№ у=№...,Й, 


причем все собственные числа матрицы |а*,| имеют отрицательные дейст- 
'вительные части. При —р<ё<р(р— малое, не зависящее от ев 
положительное число) величину # можно принять за независимую пере- 
уменную и вместо системы (2) рассматривать систему 


а бое рЬ Я бое ры 


а" _ 1. 3 
41 — Ф1(Е, т)’ ай "ФКЕ, т)’ _ 


ЖАН) 


Доказательства того, что формальные разложения решений системы 
(3), найденные в работе (1), представляют с вполне определенной точностью 
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истинные решения этой системы, проводятся по-разному на каждом из 


трех участков изменения переменного &: —р< И < — 91, — 1 < Я а. 
2 2 р 


о. «И«роа=е7, в, =в3. Однако основная идея этих доказательств 
одна и та же для всех трех участков. Эта идея состоит в построении 
«трубы». Формальное приближение окружается узкой замкнутой окрест- 
ностью И, которую мы называем трубой; диаметр трубы зависит от в и 
при =е—>0 стремится к нулю как некоторая положительная степень :. 
Мы доказываем, что если начальную точку решения системы (3) взять 
в трубе ПИ, то на всем протяжении соответствующего участка это решение 
не выйдет из трубы. С этой целью граница трубы ИП конструируется так, 
чтобы некоторые из ее «стенок» были функциями Ляпунова для системы 
уравнений (2), т. е. пересекались бы траекториями системы {2) при воз- 
растании Ё в определенном направлении, именно снаружи внутрь трубы. 
При построении трубы мы используем на всех участках положительно 
определенную квадратичную форму Й' (2?,...,2^) — функцию Ляпунова 
для линейной системы 


= 2“, 1=0,...,Ё (4) 
удовлетворяющую неравенству 
Уи ее И а дер 0 5) 


[см. работу (3)]. 


$ 1. Доказательство справедливости асимптотических разложений 
решений системы (1) на участке — р«И<— в 


На участке изменения независимого переменного — р < & < — в, введем 
новые криволинейные координаты по формулам: 


. А ь - 
ЕЕ, ф = ФЕ), с А 
| (1.1) 
= у й 
В этих координатах система уравнений (2) запишется так: 
и ОИ И 
К ф, оф! АЕ, © е,.®), 
Я 1 ти 9 = Я ©) 
ГЕ уф РК (51, 9, а). в (Е о, ю) | (1.2) 
Е а. А 7 
о : 
причем функции К (1, ф*, В, е), {=1,...,Ё, не содержат членов, ли- 
нейных относительно $',...,$К; члены, линейные относительно величин 
2 1 : 
1, 7?,...,9, в функции К” входят с коэффициентом в; функция А? 


содержит слагаемое 1-в. Систему уравнений (1.2) коротко перепишем так: 


52 — ф, Еф! ЕЕ Е (Е, ф*, т, е), 17 = =. С: (2, Ф < ‚ В ] =) 


Их 
((=1,...,Ё, ыы 50 я 
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Наряду с системой (1.2) рассмотрим следующую неавтономную систему 
дифференциальных уравнений: 


99° (21, ©, 1, в) 


ЧЕ — ф! , (1.3) 
4? _ _ (21, 9%, 1В, в) 
А ое, 


которую для удобства перепишем так: 


"фи = РЕ, ф", ЧВ, ©), 


1.3’ 
9'- м. == 86’ (1, ф”, ЧА, =). Я 
Построим теперь формально следующие суммы: 
2 — во (1) + =?! (1), А 
ф фт фе (57) 4) 


11 = ($) += ©),  7=2,....Ь 


где функции $', $', 71, 1 определяются из соотношений, которые полу- 
чаются, если суммы (1.4) подставить в правую и левую части уравнений 
1.3’) и приравнять затем коэффициенты при одинаковых степенях ®. 
Непосредственно проведя выкладки, без труда убедимся, что полученные 
таким ‘образом соотношения действительно дают возможность определить 
последовательно функции $'. $, 11, 7. При этом выяснится, что 


ф! имеет в нуле полюс первого порядка: | 


г1 


1; имеет в нуле нуль третьего порядка: 

| = (6-Е. 

<" имеет в нуле нуль первого порядка: 
фот" ><; 


р. д’ 
(1.4) 
ф: имеет в нуле полюс четвертого порядка: 


— — 


В: 
ево 


= имеет в нуле полюс первого порядка: 


й 


уже : 
фа = Е -. то 
12 имеет в нуле особенность типа ш | |: 
1? = 21 (8) 1"|#|, 21(0) +0. ) 


| Отметим тут же некоторые тождества, которыми мы неоднократно 
воспользуемся в дальнейшем и которые сразу же следуют из определе- 


‘646 Е. Ф. МИЩЕНКО, Л. С. ПОНТРЯГИН 


ния функций $!, $, 1), 1) и из формул (1.4): 
ее рь = В" (В, фм, р, в) + А' (1, =), (1.4") 


причем Д!(&, =) имеет д порядка =, ‚ а Д' (@, =) для =2,...,Ё 


имеет величину порядка ах. 
ТЕОРЕМА 1. Всякое решение системы уравнений (1. 3) 


ф: = $ (8, в), 1 = (В, =), (1.5) 
удовлетворяющее начальным условиям 


$! (— р, =) — $"? (— р, =) =О(®), 


- 1.6) 
д-р) — #1 (9 =06) 
на участке —р<Н<-— в, может быть представлено в виде 
<" = ©"? (&, =) нЕ ма, =), (4.6) 


т? = 21 (@, е) -- № (8, ®), 


где функции М"(®, ®), № (2,5) на всем этом участке имеют величину 
порядка е (или более высокого порядка). 

Доказательству этой теоремы предпошлем некоторые определения. 
Назовем трубой И, совокупность точек пространства (Е, ф!,...,$^, 12, 
....1), координаты которых удовлетворяют неравенствам: 


| — фе ?| ЗеМ:, |17—171|<еР., 71=2,...,[, 
Й’ (9 — 92 8),... и — 92) о М, 
где М:, №, Р, — положительные константы, не зависящие от в. Сово- 
купность точек трубы (1, выделяемых уравнением 
|’ — 92| = = М, 


назовем $1-стенкой и обозначим через 01; совокупность точек трубы 01, 
выделяемых уравнением 


ИУ (9 — 97-2), = М, 
назовем [ш-стенкой и обозначим через ПОТ. 

ЛЕММА 1. На участке —р<И < — в, стенки 01 и И? трубы 0, 
при достаточно больших М, и № являются поверхностями без контак- 
та для системы уравнений (1.2) и все траектории системы (1.2), начи- 
нающиеся на стенках Пт’ и ОТ, при возрастании & входят в трубу 01. 

Доказательство. Вычислим производную в силу системы урав- 
нений (1.2) в произвольной точке стенки 01 при —р< < — с. Пусть 
эта точка лежит, например, на поверхности 


<’ — фе? (2 = & М1. (4.7) 
Производная в силу системы (1.2) на поверхности (1.7) равна 


(с точностью до множителя те. 


и 
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РА, фо -еМ, "0 М, 1-9 еР,) о" еМ1). (4.8) 


Разность (1.8) можно переписать так: 


Ао (1.9) 


или, принимая во внимание тождество (1,4), так: 
— 41(, г) + АЕ(а, ©). (1.10) 


Как уже отмечалось раньше, слагаемое Д1{Ё, в) ет на указанном 
участке изменения переменного & величину порядка т в члене же 


А1 (2, =) доминирует, как легко подсчитать, слагаемое 2&. .е. Таким 
образом, при достаточно большом М, вычисляемая а. отрица- 
тельна: стенка И1' пересекается траекториями системы (1.2) снаружи 
внутрь трубы П,. 

Положим, для краткости, 


Др = 9—9, 1=02,..., К. от 
Очевидно, имеем: . 


а(А9') _ 
ЯР: 


: й 1 не ый 
о А Ф" —9"1. 
Следовательно, 

е (49) = 9'. 9" — Ра, фа, <", р, =) 
или иначе 
в (49) = 9"? 0” — РЕ, ©, ф, Э- 9—9 °). 
| Но, но определению функции $» ?, 
г (ЛФ') = Р* (а, ф"’ А ф"’ хх 1 ” иг (а, от, о", т, =) В 
 4* (в, =) +9” — 9), (1.12) 


. =3 
'тде Д'(&, =) имеет величину порядка (Её. Принимая во внимание, что 


РИ, о, ©", 1, в) = а. 9" -- КИ, 9, 9,1, 8), 
отсюда получаем: 
(до) = ад" И ол ею 
— К" (В, ф1, 9", 1, =) + А (Е, ®) + Ф’* (9 — $1). (1.13) 


'Обозначая сумму членов, заключенных в фигурные скобки, через 


В, перепишем систему (1.13) более коротко: 


ела. - (1.14) 
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Таким образом, изменение переменных Ё, $', Ау”, 1’ управляется сле- 
дующей системой дифференциальных уравнений: 


аа — от, 
во! = РА (ей, 91, ф“. 2 — А, 1 А 
в (4$') = а" м и (4.45) 
т ее с’ (5, 2, Ф '?— А" ‚1 # | 
т о. ) 


Вычислим теперь производную в силу системы уравнений (1.15) 
в произвольной точке стенки ИТ. Если учтем неравенство (6), то полу- 
ЧИМ: 


У ль (4, ..., А) < — М + ЕЕ | В* |. (1.16) 


д 


ав — (447 
| |< 5 1, ( } 


где [, — положительная константа. Далее, нетрудно убедиться, что при 
5/2 <= < 10 


| < Ам. | |6 (1.18) 


(Е — положительная константа). Таким образом, при достаточно боль- 
шом М, 


И’ 15) (АФ?, ..., 4) < 0. (1.19) 
Лемма 1 доказана. 
Переходим к оценкам для функций 77 (Е, ®) на участке (— р, — 1). 
Пусть 
1? (61, в) = 171 (8, ®) + 4%, 7=2,..., 4. (1.20) 


Очевидно, функции ` Дэ? удовлетворяют следующей системе дифференци- 
альных уравнений: 


Ге) (Е. $“, эВ’ т ор. 47) 
ф! 


Али = е [97 1. (1.24) 


Легко убедиться, (что в трубе 0; при —р<Ё < — в, справедлива 


следующая оценка: 


ОХ а „В, 1 В 
С’ (21, ©’, А - 
‚= (Е к г И ) [72 |< 


Е 


где А и В — константы, А не зависит от М\, №, и Р,. Из этой оценки 


и из леммы 1 без труда выводится справедливость асимптотических 
разложений (1.6). 


ие (=). (1.22) | 


. 
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$ 2. Доказательство справедливости разложений 
решений системы (1) на участке —с, «Ио, 


Здесь систему уравнений (2) запишем в новых переменных: 


Я =, Вы, 1=2,..., В де, 
=, Г=2, :2:\, | ре, =. |. 
Получим: 
д = (ии (6 диз + 4 (и) + ели" ра, | 
| = али" -- Ио о 65 (и)? и (Ве — 4 (113 сил + 
-- ели”) + и", 
с ь (2.2) 
= = 1 -- шли! -- и?Фт, 
РЕ — ойил ++ ыФ 
ао бак и ед), ] 
‹ или, более коротко, 
= ф' (и*, 98, |), 
ря $ (и", в ы г 


= $’ (и, в 


(всюду в этом параграфе точкой мы обозначаем дифферонцирование пот). 


а участке эь $ < не (в который перейдет участок (— о1, ©.) при 


: замене #1 = ит) наряду’с системой уравнений (2.2) мы будем рассмат- 
ривать систему 


ди о в 

о не. А | 
С фт (и КИ в) 
41 ео (и, ов в) 
аи фт (и й ов, м) 


(2.3) 


} =. о а ] 
В работе (1) была формально сконструирована система функций 


Я = 91 (и1) + вал (и), 
$0 = 5) (и1), (2.4) 


ий — ий (и!) -- ми (и"), 


‹ относительно которой мы докажем следующее предложение. 
ТЕОРЕМА 2. Всякое решение 


>. 


Е О ТЕ 4..1 


2.5 
Е ЕО __ 


<>. 


и 


Й 
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системы уравнений (2.3), удовлетворяющее начальным условиям 


71 (-— | в)— 1 (=, #) =О (и), | 
ы(-=, в) (—=) =04 | (2.6) 
м рой —им (—-*) = О (и) 

на участке — их т Жо представить в следующем виде: 


ро ти, в), 
и = и 1 ее 51 (ил, в), 


аи ил, в), 
| ел 


причем на всем этом участке 
Убе, и) |< Му |5 ий, в) |< МУв, |7, в |< Р, 72. (2.8) 
Перейдем еще раз к новым переменным, полагая 

=, 1 =1,..., ) Ша, ый Ш (и), 1=2,... 


„в.а 0.8) 


Относительно переменных и\, 91, ..., , 12, ..., 2^ получаем следую- 
щую систему дифференциальных уравнений: 


= (т м + в ов" ++ сил -- (ил)8 -- еы ("и") ил) | и, 


ы не ара" и) я с (ша + (о илл ++ | 
+ бой ана ра" + и) — 08 (зе 91) - ва", 
я = шали ++ и?Ф\, 51 = адил -- и.’ 
И о 
2.10) 
Преобразуя правые части & —1 уравнений и (2 = ... и затем сокра- 


щая на и, получим: 


ил = (ил, шо а", 9’, В), 
= Аа", из) Е — в — в) + 8—8) + 
НЕ сшил (в1 — 00) — шо (01 — 08) + це ии" --..., (и 
91 =1 + полит -- и, 
91 — ди иФ. 


— 


Здесь мы положили 
р (х“, ил) = а" РИ в" сил 4 (и1)8 | 
ши" — (ши, пы 4ь., й, (2.12) 
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Сразу же отметим, что из самого определения функций и*" (и?) следует, 
что 


А* (и? (и1), из) = 0. (2.13) 
Систему уравнений (2.11) окончательно перепишем в следующем виде: 
Ил = <! (ил, и“ -- т ФВ, и), 
ше = А'(х“, ил) 4 В (ил, х*, 98, в) -- С* (ил, °, 58, в), 
91 — 1 + родил -- и?Ф, | 
57 — оди1 - „ИФ. 


(2.14 


————_—=— 


Входящие сюда функции В’ (и1, д“, ъ°, &) определяются формулами: 


В (ил, 2", 5, деи фи) 0") + 
сия (5-м) и — м, 19... (2.15), 
Введем вспомогательную систему линейных дифференпиальных уравнений 
вай = Ал“, и1), 1=2,...,Ё. (2.16) 


Положение равновесия системы (2.16), как это видно из формулы (2.12), 
зависит от переменного и!, которое мы будем пока считать параметром. 
Разрешая уравнения А'(5“, и!) = 0 относительно д’, найдем это поло- 
жение равновесия: 


ай = и! (и1), 1=2,..., Ё. (2.17) 


Непосредственно видно, что и (и!) при больших положительных и при 
больших отрицательных значениях и1 имеют порядок О ((и1)з). 

Так как все собственные значения матрицы | ай, | имеют отрицатель- 
ные действительные части, то для линейной системы дифференциальных 
уравнений (2.16) можно построить положительно определенную квадряа- 
тичную форму — функдию Ляпунова 


И (2—2 (и), ..., жр— (и) 


с коэффициентами, не зависящими от и1, удовлетворяющую следующему 
неравенству: 


= = И’. 0, (2.18) 


Назовем трубой И, совокупность точек (и1, ... ‚\, й,..., 9) 
пространства В, координаты которых удовлетворяют следующим нера- 
венствам: 


а) И (и? — и 1 (из), ... , ий и 1 (из) ЗВМЬ 
Б) [и 1(ил) | Зы, (2.19) 
с) [#— 5. (и) |5 Рь 7>2, 


где М,, №, Р. — константы. 
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Множество точек трубы И», выделяемых уравнением 
ИИ (и и), ши (@1)) = АМ, (2.20) 


назовем ш-стенкой и обозначим через И». Множество точек трубы О0Ь, 
выделяемых уравнением 


аи (ил) | = ыМь, (2.20) 


назовем 21-стенкой и обозначим через Пу". 

ЛЕММА 2. На участке и стенка И>› трубы 0. при 00- 
статочно большом Мо является поверхностью без контакта для систе- 
мы уравнений (2.2) и все траектории системы (2.2), начинающиеся на 
этой стенке, при возрастании т входят в трубу Ц(.. 

Доказательство. Прежде всего обратим внимание на то, что 
в силу (2.9) уравнение (2.20) можно переписать так: 


1 р 
Й (12° — и? (и!) -.. ищи") = = М». (2.21) 


Для доказательства леммы 2 достаточно поэтому убедиться, что произ- 
водная в силу системы уравнений (2.14) в произвольной точке поверх- 


ности (2.21) при 951, ..., 1, удовлетворяющих неравенствам }) и с) 
{2.19), и при < отрицательна. Вычислим эту производную. 
Имеем: 
’ ’ 274 1 9 &’ сх’ 
И’ = Иов 5+ + УС [В --С 1. 
Следовательно, в силу (2.18), 
, 1 9” у ОИ’ д’ «’ 
И’ < РИ + | бд: ИН = | 18° С". (2.22) 
9 97 


1 <’ ©’ 
Оценим величины Мо РА | В | + | С”, входящие в правую 


б 

часть неравенства (2.22) на стенке И} и при — “* Зи <“. Прежде 
в и 

всего очевидно, что 


9 
| т <р-М Я р = сопз6. (2:23) 
Далее, легко видеть, что 
Ри —. № 
т |9 |<9:М-ц 8, 9= 000%. (2.24) 


Наконец, 


ЕВ 
Е 


"С-В о а (2.25) 
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Принимая во внимание неравенства (2.23), (2.24) и '(2.25), из (2.22) 
получим: 


‚ 1 2 1 4 И Я 
Ио.) < — = рМЬ ИМ р. (2.26) 
ь 3 и Ув Ве: 
т Ив 
Таким образом, при достаточно большом М» 
И < 0, 
что и доказывает лемму 2. 
Чтобы получить оценки для функций 5} (и!, |), | =1,..., [, разо- 
у 1 ’ 
к -0. Е б 
бъем участок (-=, *) точкой -— = “ на две части: (—==, =) и 
вв в в’ы 


(-= $ 
т ыь/` | 


ЛЕММА 3. На участке 21 << стенка 05’ трубы И, при 
достаточно большом № является поверхностью без контакта для си- 
стемы уравнений (2.2) и все траектории системы (2.2), начинающиеся на 
этой стенке, при возрастании т входят в трубу 0... 

Для доказательства этой леммы покажем, что производная в силу 
системы уравнений (2.2) на части стенки 05', выделяемой уравнением 


о = а -- ИМ, (2.27) 
отрицательна, а на части стенки 05', выделяемой уравнением 

о = 911 — М, (2.28) 
положительна. Вычислим, например, производную в произвольной точке 


части стенки 05', выделяемой уравнением (2.27). С точностью до поло- 
жительного множителя эта производная равна 


й (м1, а 1 — 9" Укм,, о - №2, 8", о + 08’Р», в) ых 
фт (ит, ай та 90°’ Ук м,, ай | р», 28’, 0 РР, 5) } 


2 2.28’ 
10, <. (ан) 
Разность (2.28) перепишем развернуто: 
ф' (м, и’, 1 дм, 28’, 0, |) и 
би о ово р 
а нь 
с ГЕ и, имо 0 Ур Мь ит М» ов, ОВР, 
фт (ил, ит -- 90° Ур М», о - р», 98, 0 - ОВР, 
О И 5 
в | (2.29) 
фа (ит, и* 1, 91а 28”, 0, |) 
Но по самому определению функции 7'1 в разложении разности 
фл (ил, и®, 1, от, 28’, о #) ин (2 30) 
о (ма, и, ал, ов’, 6 |) . 


‘2 Известия АН СССР, серия математическая, №5 
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по стененям м коэффициенты при °и и" исчезнут. Доминирующим чле- } 


б 
б д - 
ном на участке — тт <ш< = будет коэффициент при ?, который имеет 


ВИД: 
БЫ (2.31) 
[(мл)2 01 (м)? * 
причем 
Ио — О Пе 
(из) ((и1)?) (2.32) 


В (и1) = О (и) оо. 
Далее, производя разложение разности, заключенной`в квадратные скоб- 
ки в соотношении (2.29), убедимся, что на 'указанном участке домини- 


рующим членом в этой разности при достаточно большом №. (завися- 


щем лишь от Р., и не зависящем от И») будет слагаемое 
у 
ц ея ° (2.33) 


Таким образом, при достаточно большом №, производная в силу систе- 
мы уравнений (2.2) в произвольной точке части стенки (5', выделяемой 


б б 
уравнением (2.27) на участке и, отрицательна. Лемма 3 
доказана. 
Положим теперь 
Во = 0, 1 ....;, 0. (2.34) 
Система дифференциальных уравнений, управляющая изменением функ- 


ций Дэ), такова: 


Ао?” == СО (мт, и я, в ; ПЕ ДУ", и) 
(ил, ие, ал, Ро -- У, в) 


т 00 0’. 


(2.35) 


1 Ш. ; 

ЛЕММА 4. На участке ль й — -, ПРи и", 2', удовлетворяющих 
неравенствам а) и Ъ) (2.19), функции Аз? ограничены некоторой констан- 
той, не зависящей от Мь и М5, если начальные значения этих функций 

; 61 

ор. 99 ь ь 
До ( .. ограничены константой, не зависящей от М» и М.. 


Доказательство. Заменим уравнение (2.35) интегральным урав-. 
нением 


ил $ р р ; 
До; = До: (-“) + | | (и, и’, ал, 58.0 ды, |) 
ы $1 (из, и’, ал, 58,0 -|- Дьв’, 1) 


ЕЙ 
и 


5, + ил. (2.36) 


Положим Дэ (- “) м ф 
ы 


а з , 
} : 
4} = 4+ ) [ р Бы 
я 


2" @ш. (2.37) 


—с,: 
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7 7 а’ 
Оценим разность Д1 — До при и”, 21, и!\, удовлетворяющих неравенетвам, 


упомянутым в формулиров 


ке леммы 4. Очевидно, имеем: 


ы ф (м1, И ие 90° УЕм,, о | 01. №, 58’, 9-4. А 


А АИ< | 


фя (ил, ит 0 УМ, + бр №ь, ов 9 пе, 


1 


у Со Сы ОО т а И БТ, 850 
ф О 2 с би я ‚ ы о ы . 
— ( и) Чи | \ |- АЕ р - в) ом Чи1 


Ф1 (м1, и, о, эВ ь 0, |) 


(2.38) 


Учитывая, что в разности, стоящей под знаком интеграла во втором 
слагаемом (2.38), при разложении по степеням | свободный член про- 


падет, а коэффициент Г’( 


и1) при и имеет асимптотику: 


т) ЕО 


Ро иле 


легко оценить второе сла 


(2.39) 


гаемое, стоящее в правой части неравенства 


(2.39). Первое слагаемое оценивается. элементарно. Не проводя подробно 
всех вычислений, сразу выпитем окончательный результат: 


| ГА7— 4; | < А; А= 60086, (2.40) 


причем А не зависит от М., №. Предполагая, что неравенство 


| 4 — Ар |< Аа" *, (2.44) 


где 4<1 — некоторая положительная константа, уже доказано, оез 


труда докажем, что 


| А 


а (2.42) 


Таким образом, последовательность 


А 


Аа Аг (2.43) 


0, р о 9 


сходится и ее предел ограничен. Лемма А доказана. 


ЛЕММА 5. На участке 2<и<* при и“, = а, Ичьч, й, 9008- 
` летворяющих неравенству а) (2.19), функции 01 (и\, 1), 58 (ит, и) с на- 


' чальными условиями 


(2.44) 


о* 
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удовлетворяют соотношениям 


| 21 (91, и) — эт (м) | < М, 


(2.45) 
[58° (и, и) — 52° ° (и) | < Рь, 
где №, Р. — положительные константы, не зависящие от М.. 
Доказательство. Положим опять 
$ — Тв : 
В = ФТ, (2.46) 
О. 
Функции До!, ..., Ди удовлетворяют следующей системе интеграль- 
ных уравнений: 
41 
> лы В’, 0 В” 
М м. \ [ фа (ит, и, К : - Аз : ы) о диз, 
о м, и, ом р обв) 
б 
го 
р. (2.47) 
р , С ое м 2900 8” р 
д АЕ [Е НЮ оо шт. 
7 фт (ит, м", Ч Да, 28’, 1 Лор, |) 


Пользуясь асимитотическими свойствами и определением функций 911, ... 
‚ 460’ без труда обнаружим, что при и*' довлетворяющих ограни- 
‚ , У \ , ‚ 


чениям, упомянутым в формулировке леммы, справедливы неравенства: 
А О, 
| Е (2.48) 
1 Ав 14 


где 2 — некоторая константа, не зависящая от М». Строя затем после- 
довательные приближения, как и при доказательстве леммы 4, и про- 
изводя соответствующие оценки, найдем, что 


[А — Аа! < а)", 


откуда сразу следует справедливость леммы 9. Совокунность лемм 2, 3, 
4, 5 гарантирует справедливость теоремы 2. 


$ 3. Доказательство справедливости асимптотических разложений 
решений системы (3) на узастке (5, р) 


В этом параграфе будет доказана справедливость формул 


а й : 

| (Е В= (20,... „ба 

= (о, ®) += Е вы 
5, 0 а 


па участке (5, р). Пусть 
= Е (=), 2=2... 


— решение системы уравнений 


Аа. | 
Е та Ф! (Е, 5) =... А, (3.2) 
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определенное при ">0 и стремящееся к нулю при @->0. Легко 
видеть, что 


& (2) = В: (2) +..., (3.3) 


где многоточием заменены члены более высокого порядка относитель- 
но &, а числа В} находятся из системы алгебраических линейных урав- 
нений 


Е О 
Положим 

О о (3.4) 
Изменение переменных Ё!, Л,..., ДЕ управляется следующей системой 


дифференциальных уравнений: 


21 — Ф: (Е1, & -- ДЕ, А), 
(48) Ф" (1, Е* + АЕ“, В) Ф! (1, Е=, 0) 
5 -—= —_—__ 
Ф! (Е, Е& -- ДЕ“, 1?) ФА (Е, Е, 0) 


ФЕ, & + =", 1), | (3.5) 
т = фев + 4", 2), 
о И Е МИА 


ь а #1 
Для наших целей правые части уравнений з (ДЕ) =... удобно привести 
к некоторому специальному виду. Проведем нужные преобразования 
и оценки. Прежде всего очевидно, что 


®(А#) = [Ф' (Е, & + ДЕ", 18) — Ф'(Е, &, 0) + 


: 1 1 
+ Ф’' о, 0). Ф! (2, А : — . (3.6 
(= ‚бо, 0) (5 , ы е ) ТП в) [> (Е1, = И. в) Ф! (Е1, 3 т ( ) 


Но 
Ф'(Е, В ДЕ", 12) — Ф' (Е, в, 0) = 
= а АЕ" + С (Е, ДЕ", 8), Е=2,...,й, (3.7) 


[ (Е, ДЕ”, и) = Ф' (Е, 88 == ДЕ”, 78) ый Ф' (21, о, 0) Е а Е” . (3.8) 
| Второе слагаемое в правой части системы (3.6) обозначим для краткости 
‹ через Н' (Е, Д =", 18). Тогда система (3.5) перепишется в виде: 


в = Фл (1, = ДЕ, 17), 
и: АЕ | 6' (Е, ДЕ", ив) Не, АЕ", тр), (3.9) 


=ф’ (=, &.-- А", 12) 
и а 
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Возьмем вспомогательную систему линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 


е(ДЁ) = а, 2=2,...,й. (3.10) 


Возьмем, далее, функцию Ляпунова для системы (3.10) —И7 (ДЕ,..., ДЕ) — 


положительно определенную квадратичную форму переменных ДЕ?,..., ДЕ", 
удовлетворяющую неравенству 


1 
Иво) < = ВИ’, (3.11) 


где р — некоторая положительная константа. Назовем трубой И; множество 
точек пространства (&, Д'?,..., ДЕ,..., 12), координаты которых удов- 
летворяют неравенствам 


р 


Г рва 
и (де... ‚АВ < [В-=*|, |4 


63 ® 


(3.12) 


где А и Г, — положительные константы. Множество точек трубы Из, 
выделяемых уравнением 


4 ]2 
И’ (4Е?,..., А) = [в.в | ь (3.181 


назовем ш-стенкой и обозначим это множество через Из” 

ЛЕММА 6. На участке в, < < р стенка Оз трубы Из при достаточно 
большом В является поверхностью без контакта для системы уравнений (3.9) 
и все траектории системы (3.9), начинающиеся на этой стенке, при 
возрастании 1 входят в трубу П.. 

При доказательстве этой леммы будут использованы оценки сверху 
для функций с’ (1, ДЕ, 18) и Н'(Я, ДЕ”, 18), при с. <Я < р, в трубе 0.. 
Выведем эти оценки. Очевидно, имеем: 


Е 9 
1 С° (Е, ДЕ", 18) | < р:Ё.е°, О (3.14) 


где р> 0 — константа (зависит от А). 
Далее, 


т ах ‘бо, 0) [5.1 ФЕ А, 9х 


1 
Ф! (=, Е. Ф (21, =, 0) | - (3.15) 
Нетрудно подсчитать, что в трубе 0. 
: Бе 
|", АЕ) = 9-5, (3.16) 


где 4 > 0 — константа. 
Доказательство леммы б6. Производная в силу системы уравне- 
ний (3.9) в произвольной точке стенки Из равна 


1 9’ х' & 
Ив.) = И’) И Е 9Е И) 


УРАВНЕНИЯ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 659 


Учитывая неравенства (3.11), (3.14), (3.16), отсюда сразу же получаем: 


; $ ВИЙ + >38 4 
Ив < — в Аез = — Ве? .-г.1.е9, 
где г— константа; следовательно, при достаточно большом В имеем: 


и (В. АЕ") < 0, 


что и доказывает лемму. 
Докажем теперь, что при 


4 ]2 
И’ (4,4 < [5+] 


функции тр (й, =) удовлетворяют неравенствам 


2 
[98 (61, е)| < Гез. 


Система дифференциальных уравнений, управляющая изменением 
функций +7 (&, =), такова: 


р_. (8, & + 4=% 11) 
.. Ф: (1, ЕЕ + ДЕ", 9) ' 


Решение системы (3.17) будем строить методом последовательных при- 
ближений 


и (3.17) 


Е: 


$ (21, ЕЕ ДЕ“, 1) 
ны = 2, 9+ \ Е . 


Ф: (2, Е& + ДЕ“, В) 


АЕ", (3.18) 
отправляясь от 


2 
1} (61, =) == 7 (ь, е) = о: р (3.19) 


Прежде всего без большого труда получаем: 


Еф (2, Ее + ДЕа, 5) 


[== 51 
бы: :| ее) |< 

= 2 Е 

ММ 2мм-—. (3.20) 
| т) |< 8» < 
Таким образом, 

7 

[98 — 8 | < 2М №. (3.21) 


Положив 2ММ =а4, предположим, что доказаны неравенства 


ан 
< (+ з) (3.22) 


ти оценим 7/,, — 1. Имеем: 


+ : Л 7 и 
Гы те шах ий — М | отеесаесуит [< 


< =2ММ (т Е м (3.23) 
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Таким образом, последовательные приближения 


1? (Е, =), т (© ®),.... 2, ®),.... 7=Ъ..-,6 


2 
сходятся и их предел имеет порядок =°. Теперь уже сразу устанавли- 
вается справедливость асимптотической формулы 


Е (т, =, 0,..., 0) а 


1: (®, о ое. 
где О*2=е. Действительно, 
о ото 
+ | у у наЕ, %) У... % в 
а > 0) 


2 


4 
9, В = е 3 последнее слагаемое, как легко видеть, имеет 


Но при А’ е 
порядок О (®). 


Поступило 
11.11. 1959 
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ОБ АНАЛИТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ОБОБЩЕННЫХ 
ФУНКЦИЙ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ПОЛЯ 


(Представлено академиком Н.Н. Боголюбовым) 


Методом Боголюбова с помощью интегрального представления Иоста — 
Лемана — Дайсона дается обобщение и усиление основной теоремы Н. Н. Бо- 
голюбова об аналитических свойствах обобщенных функций, удовлетво- 
ряющих основным принципам квантовой теории поля. Полученные 
результаты используются для доказательства дисперсионных соотношений 
для более широкого класса физических процессов. 


$ 1. Введение и формулировка результатов 


В последние годы в связи с обоснованием дисперсионных соотношений 
в теоретической физике [см. (')] возникла математическая проблема об’ 
аналитическом продолжении обобщенных функций, удовлетворяющих 
некоторым условиям, обычным для квантовой теории поля: лоренцовская 
инвариантность, причинность и спектральные условия. 

Чтобы иметь возможность сформулировать основной результат этой 
работы, мы предварительно приведем некоторые необходимые в дальнейшем 
определения и обозначения, используемые в теории обобщенных функций 
и квантовой теории поля. 

Обобщенной функцией / в смысле Соболева — Шварца [см. (?), (3)] 
будем называть всякий линейный непрерывный функционал (], $) над 
пространством 5 Шварца [см. (3), (“)], или, что то же, на введенных 
Боголюбовым классах С (г, $; п) [см., например, (5)]; при этом для обобщен- 
ной функции / будем употреблять обозначения: 


9, (9 = 4 


Условимся говорить, что некоторое выражение 
1(2, 2) = (21, 2...,2т)) = (та, 21,..., Яо), 


является обобщенной функцией относительно (вещественных) переменных 1 


Ёи аналитической в области С относительно (комплексных) переменных 2, 
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если при всех ф из 5 выражение \ 1(2, 2) х (2) ат есть голоморфная функ- 
ция в области С. 

Под аналитическим продолжением обобщенной функции ](5), т = (21, 
1.,..., Жи), из вещественной области С, в комплексную область С мы 
будем понимать голоморфную в С функцию ] (5 -- й/), обладающую сле- 
‚дующими свойствами: 

1) при каждом фиксированном у /(5-- й/) полиномиально ограничена 
‘относительно х для тех х, при которых х-- ЕС, т. е. принадлежит 
пространству 0м [см. (*)]; 

2) для любой функции ф из 5, носитель которой заключен в области Су, 
‘имеет место предельное соотношение 


ие де (4) аа — [ /(2)$ (ваз, у->0, #4 МЕС. 


Условимся об обозначениях. Черсз х, А, р,... будем обозначать веще- 
‘ственные или комплексные точки четырехмерного пространства (4-вектора), 
например 


х = (1, 21, Жо, 13) = (2,2), т= (%, ль, 23), 
А = (Ао, К, А, Аз) т (№, К) р Е 4 Е (Ро Ее 14» Р НЕ 14). 


> -—> —> 
Символами 2, 1°, Е и 2° будем обозначать формы: 


> > — >> — — 
ка Фар а, да У ай, = № 2. 
153$ <3 13$; <3 
> > 
Через ||, |р|,... обозначаются длины соответствующих векторов. Сим- 


волами хх 0, т=*0 будем обозначать области: 
20, ‘вели 0 инит а“ 0, 
жк сесли длин? 150: 


Наконец, преобразование Фурье Я (р) обобщенной функции ](5) опре- 
делим по формуле 


7(р) = (о) арт ат, 4х — ато а, ат ть, 


В том случае, если обобщенная функция ](21, 1, тз, 24) четырех 4-век- 
торов обладает свойством трансляционной инвариантности, 


1 (21 Я а, д -- а, 13 а, Ия а) =] (71, Хо, Тз, 2: 
то ее преобразование Фурье 7 (ру, Рэ, Рз»› Ра), 


72 


\У (а, -..› 24) е! (фир. Нрита Фуа... та = (2=)* 6 (Р-Н... -Н. Ра) р а ‚Рай 


также обладает свойством трансляционной инвариантности и сосредоточено 
на многообразии 


ру - Р» + Рз - Ра = 0. (1.1) 
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Основной результат настоящей работы может быть сформулирован 
в виде следующей теоремы. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть даны четы ре обобщенные трансляцион- 
но-инвариантные функции четырех 4-векто ров 


ба) © Й =» 
| обладающие следующими, свойствами: 


а) Р.; инвариантны относительно преобразований из ортохронной * 
й 
| группы Лоренца (лоренцовская инвариантность). 

Ь) Е;; удовлетворяют условиям причинности: . 


Арти, еб ву или: 
И.) а Ща, Ш а. 
Е о м 


| ао = 0. Со Зара: пла 2 


с) Для Е; выполняются спектральные условия: 


Ри = Ри, ели < (М + Р<рг, ара, 
0, если (ру -- р < (М-Е в)? или ру 1 рю < 0, Бу =ра, 


.‚ 2де предполагается, что № 1, Ми > т; > а. 

Тогда можно построить функцию Ф (21, 2», 23, 2, 25; #), обладающую 
‚ следующими свойствами: 

1) Функция Ф — обобщенная относительно вещественной переменной 1 


1 

и обращается в нуль при 1 < > (М + и) = В. 
2) При каждом Е>& функция Ф голоморфна относительно 2 = (21, 
1 2,..., 25) в некоторой области Би. Область Пи содержит все точки вида: 


о о г 2 
Я =, ро = 2. ат, Ка -Е 5, „бе 4А*,. (1.02) 


/ 2 
ё20е т — любое вещественное число, меньшее или равное нулю, а А* пробегает 
(внутренность эллипса 


А(, В (Е, <) соб ЕС (Е, ) зщ, Оз < м. (1.3) 
Функции А, В и С имеют следующий вид: 


0 
= 


Й 2 о \2 
2 0 

А (1, <) Ее Е 90 ®-— ®) — Е. , 
В (1 57) == - ф(ь Ао 9 1) $ (1, да) т 


* Под ортохронной группой Лоренца мы понимаем полную группу Лоренца 
`см., например, (6)]. 
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Е -- Ут т), 
Сы = ль) ИУ ль фе 
ФИ, ль <) ИЯ), 


где 
99) = ( =") — м (1.4) 
@М +в) @—) О ЗОО 
Из. У и и 5: Ма * 
фе т, = о И-М, 
} 4 
ты (Мм) (1.5) 


Здесь предполагается, что числа М, и, 1; и $ выбраны такими, что 
функция ф положительна при всех < < 0 и ве (при ® > и? функция $ 
может стать отрицательной). 

3) Для вещественных (ри, Р>, Рз, Ра) из многообразия (1.1), для которых. 
величины 


: и 2 
= р, =, =, =, = (р. + р) 


и 
принадлежат области П, при [= Ур рек в р-р 
имеет место представление | 


г к 4 ЕЕ а < 
Ел; (рл,...› Ра) = Ф [р РЗ, Рз, ра, (ра + Рз)?; > У (р. + вз) | › |= ТГь а 


Из сформулированной теоремы, в частности, вытекает, что при любом 
< 0 и при всех вещественных Д? из промежутка 


А А (1.6) 


точки 2 вида (1.2) принадлежат всем областям Д,, Ё >> &. Здесь обозначено: 


Апах = ша [:.(+, 0) + В (6 0]1, (1 
> 

Ашиь = тах [А (1, <) —В(, *]]. (1.8) 
1>Ь, т<0 


Эта теорема была впервые доказана Н. Н. Боголюбовым в 1956 г. 
[см. ("), дополнение А] при < ==? и т, = 3 (мезон-нуклонное рассеяние). 
Им было показано, что по 2, имеет место аналитичность в области 


[25 - 44? | < в: , (1.9) 


ы и А, а А ах Опять приводит к некоторым ограничениям на числа. 
Мв. ту» т 
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де р—— некоторое достаточно малое ПО Е олЬНое число и А? изменяется: 
Мр? 


М  ь 
<твенно опирается на теорию обобщенных о: и использует различные 


формы параметризации. Этот метод получил дальнейшее усовершенствова- 
ние и развитие в работе Н. Н. Боголюбова и В. С. Владимирова (?), где 
было показано, что в упомянутом выше случае Лё..х = 2и?. Вскоре этот 
же результат был получен в работе Бремермана, Эме и Тейлора (*). Основой 
их метода является построение аналитического расширения областей 
специального вида, называемых полутрубами [см. (3)]. В дальнейшем, 
опираясь на результаты работы (7), В. С. Владимиров в работе (15) 
увеличил значение Ли.х до 2.56 и? (в предположении, что М = 74). 
Наконец, недавно Леман (''), пользуясь интегральным представлением 
Дайсона (12), получил, что 


в интервале (1.6) с Ава =0 и Ла = . Метод Боголюбова суще- 


2 8 2ЛМ+ь 

== ЗМ ь РЗ (и (1.10) 
Сформулированная основная теорема, с одной стороны, обобщает собтвет- 
| ствующие теоремы работ (1), (°), (3), (15), доказанные для частных значений 
параметров 1, = 12, т} и т, на случай произвольных 1, и 5. С другой 


| 
| <тороны, согласно Но теореме, областью аналитичности по 25 Является 
| 


‘’ эллипс (1.3), в то время как в предыдущих работах это была более 
узкая область, а именно полоса (1.9). Нужно отметить, что в случае 
1, =3, ® =? эллипс (1.3) был получен Леманом в работе ("). 

В заключение этого параграфа приведем некоторые результаты вычи- 
сления Ашах, вытекающие из основной теоремы. 

1. Рассеяние скалярных частиц равных масс (М = и, 
у т) =. 9 = 2). Апах = 2М?, что совпадает с результатом, указанным 
в работе (°). 

2. Мезон-нуклонное рассеяние [см. (1)] (1,=3, ® =, 

М = 6,71 в). Ашох дается формулой (1.10). 
3. Комптон-эффект на нуклонах [см. (13)] (1,=2, 9 = 0). 


2М 6М2 + 9М др? 
д = ВМ ЕЕ 3.029. (1.4) 


4. Рождение хл-мезонов в электрон-нуклонных столк- 
0 0 
Во вениях [см (“бреет =3, ЕЕ 100, чу == |). 


2 ан И 
А И р 


1 ОмМ+Ьь 2 то и Е М ОМ 
| 2 9 ММ ь) в) 1 1-2 — 16 (М-н)? 2М+ь я 


| 4.12) 


юсли 19 > — 37; при *< — Зи? Ашах вычисляется по общей формуле (1.7). 
Вопросами доказательств дисперсионных соотношений для некоторых 
виртуальных процессов занимались также Эме и Тейлор (15), которые, 
в частности. получили формулы (1.11) и (1.12). Необходимо, однако, 
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отметить, что наше выражение для Апш.х совпадает с соответствующим | 
значением Л”.х, полученным в работе (1), лишь при 


М + ь й 
ее 


т. 


Для 0 «т Диах, вычисленные в работе (15), неправильны, поскольку при 
их вычислении не была, по существу, учтена вторая возможность для. 
аналитического выражения функции Ф. 

Мы не будем здесь подробно останавливаться на всех возможных 
физических приложениях основной теоремы, отсылая читателя к рабо-' 
там (16), (15), (13). В этих работах показано, что основная теорема доста-. 
точна для обоснования дисперсионных соотношений. для передачи импульса. ' 
Де’ Вах. 


$ 2. Вспомогательная теорема 


Доказательство основной теоремы опирается на вспомогательную 
теорему, имеющую к тому же и самостоятельный интерес. 

ТЕОРЕМА. Пусть даны две ООВ функции Е,(т) и Ес (т), 
Х = (15, 21, Хо, 23), такие, что 


ео ещо, 


Ва (0: Чесль 20: (2.1). 


Пусть, кроме того. их преоб разования Фурье Й, (р), р = (Ро, Ра, Р>, Рз), 
7 =, а, совпадают в области (6? (\): 


Ё, (р) = Ва (р), РЕС’(“), (2.2). 


о = 
где Си (1) есть совокупность точек р = (ро, р), Удовлетворяющих неравен- 
ствам 


ИУ лир < рф И + (Ми. 
П редполагаем, что 


21 > М +и—1 >20, 1>1, в>0. 


Тогда существует аналитическая функция Ф (К) четырех комплексных 
переменных 


Е = (№, Ку, К 2, Аз) = р-- 4 = (Ро 4, р 9), 


голоморфная в области С\ (1), где область С. (1) есть совокупность точек | 
удовлетворяющих условиям: либо 4? >> 0, либо при 49?<0 


а? — В? 


ИИ И 248 — 2) + (а — р < 2 если р || а, 


аи + (Мы) < 9, если р | 211%, 
РР -+|Р| : 
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где 
& = М или, В=М ит. 


Функция Ф(® такова, что при вещественных р из области С? (1) 


Доказательство. Как известно [см. ("*), (18)], условия (2.1) по- 
зволяют аналитически продолжить функции К, (р) и ГР. (р) соответствен- 
но в области 4, < | а и 9% < ев Полученные таким путем функции 

Е, (®) и Ро. (®) при вещественных А = р совпадают с функциями Ё, (р) 
и Ё. (р) соответственно, т. е. имеют место следующие предельные соот- 
ношения: 


Ё,(р-- 29) — 1, (в), Ре(р+ 9) > Ра (р), (2.5) 


9 — 0,4% >| а| а> 0,4% < —[а| 


причем стремление к пределу в (2.5) понимается в смысле обобщенных 
функций. 

_Фиксируем вещественный вектор Р и рассмотрим функции @, (К, р} 
и ЕР. (№, р), являющиеся (по предыдущему) голоморфными функциями 
№ = Ро + 20 соответственно в верхней и нижней полуплоскостях. Эти 
функции ограничены полиномом некоторой степени т соответственно 
в областях 9, >26 и 9, <—6 при каждом 6 > 0, причем степень мажо- 
рирующего полинома не зависит отр и 6, а зависит только от того 
класса С (г, $; 4), которому принадлежат функции Ё; (р) [см. ВЫ 

Пусть М — произвольное положительное число, а п — целое положи- 
тельное число, не меньшее т. Разделим функции Е; (к, р) на ам 
и к полученным функциям применим теорему Коши, выбирая в качестве 
контуров интегрирования прямые линии Ё--10 и Е&—00, — © <Ё< оо, 
соответственно. Устремляя 6 к нулю, при всех А из верхней полупло- 
скости получим: 


©9`—, > т о — 
р (о — М)” (Я, (Е, Р— ИЕ: (Е, 2) (№0 —1:№)° д°Й, (Е, р) 
а ЗЕЕ -] т 
(2.6) 


Заметим, ато стремление к пределу при 5—>0 здесь осуществляется 
в смысле обобщенных функций и имеет место при достаточно большом п. 

В работах Дайсона (1?) и Иоста и Лемана (?) найдено интегральное 
представление для любой обобщенной функции 7 (р), обращающейся в 
нуль в области (С?(1), преобразование Фурье которой обращается в нуль 
’ в области 22 < 0: 


7 (0) = \ вп (ро — шз) 8 Кр — 1) — 2] (и, №9) ди", (2.1) 


’ где обобщенная функция ф(и,^?) относительно ^? принадлежит про- 


‚ странству 55”, а относительно переменных и = (1, и) принадлежит классу 
6 [см. (3), (2°)]. Кроме того, функция ф(и, ^?) обращается в нуль вне 
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бла 
о + |8 |< 


Х > шах о, м+ь— Ус а и) — и?, 1 — ты из)? — и? ] . (2.8) | 
В силу условий (2.1) и (2.2), обобщенная функция. 


7 (р) = Ё,(Р— Ра (р) 


удовлетворяет всем условиям теоремы Дайсона, а поэтому для нее имеет 
место представление (2.7). Подставляя в (2.6) вместо 


Ё, (Е, Р)— Ра (Е, Р) 


соответствующее выражение (2.7), после несложных преобразований по- 
лучим: 


(Ко — к» 


2 


Е, (р) м + 


—=0 
. | ма Е р Ио а. И Ара 
= Е -, п--1 
2У ла +1 (р (№ — шо — ФЬ— №] [шо НЫ" 24 
А 


п-1 


2У + ри) мод (ими) 
Жф(и, ^2) ди 4\?. (2.9) 


Из (2.9) следует, что функция / (Ао, р) допускает аналитическое про- | 
должение как по комплексной переменной А, так и по вещественным | 
переменным р. Так как носитель обобщенной функции ф(и, ^?) сосредо- | 
точен в области (2.8), то получающаяся при этом функция Р, (Е) будет | 
толоморфной для тех Ё, для которых одновременно имеют место неравен- 
ства: 


< №, (ии) — (и №0, (М шв) — и) №0 


при всех (и, ^?) из области (2.8). 

Заметим, что для всех К из области (2.10) интеграл в (2.9) можно \ 
интерпретировать как значение функционала (обобщенной функции) | 
$ (и, ^?) на соответствующей основной функции (при достаточно большом п) 

Так как М — произвольное положительное число, ‘а область (2.10) 
монотонно возрастает с увеличением М, то в (2.10) можно перейти к. 
пределу при М -> со. Таким образом, к области голоморфности функции | 
Е, (К) относятся те точки №, для которых выполнено неравенство 


(®% — и)? — (#— и) — 2-50 (2.44) 
при всех (и, №?) из области (2.8). 


Отметим, что этот же результат можно получить, если воспользовать- 
ся вместо (2.6) аналогичным представлением для Ё, полученным в ра- 
боте (25). 
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Из условия (2.11) непосредственно следует, что точки &, для которых 
4°> 0, принадлежат области голоморфности функции Ё, (А). Поэтому мы 
можем ограничить наше рассмотрение теми А, для которых 4<0. Эти. 
последние # содержатся, в силу 
(2.11), в области, определяемой усло- 
вием: 


Ве [(#, — ш,)* — (#—1)° — №3] = 

= (р— и)? — 92° —^?2 «0 (2.12) 
при всех (и, ^?) из области (2.8). 

Чтобы раскрыть условие (2.12), 


предположим, для определенности, 
что 


2 > Ми ть. 


Тогда условие (2.12) эквивалентно неравенству 


шах (и, |#|) < 0, (2.43) 
ПАНА < 


где / — непрерывная функция своих аргументов (см. чертеж): 


1 (и, ||) = 


(— ще) —(1Р1-— 1)*— 94°, если(що, [1 |) 1, 
(ро и) — (1) — 9?— Ми И (— и.) — и], если(ич, | и |) И, 
(р шо — (р |-- | -ф9-ЫМ + в-—И ши, если (шо Е. 


На чертеже линии РС, ЕС и СС имеют соответственно уравнения: 


с: Ми -И (шв, М+ь—1 <<, 
> 2 
Са: 28 и|=У (4? —Р) (В* — 4и2), г<ш<ь. 


'Замечая, что 


1(—10) = (ро 8 — 2—9 — (М +в), 
1(, 0) = (р— 8 — 2—9 — т, 


2 
заключаем, на основании (2.13), что в случае 4°<.0 необходимыми 


условиями принадлежности точек # к области голоморфности функции 


Ё, (®) являются неравенства для р = Вей, входящие в определение об- 


Тласти С? (1). 


В. Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Элементарные рассуждения показывают, что максимум функции 
> — ый 
1(и,|и|) в области |ш|- | и| < достигается на кривой СС, если 


а 


Ро + |Р! 5 ЁЗ, 
или на прямолинейном отрезке ВС, если 
< [62 
Ро РЁ в. 


Вычислив соответствующие максимальные значения функции ], мы при- 
дем, в силу (2.13), к условиям (2.3) или (2.4). 

Таким образом, функция Р’, (Е) голоморфна в области С, (1). К об- 
ласти С(:(1), в частности, относятся все точки вещественной области 
С1(%). Это утверждение непосредственно следует из неравенств (2.3) и 
(2.4) при 4? =0, если заметить, что неравенство (2.3) при 49° = 0 экви- 
валентно неравенству 


(Ро + 98 — 28 — (М + Вр — 0 — р — 122] > 0. 


Аналогичные рассуждения (с соответствующими упрощениями) при- 
водят к той же самой области С,(71) для случая, когда 22 < М + и + ль. 
Повторяя подобные рассуждения для функции Ё., мы придем к анали- 
тической функции Р, (№), голоморфной в той же области С, (1). Но, по 
доказанному, область С,(1) содержит С? (4) вместе с некоторой ее (ком- 
плексной) окрестностью. Следовательно, в этой комплексной окрестности ' 
области (1 (1) построенные функции Ё ; (®), 7 = г, а, голоморфны; по условию, 
при вещественных р из области С1 (1) эти функции совпадают как обобщен- 
ные и, следовательно, в силу их голоморфности, совпадают в каждой 
точке. Поэтому функции Ё, (К), /=г, а, определяют фактически одну 
аналитическую функцию Ф (№), голоморфную в области С, (1) и совпадаю- 
щую при вещественных р из области (С1(1) с функциями Ё; (р). Теорема 
доказана полностью. 

Отметим одно полезное для приложений следствие, установленное 
при доказательстве этой теоремы: в условиях теоремы функция Ф(® голо- 
морфна в некоторой комплексной окрестности области С1 (1). Сформули- 
рованный результат был впервые установлен Н. Н. Боголюбовым [см: (1), 
Дополнение А,теорема 1]; в дальнейшем этот результат был доказан други-| 
ми методами в работах (`), (3), (25). В работе (8) теоремы такого типа назва- 
ны теоремами «едсе о{ {Ве \уедое». 


| 


| 

} 

$ 3. Доказательство основной теоремы | 
и 
й 
СЯ | 
Доказательство основной теоремы будем проводить по схеме доказа-' 
тельства теорем Ш и П работы (7), используя при этом вместо теоремы 1 
| 

работы (7) доказанную в $2 вспомогательную теорему. Предварительно. 
изложим кратко ту часть доказательства, которая в некоторой степени! 
повторяет соответствующие рассуждения в работе ('). 
| 

| 

| 

7 
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Ввиду трансляционной инвариантности обобщенных функций Р’;; (24,... 
..., 24) их можно рассматривать как обобщенные функции трех 4-векто- 
ров, например: 


У =! — 23, У = 9—1. = — 1. 
Это приводит нас к функциям 


Фе, (ул, у», Уз) = Фи; (2, — 25, 24—12, —2. + я: — 24) = Ру, (21,...,2), 


(3.1) 
Ф;; (4+, Чь, 43) = 2%, (41 + 4з, — 4 — 4з, 9—4, 498—4), (3.2) 
где 71 г т, если ] =а, и.]1 =а@, если 7 =г. Положив 
Ру = 91 +4з, Р2=- 493—4:, Рз—9:—91, Ра= 9з- @з, 
находим: 


| 1 р 
| 9 =5 (РА + 23), М= (9, + 9)*, [= (92 + 93) = (43—91), 


. 3.3] 
Р2 = (9 — 4з)?, (р Е рэ)? = (41 — 92)*. о. 


В силу условий с), функции Ф,, (41, 92, 93) обращаются в нуль в 0б- 
‚ ласти: | 
М 


: в 

2<(-*) или 4» < 0. (3.4) 
’Так как функции Ф;; инвариантны относительно преобразований из орто- 
` хронной группы Лоренца и по переменной 43 обращаются в нуль вне 
( будущего светового конуса, то всегда можно выбрать систему координат 
"таким образом, чтобы вектор 


4: = (Ь 0). (3.5) 
В этой системе координат обобщенные функции Ф,; (41, 4», 4з) будем за- 
писывать в виде /+; (41, 4»,й). Таким образом, мы приходим к системе 
четырех обобщенных функций }:; (у1, У›, Уо) девяти переменных (Улс, Ул, 
У», Уз, У), обладающих, в силу условий а), Ь) и с), следующими свой- 
ствами: 
]"" = 0, если у. < 0 или у, < 0, 
[ла = 0, если у. < 0 или у, = 0, 


(3.6) 

[ат = 0, если у, 20 или у. < 0, 

| 7аа = 0, если у, 20 или у» = 0. 
| Ты Е т 7 =, а, если 41 Е (1 (11), (97) 
| Ди = м, = т, а, если 96 (1 (1), (3.8) 
| 1: — 0. оли № 6) =, а, (3.9) 


Функции 7; (41, 9», инвариантны относительно пространственных 
> — 


вращений и отражений векторов @1 и 45. у 

Из (3.6) и (3.7) заключаем, что для двух (=, а) пар функций 

Я 7 й вия 
№; (91, 92, #) и ]о; (41, 9», ®) относительно переменной 4, выполнены усло 

г 
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вспомогательной теоремы. Применяя эту теорему, мы придем к функ- 


ЦИЯМ 5} 
| Ф;(®,,4»,), Т=г,а, (3.10) 


которые являются голоморфными относительно Ё в области С+:(11) и 
обобщенными относительно (42,1). В силу (3.6), (3.8) и (3.9), построен- 
ные функции (3.10) опять удовлетворяют условиям вспомогательной 
теоремы по переменной 4». Применяя снова эту теорему к функциям 
(3.10), построим функцию Ф(Е,, №; #), голоморфную по совокупности 
переменных (1, А.) из области С: (11) Х С: (12) и обобщенную относительно 
(вещественной) переменной {. Здесь мы воспользовались теоремой Гартогса 


(см., например, (2), гл. УП), гласящей: если функция ](21,25,..., 2.) 
голоморфна по каждой переменной при фиксированных остальных, то 
она голоморфна и по совокупности переменных о 


Полученная функция Ф (А, А; 1) при вещественных (№1, №5) = (41, 92) 
из области С1(11) Х С1(41.) совпадает с функциями Я; (91, 9» 8. 
Воспользуемся теперь условием инвариантности относительно про- 
странственных вращений и отражений. В силу этого условия, функция 
Ф(#, ^,; 2) зависит от (Ё:,А.) посредством пяти переменных: Ёло, Ёоо, 
1, А, К, №». Вместо них можно ввести эквивалентную систему перемен- 
НЫХ 2 = (21, 25,...,25), ПОЛОЖИВ 


21 = (о + 0? а. 22 = (Кл + 0)? - а, = (,— 0) и. 
| (3.11) 


да = (в — 6), = (Фо — йн) (в — в), 
так что 


Ф (Аи, №»; 1) = (21, 25,..., 25; 1). (3.12) 
Из (3.11) получаем: 


21 —2 22 —2 яя 5 — 28— 2 
Во = = °, Ио = —_ ` (В) = (ен, 


ПВ ее ЗЕЯ 21— 23\? 72 2-24 25 — 24\ 
1 ар +( 44 5 ВИ ( 41 у 


Таким образом, для доказательства основной теоремы достаточно, 


в силу (1.2), показать, что, каковы бы ни были числа > Ц, «< 0и Д? 
из эллипса (1.3), найдется хотя бы одна (комплексная) точка (й, №.), | 


удовлетворяющая соотношениям: 


ЕЕ 28—12 __ 
д ® р 44 


И А ЕН 
4 } 


==$* (1 9), 7 =1,2, 
(3.14) 


с 90 \ 2 
Вива (15) 


и принадлежащая области С, (11) х а, (1). 


(3.13) | 
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Из (3.14) следует, что комплексные векторы &; = р; + 14; имеют орто- 
| гональные вещественные и мнимые части: 


2:39 =0, 71=1,2. 


| 
тому условия (3.14) можно переписать в виде: 


М—т— 1 > - | 
Ри = що, 4%=0, М— 9; = т), 7=1,2, (3.45) 


РА 8—2 р || | а — 91 — 98 + 2 | 91 || 9з| и + 
0 


я => а — — 20 2 
+ 24111 Рё |, Е 2И ри| |9 | % = 44? + Е — о (3.16) 


где числа и; и у;, / =1,2, суть косинусы углов между соответствую- 
|щими векторами, удовлетворяющие соотношениям: 


луз Е узие -- ла» = 0, ая =1— 0, 
(8.47) 
9151, |531, [91531 71=1,2. 


Исключая из (3.16) величины та; с помощью” (3.15) получим: 


20 — то * > > 
нее ее ( Е :) — 21| ра || ра [а + 
+2 рае И аш 
Нар И ет И ет). (3.48) 


Воспользуемся теперь вспомогательной теоремой $ 2 и выведем усло- 
звие принадлежности к области С, (1) точек А, Уоздохворяющякь Сон 
ошениям (3.15), т. е. точек вида 


= 


[Ме рый ++], (3.19) 


> - > 
‘где | — вещественный ортогональный к вектору р орт, а ‘р— произволь- 
ный вещественный вектор такой, что * 


шах [0, 9? (Е 1-Е <0)] < р. (3.20) 


В рассматриваемом случае 4?<0. Принимая во внимание выра- 
жение (1.4) для $? и учитывая (3.19) и (3.20), заключаем, что 


Вей = (м, р) 


всегда принадлежит области 02° (1), если только < < 12и?. 


* При т> в? функция 9? (1, т) может стать отрицательной. 
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Условия (2.3) и (2.4) примут соответственно вид: 


в 2М 212 д — 40 
< $6, 9) бе иж (т +9), 


(3.21) 
М? Р. М Г 
если РЕ И, 
о 
Зуи ЕНЕИЕЕ << 
Е. УЕ М + —"-чУ(— М6 = 
==» (+, * + “), 
(3.22) 
че ее м 
если Е а. 


Функция и! (1, т) монотонно убывает с возрастанием т. Поэтому усло- 
вие 


мт 5 Омь а — 29) 
ши [(#+ ума ичьит в >0 6.29 


обеспечивает положительность подкоренного выражения в (3.21). По 
условию основной теоремы, неравенство (3.23) выполнено при 1 =1; 
и = 10, ] = 1,2. Функция и. (Е, т) отрицательна при всех 


> «(М сх 
> ®, «те ( и 


Поэтому ограничения снизу на |р| в условии (3.22) фактически нет. 
Рассмотрим в трехмерном пространстве переменных (Ё,т,|р|) три 
поверхности: 
та т М ое ег М те 
=— 17) 1 0 — й Ё 0 = ——_ м х 
|| Ро), |р| из (< =), |Р| = тата 4 
По построению (см. вспомогательную теорему), эти поверхности пересе- 


— 
каются по общей линии, проекция которой на плоскость |р|= 0 дается 
уравнением 


ил (Вт 10) = и. (о Е <), 


которое преобразуется к виду: 


Ба а ыы 
т < (М +в и. 
В силу сказанного, условия (3.24)—(3.22) можно переписать в форме: 
|! < фт), (3.24) 


где непрерывная функция ф определяется формулой (1.5). 
Таким образом, на основании (3.20) и (3.24), получен следующий 
результат: все точки (3.19), для которых 


тах [0, $? (Е, т -[ *0)] < р? = 4? (1, = + =), (3.25) 


принадлежат области голоморфности С: (1). 
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Выясним условия, которые обеспечивают непустоту области (3.25) 
при всех < 0 и {> &. Для этого необходимо и достаточно, чтобы были 
выполнены неравенства: 


фт, 9) >0, ое) >0. (3.26) 


Из (1.4) и (1.5) следует, что функции ф и ф убывают с возрастанием. 
т. Докажем, что ф? — $? убывает с возрастанием т. Для первого выраже- 
ния в (1.5) это очевидно. Для второго выражения имеем: 


Я (2—9?) ОГ ве+“ в + [(2М + в) и + 
БУГ тУбЕ — м) —*] х 
а -- ОМ А 
ЗУМ РЕРтИЫ-МЕЫТ, 


откуда. следует: 


д Омь т 
о а <, оли т (М +В иьты). 


Таким образом, условия (3.26) можно переписать в виде: 
ф?(Ь т, <) >0, фт -фФ(Ь9)>0. 


Но эти последние неравенства обеспечиваются условием (3.23). 

Применим полученный результат к точкам #,, удовлетворяющим со- 
отношениям (3.15). В силу (3.25), эти точки будут принадлежать области 
голоморфности С, (%1) Х С, (12) в том случае, если одновременно выполнены 
неравенства: 


тах [0, 9? (Е, = - ®)} < р «У(Ььт- =), 7 =1,2. (3.27) 


На основании изложенного, к области голоморфности О, функции Ф 
Принадлежат те значения о (при данном *<.0), которые могут быть 
представлены в виде (3.18) хотя бы при одном наборе чисел ш;, у;, 1: ; 
7=1,2, удовлетворяющих соответственно условиям (3.17) и (3.27). 
Чтобы получить границу соответствующей области, необходимо, очевидно, 
положить в (3.18) 


— Ш = р = 088, у =, =зшщ6, |р;|=Ф(тьт+ 9) 


(условия (3.17) при этом будут выполнены при ©; = 0). Таким образом, 
мы приходим к эллипсу (1.3). 

Доказательство основной теоремы закончено. 

Докажем теперь, что промежуток (1.6) принадлежит всем эллипсам 
(1.3). Ясно, что эллипсы (1.3) содержат вещественные А’ из промежутка 


тах [А (#,*) — В (Е <] < 4* и <) + В (1, 5]. (3.28) 


— ‘о 


т<0 о 


Покажем, что минимум в правой части (3.28) реализуется при т=0. 
Для этого достаточно установить, что при любом #>& функции Аи В 


_ монотонно возрастают с убыванием т при всех <0. Но это утвержде- 
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И 


‘ние непосредственно следует из аналитического выражения для А и В. 
и из установленных свойств функций Ф, фи 9. 

В заключение авторы выражают глубокую благодарность Н. Н. Бо- 
голюбову за интересные обсуждения и замечания. 
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| ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ФУНКЦИИ, 
| ИМЕЮЩЕЙ КОНЕЧНЫЙ ИНТЕГРАЛ ДИРИХЛЕ, 
С ПРИЛОЖЕНИЕМ К КРАЕВЫМ ЗАДАЧАМ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


Для функции, имеющей конечный интеграл Дирихле, дается зави- 
сящая от й оценка интеграла от ее квадрата, взятого по конечному 
куску поверхности шириной #й. Эта оценка применяется затем при ре* 
шении вариационным методом задач Гильберта и Дирихле в простран- 
стве, когда граничные условия заданы на поверхности с краем. 


$ 1. Введение 


1. 1. В этой работе я хочу остановиться на одном свойстве функций 
многих переменных, имеющих конечный интеграл Дирихле. Вместе с 
другими уже известными свойствами оно может быть применимо к иссле- 
дованию краевых задач. 

Приводятся примеры такого применения к задачам эллиптического 
'ипа, где краевые условия задаются на незамкнутой поверхности (име- 
ющей край). С этой точки зрения данная работа является продолжением 
моей статьи (7). 

В $2 доказывается упомянутое в начале свойство, сформулирован- 
ное в виде теоремы 2.1. 

В $ 3 исследуется задача Гильберта в п-мерном пространстве для 
случая, когда поверхность, на которой заданы граничные условия, имеет 
край. В сущности показывается, что результаты, которые были получе- 
ны в работе (7), где рассматривалась задача Гильберта для замкнутой 

достаточно гладкой поверхности, остаются в силе и для куска такой поверх- 
ности с достаточно гладким краем. Отметим лемму 3.7, представля- 
ющую общий интерес, так как она касается двух произвольных, не свя- 
‹занных с какими-либо краевыми условиями, функций и и }, имеющих 
конечный интеграл Дирихле, где и — гармоническая функция*. 

‚’ В плоском случае п = 2 поверхностьхс краем превращается в разомк- 
'нутый контур. Задача Гильберта с разомкнутыми контурами для ана- 
`литических функций глубоко изучена на основе теории сингулярных 


-— 


* Так же как в работе (7), методы, которые здесь применяются по отношению. 
пк оператору Ди, могут быть без существенных изменений распространены и на 
более общие эллиптические операторы с переменными коэффициентами. 
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интегральных уравнений в работах Н. И. Мусхелишвили, его учеников 
и других математиков [см. монографию Н. И. Мусхелишвили (3) и мемуар 
В. А. Хведелидзе (")]. 

Что касается трехмерного (или п-мерного) случая, то здесь мы мо- 
жем отметить только одну известную нам работу Тшицинского (19), в ко- 
торой рассматривается задача о нахождении функции и, определенной 
на всем пространстве, представимой в виде интеграла типа потенциала 
и удовлетворяющей на заданной поверхности А (замкнутой или с кра- 
ем) граничному условию 


аи, —би_ =», 


где а, 6, х — заданные на Л функции, а и, и и — предельные значения 
искомой функции и на поверхности Л соответственно с одной и другой 
ее стороны. В исследованиях этого рода, где решение краевой задачи в 
пространстве ищется среди функций, представимых в виде интегралов 
типа потенциалов, пока еще остается неразрешенным ряд вопросов -(един- 
ственность и т. д.). 

В $4 рассматривается задача Дирихле в пространстве, в которое 
погружен кусок 5 произвольной гладкой поверхности с краем. В случае, 
когда 5 есть круг, эффективную формулу для решения этой задачи дал 
А. В. Бицадзе (!) и для более частной задачи — Гейне и Хобсон [см. ли- 
тературу в работе (*)]. 

В $5 доказывается нужная лемма для классов 5 и, кроме того, 
приводится добавочное пояснение к доказательству леммы 6.1.2 упо- 
минаемой выше моей работы (`). 

_ 1.2. Если С есть область пространства К = В„ действительных точек 
5 = (21,..., 2) и / — определенная (почти всюду) на С функция, имею- 
щая обобщенные производные с интегрируемым квадратом на С, то вели- 


чина 
Рад =\ (85) ав < (1) 
а 1 


р 


называется интегралом Дирихле от ] на С. Положим еще 


Мне = (46 


14) \ 0 


$ 2. Свойство функции с конечным интегралом Дирихле 


2.1. ТЕОРЕМА. Пусть на области А ={и< и, &=1,....п}, 
представляющей собой прямоугольный параллелепипед в В, задана функ- 
ция } с конечным интегралом Дирихле 


Ол [1] < ©. (1) 


Тогда существует зависящая от А константа с такая, что после 
соответствующего видоизменения } на множестве п-мерной меры нуль 
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'.аа.меет место неравенство 


+В Ь, би—1 
О Л(жь---, ода... Че) ВА дв шт в > 0) (2) 


х аа 


для всет ть [апв, 6] и всех зи и |, для которых аз < -+й«Ь 
В. смысле порядка относительно В неравенство (2) точно. 
2.2. ЛЕММА. Если для функции периода 2п, имеющей ряд Фурье 


ф (8) = о Ч (ак соз К 0 -- бу зщ 26), 
1 


’ выполняется неравенство 


У (а - 1) < < 
0 


| 42то существует не зависящая от ф константа с: такая, что 


90--в 
понао|4+-$ Уве + о) [№оь (®&>0). (1) 


В смысле порядка относительно й это неравенство точно. 
Доказательство. Зададим А >> 0 и подберем натуральное п так, 
что 


1 


1 
ел. 


Тогда 


1 з т 
ри ее $ а |? 
( 90 < ) |3 он» (ак соз ЁЕ -- бь зщ #1) Е 
х х 1 


2 


— 


х-Е® со 5. 
+ ( \ В И] «) = +... (2) 
х п-т 


Но если считать, что & = 0, то 


1 


х-® [ п 2 а По 
„<(| ) р вы | а) = ВУ (а +) < 


< Вы Узи +8) И 


< с» #2 У се у За +8 [С о (3) 


2 © ь р 
4, <(! У [весов вым а) < 


о 1 
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4 
1 1 ее Е 


> 1 
<= |5 (42 +9 |< = |5 ® (а? +0 < на + | (4), 


п- 1 р п- 1 


Из (3) и (4) следует (1). 
Неравенство (1) в смысле порядка относительно й улучшить для 
всего рассматриваемого класса функций нельзя, так как если, например, 


1 (68) = У а") соз 48, (5) 
К—1 


г- (4/3) ° 


7 
| 


то при Я = =и 
( И а ву У: в. 
(ета) -[ (34 а Зы = Хр и = 
о о \ 1 
о ЕЕ Ни === ‹ 
= (УБи-овуныыи (Ушу +0 ) +56 (вши 


% 4 | 
= 65 |443] У У\а(т» } 15 5} (с& > 0, ат =0,, (7} 
А— 


потому что 


п 2 
|< < и созда 4 = 
1 


0 


п 2 
(2 $112 — нар < 


1 


С 

0 

пп п 
<4Узии т атат < Улат = В, 

о 1 1 


| 
№1 =0(). 
Лемма доказана. 
2.3. Доказательство теоремы 2.1. Будем пока считать, 
что функция / зависит только от двух переменных =, иу=х, и 
пусть прямоугольник А имеет вид: 


А, Оо к 


Функцию ], определенную на ЛА, мы продолжим четным образом на 
прямоугольник 


= {25250 << 


и затем периодически с периодом 2^к по переменной т. Продолженная 
периодическая функция, как нетрудно видеть, будет иметь обобщенные 
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производные с интегрируемым квадратом на прямоугольнике вида 


А. — {ааа 2, о 


’ де а — любое число. 


Очевидно, 


т 


рыли: ен 
А 


2к 


ыы [9 (8-е 


У 
= 
ы|--=-—з= 


5=0 (0< 6 <2=) пу=р (< а 


(1) 


тде с, — положительная константа и где мы чисто формально положили 


Введем в рассмотрение круг с радиуса единица, точки которого рас- 


`сматриваются в полярных координатах (9, 6) (0 < 9<2т, 0,<3р< 1), и 


| 


' пусть х обозначает кольцо, принадлежащее этому кругу, ограниченное 


1 
‹ окружностями о == ир=1. Полученное неравенство (1) можно записать 


2 
так: 


ВА. [Л > «аб Л, 


'номня, конечно, что в левой части рассматривается функция (т, У) в 
; декартовых координатах на Д,, а в правой рассматривается эта же функ- 


ция } (0, р) от полярных координат на х. 


Функцию 1 (0, р) можно продолжить на весь круг с так, что продол- 
‚ женная определенная на о функция ] (9, р) будет иметь конечный инте- 


‚грал ДО.[/] Дирихле, удовлетворяющий Гнеравенству 
[% |) < С [2». |] е- | 7 йо) |= сз (Вл, [0] т |) 
‘Тем. (“), (*)]. 


(2) 


Пусть и (р, 0) — гармоническая в круге с функция, удовлетворяющая 


условию 
и (1,0) =1(0, 4) = УиоьМ. 
Тогда, в силу минимального принципа, будем иметь: 


Эа [= пу Каз. 
= 
Заметим, что 


/т 


| 06м. (°), 9.12; или (°), 2.8(3). 


(3) 


(4 


|| = у (,1)4| < | бе че «о ИРАЛЯ) (5) 
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Из леммы 2.2 и неравенств (2), (3), (4) и (5) получаем: 


х-ЕЬ 
бе ура < ов (| + Ра ту @>0). (6) 


х 


Мы доказали пока неравенство (2) п. 2.1 в двумерном случае для 
специального прямоугольника 


Д, = {0 << т, 5 <у<0, 


когда в левой части этого неравенства величина у фиксирована и равна 
единице. 

Докажем теперь это неравенство в общем виде при произвольном у, 
но пока в двумерном случае. Общность доказательства не нарушится,» 


если мы ограничимся рассмотрением прямоугольника | 
Д = {05 х< т, О<у<хц. 


Итак, пусть на А задана функция }, для которой Дл []] < <. Зада- 
дим произвольное уз [0, 1]. 


Если и. то рассмотрим функцию 


Ия, у) = 7, у 13 У) 
на прямоугольнике. 


= 


А. = {052 т, <<. 


Очевидно, 


РА. «РА, ИРА < 
Е (т, 1) = /(, о). 


1,(А)’ 


Поэтому из (6) немедленно следует неравенство (2) при п=2, 
а1 =а, = 0, В, =т, 6, =1 и произвольном х, = у 6[0,1]. 


- 1 
Если у < 5, То подобным же образом рассматривается функция 


Е (х, у) = 7 (2, 1 — у + \о). 
Переход к общему случаю 
ДА = {41 ЗЫ, а. <<} 


сводится к соответствующей подстановке. 
Пусть теперь А = {< 1, <6:} есть п-мерный прямоугольник, на 
котором задана функция } с Дл [1 < оо. Тогда также [см. (?)] 


Ил» < 90. 


На основании уже доказанного при п =2 неравенства (2) п. 2. 1 и 
теоремы Фубини, существует (зависящая от А, но не от ]) константа с 
такая, что для почти всех (допустимых для А) точек (25,..., жж) п— 2- 
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мерного пространства и для всех т» [а», 6,] имеет место неравенство 


ха ь: Ь: бп ее 
не ауте | ааа [у (2 у} ата) 
-- р аа а: ап 
[из которого, если его проинтегрировать по Т5,..., Хи, немедленно сле- 


дует неравенство (2) п. 2.1 (даже более сильное, так как в нем уча- 
твуют частные производные только по 2 и 2^). 


| Неравенство (1) п. 2.1 доказано. Пример, показывающий, что оно 


точно в смысле порядка относительно й, мы сконструируем в двумерном 
случае. 


Определим с этой целью Е гармонических в круге 


к 9 (0 <1, 0<9<2т) функций 


| ии (р, 8) = >) а воз (п=1,2,...), 
И 
| 


где граничные функции 
и (1, 0) = 1 (6) 
ваданы равенствами (5) и (6) п. 2.2. Тогда для всех функций 


а (2, у) 00 (т, У), 


рассматриваемых в прямоугольнике 


д=0<2<2, : Зу<И, 


шри й =п-\!, вследствие неравенства (7) п. 2.2, будем иметь: 


в 
ле, пах = \% ет р > а) ВА дв, 
0 ь : 


так как 


2т 1 

а =. 24 < 2 Ди (р 04 48 <» 
А 01 
2 


2.4. Замечание. Теорема 2.1 может быть обобщена на область 
с непрерывно дифференцируемой границей. Для произвольного, даже 
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ограниченного, открытого множества С она не верна, как показывает 
следующий пример. } 

Пусть множество С двумерной плоскости состоит из совокупности не’ 
граничащих друг с другом прямоугольников 


‚ ‚ 1 
Ар = 02-1: а <у<а,}, Ч ба (& =1,2....), 


и пусть функция / определена на С при помощи равенств {(Р) = №, 
если РЕЛ, (Ё=1, 2,...). Очевидно, 


И ыы Ве [= 0 
1 


и, таким ‘образом, при фиксированном й и некотором с правая часть 
неравенства (2) п. 2.1 есть определенное число, между тем как левая 
часть стремится к бесконечности, если, например, у пробегает значения 
ак (при Ё-> оо). 


| 
| 


$ 3. Задача Гильберта 


3.1. В моей работе (7) была рассмотрена задача Гильберта в простран- 
стве в предположении, что поверхность, на которой задаются краевые 
условия, является геометрически замкнутой (гомеоморфной шаровой 
поверхности). 

В этом параграфе мы рассмотрим ту же задачу, но для поверхности, | 
имеющей край. 

Ограничимся рассмотрением трехмерного случая; в п-мерном простран- 
стве при п> 3 имеют место аналогичные факты без существенных изме- 
нений в доказательстве. 

Зададим в трехмерном пространстве И замкнутую (гомеоморфную 
шаровой поверхности) поверхность Л класса С. [см. (7), 2.2]. На А 
определим замкнутую (гомеоморфную` окружности) кривую Г класса Сь: 


1: = $: ($), 0<5< 
$: (0) =$(0), $, (5)>0 @=1,2,3), 


где $ — длина дуги Г. Эта кривая делит Л на два односвязных куска, 
имеющих Г своими краями. Один из них обозначим через Л,. Именно 
только на нем и будут задаваться краевые условия. 

Впрочем, в наших рассуждениях будет целесообразно оперировать 
понятием замкнутой поверхности Л, часть которой составляет замкну- 
ную поверхность Л!. Мы будем полностью пользоваться обозначениями 
работы (7) и ссылаться на отдельные ее результаты. По-прежнему Л 
и Л_ будут обозначать внутреннюю и внешнюю стороны Л. 

На куске Л, мы задаем три функции а(Р), 6(Р) их(Р). Пусть 
первые две из них имеют непрерывные частные производные (по коор- 
динатам, через которые эти функции могут быть выражены при помо- 


$ 
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щи равенств (1) п. 2.2 работы (7) и пусть а(Р)-Е 0. Что касается 
функции х(Р), то предполагается, что она такова, что ниже определяе- 
мый класс 5% не пуст. В п. 3.9 будут даны достаточно общие условия 
для этого. 


Определение класса 9%. Функция ГЕ5%, если 
1) 7 имеет обобщенные частные производные на В —Л,, 


2) ри- {3 (#7) В < < 


3) а], —6/ =х на Л., где }, и / — предельные значения на Л, 
соответственно изнутри и извне Д [см. ($), 2.4)], 


4) ла —=0, где у есть некоторый фиксированный прямоугольник *, 


| У 
| находящийся вне Л,. 


Класс %,, по определению, есть класс 9, когда х =0. 

Имеет место 

3.2. ТЕОРЕМА. Среди функций } класса % существует, и притом 
единственная, функция и, для которой осуществляется минимум вариа- 
ционной задачи 


шт 2 [7] = 2 [и]. 
169% 


Функция и — гармоническая на В— Л,. 

Эта теорема аналогична теореме 4.1 работы (7), и ее доказательство 
ничем не отличается от доказательства, приведенного в п. 5.4 работы (7) 
в случае Л. Нужно только убедиться в справедливости основной лем- 
мы 5.3 работы (7), утверждающей, что для произвольного шара ®с К 
существует константа с» такая, что 


нь < ИВМ для всех 76%. (1) 


Для этого берем произвольный шар ©, содержащий в себе Л! и 11. 
На основании леммы 2.9 работы (7) имеет место неравенство (2) п. 2.9 
работы (7), где С надо заменить на @ и вычеркнуть величину |ф|у.‹х) 
так как в данном случае справедливо неравенство (2) п. 5.2 работы (*), 

3.3. ТЕОРЕМА. Для того чтобы функция и удовлетворяла условиям, 
теоремы 3.2, необходимо и достаточно, чтобы и 65 и 


Е й -ав=0 


для всех | 69%, [см. (7), п. 5.5]. 

3.4. Мы будем считать число 0, настолько малым, что все нормали 
к Л на расстоянии |6|, не превышающем д,, не пересекаются, и каждая 
нормаль, выходя из некоторой точки ОЕ Л на расстоянии [5], не боль- 
шем 6, от этой точки, не встречает в другом месте А 


* В п-мерном случае — (п —1)-мерный параллелепипед. 
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$!< 5 имеют смысл координаты (0; 5) точек Р 
некоторой окрестности Л, где О есть точка Л, на нормали к которой. 
лежит Р, и 6— расстояние от Р до О, взятое со знаком плюс или 
минус, в зависимости от того, лежит ли Р внутри Л или вне. 

3.5. ТЕОРЕМА. Для того чтобы гармоническая функция и удовле- 
творяла условиям теоремы 3.2, необходимо и достаточно, чтобы и 6 %%' 
и чтобы для всех непрерывно дифференцируемых на А, функций ф имели 


место равенства: 


и [55% (©, 8) фа (©, — 8) Ф(@)4А =0, (1) 
| (6) 2-00) м. (2) 


где с, есть шаровая поверхность радиуса р с центром в начале коор- 
динат. 
3.5.1. Примечание. В теореме 3.5 равенство (1) (справедли- 


вое для всех функций Ф6 С, (Л)) можно заменить следующим утверж- 
дением. 


Существует убывающая к нулю, зависящая от и последовательность. 


чисел д, (А =1,2,...) такая, что имеет место равенство | 
Е д и 
Би \ [65% (©, &) — а 5% (©, — 5) ® (©) 44, =0 ) 
— 


для всех 6 (А,) [см. (°), 2.5]. 

3.6. Предположенные дифференциальные свойства поверхности (содер- 
жащей в себе, как часть, Л!) дают возможность выделить на Л доста- 
точно узкую (содержащую в середине линию Г) полосу, определяемую, 
при помощи криволинейных координат (5$, #) равенствами 


; 
4 = [и ($, 8) ((=1,2, 3, 0<%;<1 [2 <3т, т> 0), 
| 
| 
где. х;, — декартовы координаты полосы. При этом функции | имеют 
В указанной области непрерывные частные производные и кривая 


24 = 21 ($, 0) =$:($) @=1,2,3) 


совпадает с Г. Таким образом, $ есть длина дуги Г и Г делит полосу: 
на две части; одна из них — пусть соответствующая значениям # < 0— 
принадлежит Л:, а другая, соответствующая значениям # >> 0, принад- 
пежит Л. = А — А.. 

Обозначим через П° часть полосы, соответствующую изменениям 
0<;5<1 0<#<8<т. Очевидно, Л, + Пс Л есть продолжение А, 
на А через границу Г. 

Введем в рассмотрение поверхности Л и Л; [см. ("), 7.1], пред- 
ставляющие собой геометрические места точек, внутренних или, соот- 


+ В п-мерном случае о (рГ`”). 
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ветственно, внешних по отношению к Л, и отстоящих от Л по нормалям 
на расстояние 5. 
8 

Мы можем точки ОЕП® обозначать соответствующими парами чисел 

15, 2) (0351 0<<5). 
и (5) 5 

Положим Л’= Л, + П°® и пусть №® обозначает поверхность, со- 
стоящую из точек ее = (5, 5; и), где 0% 3, |и|<8. Очевидно, 
три куска Л, Аз и М образуют границу некоторой области С, 
содержащей строго внутри себя Л,. Область, внешнюю по отношению 


к этой границе и содержащуюся внутри шаровой поверхности о, доста- 
точно большого радиуса о, обозначим через Су». 


3.7. ЛЕММА. Пусть и и }—0ве функции, определенные на В— Л, 
Эля которых 


О [и] < о и [1] < ®, 


и пусть, кроме того, и — гармоническая функция на В — Л.*. 
Тогда имеет место равенство 


рт, = т [5% (©, 8) + @— = (©, —9/ @) А+ И 5-74, (1 
А, АЗ 

справедливое 

а) если функция ] ограничена в окрестности А, при непрерывном 
' стремлении 6 в нулю, 

6) в общем случае для некоторой зависящей от и убывающей к нулю 
‚ последовательности 6; (Е =1,2,...)**. 

При этом оба предела справа существуют. 

Доказательство. Применяя формулу Грина, получим: 


е 


Ры, Л = в Ро [и, Л = Би [| ди, / Аа ть \ ож ЛА] + 
зе А5 А 
+ Шиа \ ве ам а \ 2% удар = Шиа Гль Е ша Ав + №ш 1, (2) 
И ВИТЯ р > 9 > 
где п, — направление нормали, идущее от точки соответствующей по- 
`верхности внутрь области Сь». 

Существование третьего предела правой части (2) вытекает из того, 
что мы можем сначала перейти к пределу при р-> со, а затем при 
`5->0. Что касается первых двух пределов, то пока мы должны были 
бы написать Шт (115 -- /›5), но в дальнейшем будет видно, что суще- 
‘ствуют также и пределы отдельных слагаемых суммы. Мы будем раз- 
‘решать себе подобную вольность и в других случаях. 

Будем, как ранее, считать, что точки (0,5) при 5 > 0 находятся с 
‘внутренней стороны Л, а при 8 < 0— с внешней. Тогда если п обозна- 
чает направление внешней нормали к Льи Л_, то п совпадает с п: 
‘для точек Лз и противоположно по направлению для точек Л_+. 


* Эта лемма может быть распространена и на случай, когда и удовлетворяет 


более общему дифференциальному уравнению эллиптического тина. 
** Возможно, что и в общем случае это равенство имеет место при непрерывном 


стремлении бк нулю, но этого я не доказал. 
: я 
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В работе (7) (см. предпоследнее равенство в п. 7.2 и сноску к нему *) 
доказано равенство 


а [5% 74 — | э=79А-] = 
Аз ке 
— в у [2% (0,5) 1. (©) — 5% (@, — 9) 1. (@)аА, . 


где Л*с Л — произвольное, вообще говоря зависящее от 6 измеримое 
множество. Это равенство надо понимать в том смысле, что если суще- 
ствует один из пределов, то существует и другой, ему равный. 

Из равенства (3), полагая Л* = Л' + П®, получаем следующее ра- 
венство: 


. : ди ди 
ша Тв — — [55 (©, 5) 1. @а^ — 5, (0, —8)/. ©) а + 


И ди ди а : : к 
+ Би [2 (0,9) — ви (©, — 8) | +(@)4^ = Ши Г (8) Вш 1 (8), (4) 


где $(0) = /, (0) =/ (0) для ОЕП® с Ад.. 


На основании теоремы 2.1, 
1 
\ $(@ал =0($ Ш) (а), (5) 
п(5) 
С другой стороны, так как 
д д д 
2 = сов, 2) 9% + вов, у) 9%, 
то Ж* 
к ди \2 ы а 2 
Г |7 р и\? ди о 
\} (в) 448 <2\ | 5) +(5,) } 246 <= 
о п(5) о п (5) 
и для некоторой последовательности 6» —>0 


) [от а^ = г); (6) 


п(8к) 5; 5, 


поэтому из (5) и (6) следует: 


ивы < | ви (льал + || 2, вл | х 


п 8) п(б^) 


ху \ 2(04л->0 (8-0). (1) 
пк) 


* В указанной сноске надо читать: «это равенство» вместо «равенство (6)». 


** При достаточно гладком преобразовании координат конечность величины Д [1] 
сохраняется. 
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Аналогично, на основании теоремы 2.1, 


5 
12 ам) <е \ 
5 


е. —э-< 


(5 и ) аз аи = 0 (шт) ее 
(5) Е 


дес константа, и, В силу конечности интеграла, 
ди `\* тлт(5) 
=) а + . 
\ ) (5, А 
© м№(5) 
Так же, как выше, заключаем, что 


у (м) ам" =о °| тя (9 


№(8к) 5, би 


для некоторой убывающей к нулю последовательности чисел 8. 
Из (8) и (9) вытекает, что 


-(5к) 


ет = [о оелам" |< 


За ° 


<(\ пе ам)" ({ Рам “= О. 
(8%) 


у) 


Но тогда из (2), (4), (7) и (10) следует: 


В == те. (5%) -Н Ш Дь, 


р—со 


1 


. е. утверждение 6) леммы. 

Докажем теперь утверждение а). Допустим, что функция / удовле- 
творяет условию теоремы и ограничена в некоторой окрестности Лу. 
Тогда существуют положительные числа К и 5, такие, что для 6 < 8, 
функции ] и $, входящие в интегралы /[,» и [1›(5), не превышают по 
абсолютной величине А. Поэтому на основании леммы 6.1.6 работы (7) 


| 0б оценке гармонической функции 


НЕ 
2 


©) (5) < 
< *}0(5*) 0 (8—0), 


Ыб к (У \ И: ал - и\ ыы (©, — 9: 4А)0(*) < 
п(5) п(8) 


<о(5 *)0(5*)-0 (6—0, 


< (| 


ди 
К ) > 
№5) №5) 


"ато доказывает утверждение а) леммы. 
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3.8. Доказательство теоремы 3.5. Если функция и удовлетво- 
ряет условиям теоремы 3.2, то на основании 3.3 для нее имеет место 
равенство О|и, /] =0, какова бы ни была функция / 6%. Но тогда, 
в силу леммы 3.7, правая часть равенства (1) п. 3.7 для всех 6 №5 
равна нулю. 
Так как среди функций /6%, имеются и такие, что / =0 внутри 
некоторой сферы с центром в начале, содержащей Л:, и {/ =1 вне неко- 
торой концентрической с ней большей сферы, то 


р д д 2 
ша [5% (0, 5) 1+ (@) — 5% (©, —8)/- @|аА =0 (1) 
А: 
для всех функций / 6%, ограниченных в окрестности А, и тождествен- 
но равных нулю вне достатояно большого шара, и 
ь ди 
1 = в, = 0. 2 
ша бр 9 (2) 


В силу того, что функции /69%% имеют граничные на Л функции ], 
1 


и /, принадлежащие к классу Я»? (Л) [см. (7), 2.5] и удовлетворяющие 
соотношению 


а}. —6/_ =0, 


равенство (1) п. 3.5 имеет место для всех ограниченных функций 
1 


) 


ФЕЯ, * (Л,). В. частности, этот класс функций содержит в себе все 
непрерывно дифференцируемые на А, функции. Далее, из (2), в силу 
п. 6.1.2 работы (?), следует равенство (2) п.3.5. 

Наоборот, если функция и 65% удовлетворяет лополнительным усло- 
виям (1), (2) п.3.5 для всех непрерывно лифференцируемых на Л, 
функций ф, то обратным рассуждением [см. (?), 7.3] приходим к тому, 
что О[и, /]| =0 для всех /65%,, имеющих непрерывные частные произ- 
водные и образующих множество, всюду плотное (в смысле О [/]) в %., . 
поэтому и для всех /69%. Отсюда, на основании 3.3, мы заключаем, 
что условия (1), (2) п.3.5 достаточны для того, чтобы имела место 
теорема 3.5. 

К этому же результату, рассуждая как в п. 7.3.1 работы (7), мы 
придем, если будем считать, что функция и6% удовлетворяет усло- 
вию (1) п. 3.5 для всех непрерывно дифференцируемых на Л, функций. 

3.9. В заключение займемся вопросом о том, какие условия надо 
наложить на функцию х, значения которой определены на Л., чтобы 
класс 9% был не пуст. 


Если класс % не пуст, то на А — Л, существует функция /с О [Л < о 
такая, что 


а=Ь]=х а 0: 
Поэтому в силу того, что ],, /_, а следовательно, а/,, 6/_ принадлежат 
1 
22 й 
к классу Н, (А1), функция х необходимо должна принадлежать к клас- 


су я.) (А,). 
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(5+4) 11 
ПустьхЕН._* (А. (5 Е < 1) иа— 6 = Она Г. Тогда вдоль Г 


можно определить полосу Пьс Л., настолько узкую, что на ней 


а—ьЬ-0. 
Положим 
х 
уе ра < на Пь. 
(+ +.) : 
Тогда ]_ ЕН. (П5). Продолжим /_ на всю поверхность Л так, 


1 

= 
чтобы продолженная функция /_6Н,* (А), что возможно [см. (5)]. 
Затем определим на Л функцию /, следующим образом: 


ху Не +^ па А,, 


а 
ой на Л.. 
(+) (+) 
Очевидно, /, ЕН» (^,), Л, ЕН. (^.) и, кроме того, предель- 
ные значения |, на Г со стороны А, и со стороны Л» почти всюду 
совпадают, так как 


а (1) 


(у +*=0 на _Пь. 


а 
(+9 
Поэтому (см. добавление 5.1) /, ЕН. (А;). Теперь можно продол- 
жить |, внутрь Л и }— во вне Л так, что получится функция ], 
имеющая на А — А обобщенные производные с О [| < со. В силу (1), 


для этой функции имеет место равенство 


а}, —6} =х на Л.. 


1 
Е 
Мы доказали, что, если а—6 0 на Ги ЕН ДА класс 5% 


не пуст. 


$ 4. Задача Дирихле 


4.1. Для рассмотренной в $ 3 поверхности Л, с краем, применяя те 
же методы, можно решить задачу Дирихле, задавая на одной стороне Л! 
одни значения гармонической функции и на другой стороне — другие. 
Для случая, когда Л есть круг 2=0, 17 + у? <1, помещенный в про- 
странство точек (х, у, 2), такую задачу рассматривал А. В. Бицадзе (1), 
который получил эффективную формулу решения. 

Зададим на Л, две функции х, и х_ такие, что в А = В. существует 
функция /, обладающая следующими свойствами: 

1) / имеет на В— Л, обобщенные частные производные первого 
порядка; 

2) РИ = Ра Л <<, 

ЭД =х,, 7. = на А: 
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Класс функций /, удовлетворяющих условиям 1), 2), 3) при данных 
функциях х, и х›, обозначим через 9%. 

Если х! =х. =0.на Л., то положим % = %.. 

Имеют место следующие теоремы. 

4.2. ТЕОРЕМА. Существует минимум 


т ВЛ = В 4, (1) 
169% 


достигаемый для единственной функции и 65%, которая является гармо- 
нической функцией на В— Л.. 

4.3. ТЕОРЕМА. Следующие утверждения эквивалентны: 

а) Функция и (существующая и единственная по теореме 4.2) мини- 
мизирует вариационную задачу (1) п. 4.2. 

6) Функция иЕ 5% и для нее выполняется равенство 


Ри, Л=0 


для всех ГЕ Зц. 
в) Функция ие 5% — гармоническая на В — Л и 


$ (=) 45» = 04°) * (- о). 


4.4. Следствие. Существует, и притом единственная, функция 
и 65%, гармоническая на В— Л, и удовлетворяющая условию 1) п. 4.3 
на бесконечности. 

4.5. Приведенные теоремы доказываются аналогично соответствующим 
утверждениям предыдущего параграфа. Мы сделаем только отдельные 
| замечания по этому поводу. 

При доказательстве теоремы 4.2 (аналогичной 3.2) надо убедиться 
в справедливости для рассматриваемого класса 5%, леммы Пуанкаре, 
сводящейся к неравенству, аналогичному (1) п. 3.2. Но в данном слу- 
чае класс % есть часть класса 9%, рассмотренного в $3, поэтому 
нужное неравенство есть тривиальное следствие неравенства (1) п. 3.2. 

Эквивалентность утверждений 6) и в) теоремы 4.3 получается немед- 
ленно при помощи уже приводившихся рассуждений из равенства (1) 
п. 3.7 **, где надо считать, что и удовлетворяет утверждению 6) или в), 
а 6%, и принять во внимание, что в данном случае ], =]_==0. 

4.6. Приведем простой критерий непустоты класса 5%, дающий таким 
образом достаточное (близкое к необходимому) условие, которому должны 
подчиняться заданные на А, функции х 
место теоремы 4.2—4.4. 


‚ Их, чтобы для них имели 


Пусть 
(++) 
НА а (4) 
че 
жен" “(Ад (2) 


* В п-мерном случае о (р "). 
** В данном случае удобнее воспользоваться утверждением 3.7 6). 
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Тогда по теореме вложения [см. (5), 5.14] имеют смысл граничные 
функции 


ЗУ (3) 
фе =х_ ГЕН“ (Г). _ (4) 


4.6.1. ЛЕММА. Для тогочтобы для х, Их. можно было построить 


на В функцию }, удовлетворяющую свойствам 1), 2), 3) п. 4.1, необхо- 
димо и достаточно, чтобы 


ф1 = ф5 =ф почти всюду на Г. (1) 


В самом деле, из того, что ФЕН" (Г), следует возможность продол- 
’ жения функцижф на Л, так, что продолженная функция х, будет удов- 
' летворять свойствам: 
| 1 
| (++) 


| х.6 Нь? (АЗ), жи (2) 
| [ем. (5), 6.2]. 
| Построим две функции: 


| у На Ал, Е х_ на Л,, 
й х — х =— 
-Е х на А. х, на А. 


* 


Из условий (1), (3) п. 4.6 и (1), (2) п. 4.6.1 следует (см. 5.1), что. 
1 
кон. а, 
а из условий (2), (4) п. 4.6 и (1), (2) п. 4.6.1 вытекает, что 
1 
кент А). 


Теперь, снова воспользовавшись обратной теоремой вложения 
[см. (5), 6.2], можно определить на В функции ]\, ЕН“? (В) такие, 
что 

Вг=х, Рг=х. 


Обе эти функции во всяком случае имеют конечные, интегралы Дирихле: 


Ре [71] < ©, Вв[?|< © 


и так как 


х Ах ==, На Л., 


’то функция 


= внутри Л, 
ра |. вне И\ 


| ‹ обладаетсвойствами 1), 2) и З) п. 4.1, т. е. принадлежит к классу 5%. 
° 4.6.2. Заметим, что если одна из функций Пр к классу 
м: Е 

| (5-9 (Л,) (=> 0), но не принадлежит к классу Н2 (Л!1), то уже не су- 
‘ществует в В— Л, функции, удовлетворяющей условиям 1), 2), 3) п. 4.1, 
‚И класс %, соответствующий таким х, и х_, пуст. 
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$ 5. Добавление 


5.1. ЛЕММА. Пусть О <7 <, 1<р<ю, Е={—ю< 
< х,у< оо} — двумерная плоскость и 


В, = {— © <«х< о, у>0}, В = {— © <х<о, узо} 


— верхняя и нижняя полуплоскости. Пусть, кроме того, функция } (т, у), 
определенная на В, удовлетворяет следующим условиям: 
(7) (г) - 
1) ГЕ Нь (В.), ГЕНь (1; 
2) после видоизменения }(т,у) на множестве двумерной меры нуль 
‚почти для всех х имеют место равенства: 


Ша / (2, у) = Шш 7 (х, у) = $ (2). 8 
у-0о у-0 
У>0 у<о 

Тогда ЕН“? (В). 

Доказательство. Из того, что функция /6 Н(В,) (0<х < 1), сле- 
дует [см. (8)] возможность определить на А функцию ЕН“ такую, что 
} =) на В,. В силу условия 0 < ЗЕ < 1 функция 

ф=/ (2, 0+ 0) = 7(х, 0) 

28) Г 
принадлежит к классу Н› Г?’ (— оо, со). Больше того, функцию / 
‘можно видоизменить на множестве двумерной ‘меры нуль и после этого 
для некоторой константы с > 0, не зависящей от и›> 0, имеет место не- 
равенство [см. (?), теорема 4.1] 


со 


(|: уе у) — Фадраз? «в |у| >. и) 


Аналогично, функцию / можно продолжить с нижней полуплоскости 
на верхнюю и показать, что неравенство (1} также верно для у< 0. 
Далее, при А > 0 имеем: 


- 


0 | [У (е, у, +) — 14, урагау)? < 


<(} } и, у — 1, ура) + 


—^ 


= 


|7 (х У-+№ — 1 (2, УРа= ау)? + 


] 
_ 
+0 | ев еда) ТТ 1. (2) 


При этом, в силу того, что ЕН“ (В,) и ЕН.) 


п<а, в <а М, (3) 
где с, — константа, не зависящая от Й. 
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Вследствие (1), 


0 


Те <(} | [у ®)— фраз)" + +0 


1 


| 9—1 драг < 


А 0 Е 0, г 1 Ты 
<( \ с: 72-1 ау) Р ( \ саЙтРЫ—1 44)? = аи: (4) 
— —® 


Из (2), (3), (4) следует, что ЕН" (В). 

5. 2. Добавление к доказательству леммы 6.12 рабо- 
ты (7). При доказательстве этой леммы мы исходили из того, что гар- 
моническая вне единичной сферы (на <) функция с (конечным интегра- 
лом Дирихле разлагается в ряд по шаровым функциям вида (7) п. 6.12 
работы (7). Ниже поясняется, почему такое разложение возможно. 

Пусть и есть функция, удовлетворяющая условию леммы 6.1.2. 
Тогда функция 

ди 


9% 


(Аль) 


вк = 


— гармоническая на © и 
| ( | (9) < © ) 


поэтому для нее имеет место аналогичное неравенству (4) п. 6.1.5 не- 


равенство 
ъ 


| 2% (Р) = [Е < Ст, 


тде РС о, г В—1=|Р|—1, в, — шар с центром в точке Р радиуса 
г, с — константа, не зависящая от рядом стоящего множителя, и с, — кон- 
станта, не зависящая от положения точки Р, принадлежащей к внеш- 
ности ©, круга радиуса, равного 2, концентрического с ©. Но тогда, 
очевидно, существует константа с», зависящая только от и и такая, что 
для всех РЕО, имеет место неравенство 


[и (Р) < с›В. 


В таком случае и. 


о о-ы (0) (#4), 


р 


гармоническая внутри единичной сферы за исключением нулевой точки, 
удовлетворяет неравенству 


< <>), 


Ги потому ее можно представить в виде 


о == ее +, (р; 0), 


Где а, @1,..., ав — постоянные и ш, — функция, гармоническая внутри о, 
включая нулевую точку (см. по этому поводу (°), лекция Х, $2, лем- 
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ма 1 и теорема 4. При этом надо учесть, что в случее $-мерного про- 


странства исходное неравенство |и| < —= а 1, сформулированной 

для трехмерного пространства, надо заменить на неравенство 
А 

[18| - те ЕВ 


Таким образом, 
и (В; О) = в + п— 2) Эла о и, (=; 9), (1) 


т. 
где со$ 09; = Е В силу того, что функция и и последнее слагаемое пра- 
вой части имеют на © конечный интеграл Дирихле, константа 


Ура с05 0, = 0. 


12 


Этим доказано, что при условиях, наложенных леммой, 


и (В; 0) = &- Е ш. (в :0), 


где ш, (о, 0) — гармоническая на единичном шаре с функция с конечным о 


интегралом ([% [ш,]) Дирихле. Теперь возможность разложения 1, в ряд 
по шаровым функциям ф,(0), сходящийся к ш, в смысле среднего квад- 
ратического, доказывается без труда. 


Поступило 
8.ХП.1959 
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В. К. ДЗЯДЫК 


О ПРОБЛЕМЕ С. М. НИКОЛЬСКОГО В КОМПЛЕКСНОЙ 
ОБЛАСТИ 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


| В работе детально исследуются свойства линий уровня для областей 
| с угловыми особенностями, устанавливаются неравенства для произ- 
водных от многочленов, ограниченных на границе положительной не- 
прерывной функцией, и доказывается обратная теорема приближения 
функций в областях с кусочно-гладкими границами. 


$ 1. Введение 


В 1911—1912 тг. в известных работах Д. Джексона (1), (?) и 
с. Н. Бернштейна (3) было установлено, чтодля того чтобы периодиче- 
ская с периодом 2* функция ](1) имела т-ю производную /“”(!), при- 
надлежащую классу ра (0 <«х< 1), необходимо и достаточно, чтобы 
при каждом п =1,2,... величина наилучшего приближения функции ] 
при помощи тригонометрических полиномов Т„({) порядка не выше п 
удовлетворяла условию: 


Е» ()) = тах [1 (0) — ТН (О, (1.1) 


где Т» (#) — полином наилучшего приближения в метрике С функции ] 
при заданном п и А, — постоянная, не зависящая от п. 

В этих же работах был рассмотрен также случай приближения не- 
периодических функций / (5), заданных на некотором сегменте [а, 6] при 
помощи обыкновенных многочленов Р„(х), однако полученные при этом 
результаты не были окончательными, так как найденные достаточные 

Условия принадлежности функции / классу Глра (0 <«<\1) не совпа- 
‚ дали с полученными необходимыми условиями. Объяснялось это прежде 
| всего тем, что в непериодическом случае, более сложном по сравнению с 
периодическим, невозможно, как правило, полностью охарактеризовать 
непрерывные свойства функции и ее производных при помощи последо- 
‘вательности наилучших приближений {Ё„(/)} этой функции. В частности, 
‘в этом случае не существует никакой убывающей функции натурального 
аргумента ф(п) такой, чтобы условие 


Е, (< А. Ф(п), А = с01%%, п=1,2,..., 
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оказалось (подобно периодическому случаю) одновременно необходимым 
и достаточным для принадлежности функции ] (1) классу Мра (0 < я < 1). 

Первый существенный сдвиг в этом вопросе после упомянутых работ 
Д. Джексона и С. Н. Бернштейна был получен только в 1946 году 
С. М. Никольским [см. (4), стр. 307], который показал, что для функ- 
ций, удовлетворяющих условию Глр1, теорема Джексона в непериоди- 
ческом случае допускает усиление в том смысле, что для всякой функ- 
ции /(5) из класса [1р1, заданной на сегменте [—1, 1] и ограниченной 
по модулю числом 1, можно построить для любого п =1,2,... обыкно- 
венный многочлен Р„(5) степени < ип такой, чтобы выполнялось нера- 
венство 


У — Рыб) < [УГ +0(№ |. (.2) 


Из этого результата, в отличие от теоремы Джексона учитывающего’ 
положение точки х на сегменте [— 1,1], следует, что для построенных | 


многочленов при |2|->1 отклонение |/(2)— Р„(х)|, вообще говоря, 


> пл 
уменьшается и становится величинои порядка ея 


Исследования в этом направлении были позже продолжены в работах 
учеников С. М. Никольского: А. Ф. Тимана (5), ($), (?), (2?), В.К. Дзя- 
дыка (3), (°), (23), М. К. Потапова (15), Г. К. Лебедя и др. | 

В 1951 г. А. Ф. Тиман (5) показал возможность дальнейшего усиле- | 
ния теоремы Джексона в том смысле, что для всякой функции / (5) из | 
класса [ро (0 <<), заданной на сегменте [—1,1] и ограниченной | 
по модулю числом 1, можно построить для любого п =1,2,3... обык- 
новенный многочлен Р»„(х) степени < п такой, чтобы выполнялось не- | 
равенство 


У) — р. <. (ИТ) + (181), * 
где С — постоянная, не зависящая от п; в том же году в работе ($). 
Тиман обобщил полученную теорему на функции, имеющие непрерывную ! 
г-ю производную /” (5) с заданным модулем непрерывности ‹, (5\. 

В 1956 г. нами было доказано [см. (3)], что условия (необходимые), 
полученные А. Ф. Тиманом в работах (5) и (8), являются не только не-! 
обходимыми, но и достаточными для того, чтобы функция } (5) имела | 
г-ю производную, принадлежащую классу ра (0 < а < 1). 

Кроме того, в работах (3) и (9) нами получено необходимое и доста» |) 
точное условие для того, чтобы функция ](2) имела г-ю (г>0) произ 


* Этот результат служит, очевидно, усилением (в отношении порядка г 
слагаемого) и обобщением результата С. М. Никольского (1.2) и подтверждает вы! | 
сказанную С. М. Никольским гипотезу о существовании для функций класса Шр’ И 
процессов приближения таких, чтобы выполнялось неравенство И 


п 


1) —Р, (2) < и(уг—= 2+2), 


где С — постоянная, не зависящая от п [см. (11), стр. 9]. 
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р и 


водную /") (1), удовлетворяющую условию: 
| (е +) — 277 (2) + 7 (&—№) < 4, 


(а также условию Д} /” (2) =о(1)). 

Отметим, что некоторые из результатов работы (8) были обобщены 
Ю. А. Брудным и А. Ф. Тиманом на функции с более сложным моду- 
лем непрерывности [см. (??)] и что, с другой стороны, автором была 
получена, теорема [см. (?3)], которая усиливает результаты А. Ф. Ти- 
мана, относящиеся к усилению теоремы Джексона [см. (°) и (?)]. 

Условимся впредь [называть, задачей Никольского всякую задачу, 
в которой при помощи учета положения точки х удается установить 
зависимость {в ту или иную сторону) между непрерывными свойствами 
функции ](5) или ее производных и величиной разностей 


ОР) = Ред пы. 


при некотором выборе последовательности многочленов {Р„(х)}. Тогда 
каждый из предыдущих результатов можно будет рассматривать как 
‚ решение задачи Никольского в том или ином конкретном случае. 
| В частности, в настоящей работе делается первая попытка подойти 
1к решению задачи Никольского для случая функций }(2), являющихся 
: аналитическими во внутренних точках некоторого множества 9% с кусоч- 
'но-гладкой границей и имеющих в каждой точке 2 границы С, этого 
' множества производную 7г-го порядка (7 — делое >0) /® (2), удовлетво- 
| ряющую условию Липшица степени © (0<а«< 1) *. 
В $2 дается определение множеств типа (А”). Затем производится 
гдовольно тщательное исследование свойств линий уровня для областей 
‘© угловыми особенностями, представляющее, на наш взгляд, и самосто- 
‚ятельный интерес. В конце $ 2 приводятся примеры множеств типа (А*"). 
В $3 устанавливаются неравенства для производных от многочленов, 
‚ограниченных на некоторых континуумах положительной непрерывной 
[функцией. Эти неравенства служат обобщением некоторых неравенств 
ГС. Н. Бернштейна [см. (12), стр. 498, неравенство (10)], Г. Сеге [см. (“*), 
тр. 51—52] и автора [см. (8), стр. 636, теорема 2’]. Основной в этом 
параграфе является теорема 3.1. 
В $4 на множествах типа (А“”) устанавливается основная в этой ра- 
боте обратная теорема приближения функций класса ШМро (0 <а< 1} 
в комплексной области с угловыми особенностями. Эта теорема содер- 
жит в виде частного случая упомянутую выше теорему автора [см. (*), 
хтр. 636, теорема 3], относящуюся к приближению непериодических 
ункций на отрезке [—1,1]. С другой стороны, она содержит в виде 
настного случая обратные теоремы, полученные для областей с анали- 
тическими границами В. Е. Севеллом [см. (15), стр. 100—108]. Отметим 
также, что эта теорема имеет ряд точек соприкосновения с результатами 


а также (21), теорема 3.1]. 


* Эта проблема была поставлена С. М. Никольским на Ш Всесоюзном матема- 
тическом съезде. 
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$ 2. Определение и примеры множеств типа (А“”) 


1°. В этом параграфе мы введем в рассмотрение множества, которые 
в дальнейшем будут играть роль множеств определения рассматриваемых 
нами функций. 

Пусть 9 — ограниченное замкнутое множество с односвязным допол- 
нением С, граница С, которого состоит из конечного числа жордановых 
дуг, и пусть $ф(2) =$(2; %) — функция, осуществляющая конформное 
отображение внешности 5% на внешность единичного круга с центром 


. 2 

в начале так, что Пи 2) существует и равен некоторому положитель- 
2—0 

ному конечному числу: пусть, наконец, х (1) — функция, обратная 


к $(2). 
Обозначим через Св(В 1) * линию уровня |$(2)|=В, а через 
6 (2) = рр (2; №) и бр (2) = ов (2: %) для всех 2 @С, и 2@Е Св — величины 


ре (2) = ша |2’— |, р; (2) =мщ| 2'—2|. (2.1) 
2'6Св 2'ЕС: 


Условимся говорить, что множество 5% обладает свойством (.“), если 
существует число В = В (5%) > 1 такое, что 


1) каждая из линий уровня Св(1 <А<А) может быть разбита на 


конечное число М = М (5%) дуг с О Ь в на каждой из кото- 


рых длина $(21, 25) частичной дуги между произвольными двумя’ 


точками 2, и 2. не превышает расстояния между этими точками, умно- 
женного на некоторое постоянное число А. = А. (5%): 


< (има) == |2 << 44| №1], 2,2601, 2,... М) о Ш 


21 


2) для всех 26С, и 26Сь при 1<А< В, < В выполняются соот- 
ветственно неравенства 


2) [9 [АФ (21—21 А (0, 9 [#—$+[к+@]|| < 49 


в) Ара (2) < 197 а - | ,, 2=9 |2 |*, 


где А, = А, (9%) и А, = А, (9%) — постоянные. 

Назовем множеством типа (.“”") всякое множество 9%, которое обла- 
дает свойствами (А") и, кроме того, удовлетворяет условиям ***: 

3) на всякой дуге 212. границы С, данного множества найдется по 


крайней мере одна точка 2” такая, что при всех 26212. и 1<В«А. 


* При В =1 получаем границу С, множества 3%. 
** Отметим, что точка $ф` [Виф (2)]6 Св.в,- 
*** Примеры множеств типа (.4**) даются ниже в теоремах 2.2, 2.3, 2.4. 
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будет иметь место неравенство 
Св (2) < Аврр (2"), (2.4) 


где А, = А% (С!) — постоянная, зависящая только от границы С1; 
4) если 2 — произвольная точка кривой С\, то при каждом [> 1 
(Г, = с0п$6) и р всех 1 = п-в во всех точках 2, принадлежащих 
1 
той же части С} (1=1,2,...,М), что и точка 2, и находящихся в 
круге радиуса Гр; (25) с центром в точке 2, будем иметь: 


А, бр (0) < ры (2) < Азрр(2о), (2.5) 
тде А, и А, — постоянные, зависящие только от вида кривой С; и от 
числа /.. 

Не вдаваясь в анализ необходимости или независимости приведен- 
ных условий, отметим, что они обеспечивают определенную равномер- 
ность в поведении линий уровня в достаточно малой окрестности любой 
точки 26С,. В частности, неравенства а) и б) условия 2) показывают, что 
| ов (2) и 6в(2) являются величинами того же порядка, что и вели- 
чина [2—2|, если только при конформном отображении ш = $ (2) 
| образы точек 26С, и 2 ЕСв находятся на одном и том же радиусе 


| так, что 2 = ф [В 5(2)] из =х [5 ©] . ` Этот факт будет иметь для 


‚ нас большое значение, ибо, не в пример функциям р». (2) Иры (2), функция 
2—2=9 [Во(2)|—2 является аналитической во всех точках 2, расно- 
‚ ложенных вне 9%. 

Условие 4) показывает, что если 2,6 С:, то в окрестности этой точки 
Г радиуса Го, (25) (Г, = 0086) величина р} (2) может измениться, например 
‚уменьшиться, только в конечное число раз. 

Целью этого параграфа является установление того факта, что суще- 
уют конкретные важные классы множеств, являющихся множествами 
мгипа (.4”). 

Нам потребуется следующее обобщение линий уровня Св. 

Пусть 5% — произвольное (не обязательно ограниченное) замкнутое 
множество с односвязным дополнением С, и пусть а — какая-нибудь 
точка из С: а6С (в частности, а может равняться оо). Тогда если 
какая-нибудь функция $(2) =$(2; %; а) отображает С на внешность 
единичного круга так, что $ (а) = <о (этими условиями функция ф (2) 
точностью до множителя ей*, х > 0, определяется, очевидно, однозначно), 
о линии, в точках 2 которых имеет место равенство |ф(2)| = В, будем 
азывать также линиями уровня множества 5% и обозначать через 
в (%; а) или же Св, а= Сев. 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА 2.1. Пусть К — множество точек плоскости 3, 
ключенных между осью ОХ и лучом, выходящим из начала и об разую- 
. им с ОХ угол (2—В)т, где 0<В< 2. Тогда если ф (2) конформно отоб- 
пжаст внешность К на внешность единичного круга так, что 


д И: / 5 
а а - - а 
РР А =иео, 0. линии Св\К;е .* ) ‚ В > 1, в некоторой окрестности 
Пьчала удовлетворяют всем требованиям, налагаемым на линии уровня 
можеств типа (А”) [т. е. условиям 1) —4)]. 


' Известия АП СССР, серия математическая, № 5 
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1 
Доказательство. При помощи преобразования 6 = 28 внешность 
множества К переходит в нижнюю полуплоскость плоскости 6 *, а при 
помощи преобразования ш = — Е полученная полуплоскость перехо- 
дит во внешность единичного круга. При втором из этих преобразова- 
ний прообразами окружностей |#|= В (ВЕ > 1) в плоскости 6 будут, 
как легко проверить, окружности 


о р, 
= — ЕЕ ие 


п 
р ее (В—1) 2® 
[: | 60, я, (2.6) 
каждая из которых имеет радиус, равный 
бане М ММ 
В Аа 
и отстоит от начала при # =0 на расстоянии 
В т 
Е о 
В плоскости 2 прообразами окружностей |ш|= В будут при 


п > 
+6 [0, т ЛИНИИ (позже мы увидим, что эти линии деиствительно 


бб 
являются линиями уровня Св(К;е * }) 
В2-{-1—28В с08 (В-1 


Е : Се 6 ан (ВЫ Е (2.7) 
или, в параметрическом виде, 
=|$ с0зт, у=— | эт, (2.7’) 
где 
о 
= (Е — 1} = 
в 811? (В — 1) >. 
ыы (1) ЗА (ВАН и (2.8) 
к В? 1—2 003 (В — 1) (В— 1)? в—1 
О ват = Вага [ое ты: 


и, значит, при #6 [0,1] и В->1 


1 =ОКВ- +, = 0 (вов) = (а); (2.10\ 


при этом здесь и дальше мы будем обозначать через О () положитель- 

ную величину, которая равна О (*х), но отлична от о (а), т. е. 
<0(а) < Аьх, 

где 4, >0и 4. > 0. 


” Если только считать, что для всех 2, которые находятся вне К, в" < 
= 91020. 


чет хчЕ 
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Отсюда после некоторых довольно громоздких, но не сложных вы- 
числений, получаем: 


а|<| 28 (В+ 1) зщ (В — 1) 


4 (В+ 1) У 4 6-1 — 48 (28-1 с03(А— ТЕ’ 


.1 
ат р 28(В—1) [28 — (№41) соз(В—1)Н (2.11) 
@ Г Ва 6-1 —4В (В 1) 005—101’ 
И. 28 : 

Е В ое | (А + 1) зщ (В— 4) #608 * + 

-- (В? + 1) соз (В — 1): — 28] зщ *}, Е 
И 
И (и (®—1) 

— (В? + 1) зщ (В — 1) 1зщ*}, (2.14”) 


[688 — 1): — 28 [совт— и (А — Пэт т 
Е В -1 т 
мп (А — 1) 2008 + [с08(В —1)#— т 91 


а Гау\ _ 1 ь р 
(2) — {31 (А —1)Ес0озт- [...] яп}? (т (В — 1) 1008 =-- 


веет |) ([008(Е 93 ет) вт) — 


— зщ (В — 1) 1008" (В — 1) зщ (В — 1) #608 — 


+ [с08(&—1):— 


Ге 
з 26 
—(В— 905 (В — 1) 19 т) — ([08(В—1)#— дет | с0в*— 
| Е : а 
| — (В — 1) 9 <) (—51 (А — шт + 


+ [608 (В —1) — вет | с0814% + (В — 1) 08 (В — 1) 1608=— 


— (В — Оз (В — 1) 13 =} = 


- [= + — с0$ (В — 1) — 


г {911 (В — 1) 1с08т-+...}?2 В 1 


ав —(®- [1 — г (в 11| = 


И: о Еее 2 1) с08(В — 1) —28] — 
ее. а ИЕ | ) ] 


— (В 12-28 (В+ 1) со (В—1) 0 = 


Вы! Е С 
— зш(А— 205031...) (8+1 2 ВЕ, 


г. ©. 
| ее ЕЕ НЯТЕ ? 
41 \ах 2500 (В— 1) 10зт+ [ов (п—#— ра т |9} (82-1)? 
я 2.12 
х [121 * |. __ 
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Воспользуемся полученными соотношениями сначала для качествен- 
ного исследования кривой (2.7’). 


п 
—в — : 
а) Так как в силу (2.7) — (2.9) 2—е ° при В -> оо, то линии (2.7’) 
ь —8 —^ 
действительно являются линиями уровня Св (К; е 2). 


6) В силу равенства (2.12), при В< 1 производная (2) является 


отрицательной при всех {. Если же В> 1, то эта производная будет 


В В 
в—1\ 5 ры 
в г)" и отрицательной при |2| > И т р) , 


а [а 
или, что то же самое, производная а) будет положительной при 


В ИЕ и отрицательной при |6 | ИЕ. 

Случай В =1 мы не будем рассматривать, ибо в этом случае отобра- 
жение # = (2) является дробно линейным и все утверждения леммы 
проверяются без труда. 

в) Из (2.11”), принимая во внимание (2.9), выводим, что 


положительной при |2| < (1 


(6) Е Юз ебли В 1, 
а > 2 <0; если. № 1 


г) Если 4 чи то 
2+ 1) с05(В--1)Е—28В =(В— 1) — 28 вы Ее, 
и с 


Поэтому если { настолько мало (>> 0), что [см. (2.9)] 


В --1— 28 с03 (В — 1) 


> - 


< = Вагс во и 
8 Из (И 11 о 


то первое слагаемое в фигурных скобках правой части (2.11”) будет < 0 


а 
следовательно, в этом случае 5 сх 0. 


| 
В --1— 20 с03 (В — 1) 1 т 


И 


’ 


Если же 


= Вагс (5 


Ви — 11 8 | 


ит_> 0, то, учитывая, что при всех а > 0, В> 1, а < > имеет место 


неравенство (2 Вх > Во, в силу (2.9), получим: 


[(В? - 1) со (В — 1): —28] соз* — (А? - 1) зщ (В — 1) ёзт* < 


< вов (А сов (В — ПЕ 28 — (О `й 


ПРОБЛЕМА С. М. НИКОЛЬСКОГО В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ 705 


о мы о — Бр 


РИ = < сов (В? | +09 Е О. 


ау 
Следовательно, и в этом случае ры 0. 


Таким образом, если В >> 1, то, например, при всех 2#6(0,1] имеем 
| ‚- От е@ у ты при возрастании &. 


д) Докажем, что сы О при всех 26 (0,1] и ВЕ{0,2) *. Предположим 


сначала, что В> 1. Рассуждая от противного, обозначим через # пер- 


вую, а через (> Е) — последнюю точку и в которой г = 0. 


'Так как при ВТ и 2С(0, 1], в силу г), — У < 0, то мы найдем: 


Учитывая, что при & =1, в силу (2.10), =0О(ВК— 1), заключаем; 


ах 
что (=) > 0 и, следовательно, {” < 1. Отсюда, принимая во внимание 
=! 


-. а 
6), найдем, что производная 5 должна вначале возрастать (ибо 
- 0 ф. б %* 
‚ вначале ты —) > 0), затем, при подходе к точке, — убывать** и, нако- 


‚ нец, при отходе от точки {” — опять возрастать **. Мы пришли к проти- 
ау 

воречию, ибо, согласно 6), для случая В > 1 производная 2. На отрезке 

(0,1] только один раз переходит от возрастания к убыванию ***. 


Пусть теперь В<1. Представив выражение в фигурных скобках 
{2.11’) в виде: 


(В? -- 1) зв (В — 1) Ес03*- [(Ё? -{ 1) соз (В — 1) — 28] зт* = 
= (А? - 1) эт [*- (В — 1) И — 2А зщ < = 
= (В? -| 1) зт [*-+ (А— 1) И— (Е-- о. — 1) чат = 


= 2 (В -- 1) еоз [+ (®— 1) | 17 В — 1)? шт 


и учитывая, что т=85 <> при Е=0 и что < В уже при # > А—1, 


4 - 
мы видим, что и в этом случае =: > О при всех ЕЕ (0,1]. 


* При! > 0и при =1 ео в силу (2.11*) и (2.9). 


** По крайней мере в некоторых точках. 
*** Следует иметь в виду, что величина || при Е (0,1], в силу (2. 8), монотонно 
возрастает. 
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Таким образом, при всяком ВЕ (0,2) и при всех ЕЕ (0,1] = Ол. ©. 


абсцисса х кривой (2.7’) монотонно растет при возрастании # от 0 до 1.. 


е) Из 6) и д) следует, что если В < 1, то 


а /ау 

49 _ 4 (=) 
47? — ах 
@ 


<0 


в 
при всех Е6(0,1], а если В> 1, то о при < (51)? и и 


В 
и 
при [21 (=)? и #6 (0,1]. 
Таким образом, если В < 1, то кривая (2.7’) является вогнутой при 
всех #6(0,1], а если В>1, то эта кривая является выпуклой при 


[2 < (= Е и вогн той при |2 > (=) 
В+ Е в+1/ 
ж) В некоторой окрестности точки { =0, не зависящей от Я (лишь 
| 
бы В было достаточно близко к 1), при возрастании #(#Ё >> 0) | ы моно- 


тонно убывает. 
В самом деле, если В > 1, то 


8 
а 
тЫ производная - монотонно возрастает 


при возрастании #, оставаясь при этом отрицательной, ибо при В > 1, в 


и, кроме того, при |2| <( 


4 а 
силу г) и д), производная и Е Е. ТО 
Если же В<1, то, принимая во внимание тот факт, что кривая 
(2.7’) при ЕЕ (0,1] является вогнутой и, следовательно, | сначала мо- 


нотонно убывает, а затем, обратившись, быть может, в нуль в некото- 
рой точке, начинает вместе с |у| =|у(#)| монотонно возрастать, а также 
учитывая, что в силу (2.7”) и (2.10) 


Ут =0(вЫ—1), |949 |= О(Вф1- = 
= (В— 1)0[&-+ В— 1)8°-1, 


мы заключаем, что в некоторой окрестности точки { =0 при всех #> 0 


[9 (6) [>19 (1) |. 


Отсюда и следует, что при всех # из этой окрестности выражение 


Чу 

ах 

монотонно убывает. 
3) Касательная к кривой (2.7’), имеющая при # = 0 угловой коэффи- 


. И ь 
циент, равный се”, является, как легко проверить, перпендикуляр- 
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ной. к,биссектрисе множества К, которая делит эту кривую, очевидно, 
на две симметричные части. 

Общая картина поведения кривых (2.7'’) при разных В (1< В, < 
< В. <... «оо) и В изображена на рисунках 1 и 2. 

Здееь и в дальнейшем мы будем рассматривать только часть кривой 


(2.7’), расположенную непосредственно под осью абсцисс и отвечающую 
достаточно малым значениям # >> 0. 


РРР 
РИС: 1 Рис. 2 


Пользуясь полученными свойствами кривой (2.7’), приступим к дока- 
ательству леммы. 

Так как, согласно свойству ж), в некоторой окрестности нулевой 
точки 
ау 
ах 


у! -- (=) < с05ес Е 


и, еледовательно, при В-=1 длина дуги кривой (2.7’) между двумя 
произвольными точками этой кривой не превышает расстояния между 


и 


< 41 | [298 р 


’ 


то 


п 

2 
++ 

ности начала удовлетворяет условию 3) для множеств типа (А“”). 


’: 
этими точками, умноженного на созес В -_, т. е. кривая (2.7”) в окрест- 


Далее, так как р монотонно убывает, то кривая (2.7’) в некоторой 
ЕЯ 


окрестности начала удовлетворяет ‘условию 3) для множеств типа (А“”). 
Докажем, что для множества К в некоторой окрестности начала вы- 
%* 
полняется условие 4) для множеств типа (А“). 
Действительно, положим [/ = 102 (>11) и, предположив Ё доста- 
р ба ми. 
точно близким к единице, например 1 < А < —т^› Рассмотрим два та- 
ких случая: 
а) пусть #> Г/ (В — 1), #<1 и Е находится в окрестности, где имеет 
место свойство ж). Так как при #> Г’ (В —1), #<1, в силу (2.9) и в 
силу того, что Взш (В —1)#> (В 


в) в И 
т = Вагс тт о <. В 1 в 
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{8—1 в 8 
И 


то, вследствие (2.11”) и ж), получаем: 


[9 — 2? | ие 1] созт — за [17(В— 4] шт 


ау И |1 


гу | — 
4% | | [1' (В — 12] сот ее — 298 | (В— 19] ва < 
ЕЕ А : 
- к О 
= 1/(В— 1)? созт зы 4(1 = в)” 


Поэтому кривая (2.7') во всех точках 2 *, соответствующих значениям 
:>Г(В—1) (но не очень большим), наклонена к оси абсцисе под 
1 
углом <; агс 4 г. 
6) Пусть <Ё(В— 1), > 0. Так как в силу (2.8) и (2.9) 


[$ =0(В—1), 


7 


А <т<В- (А — постоянная > 0), (2.14) 


2 


Га = ОВ — 1)" 


) 


= 


то, вследствие (2.7’), найдутся две положительные постоянные Аци 415 
такие, что для всех 2 (1) = (1 - И) (#) при Ё6[0, // (В — 1)] будем иметь: 


Ав (В--1* < шт |у(0< шах |у@|<«Аь(В- 1. (2.45) 
0<Е5Ё(В—П) 0<#&1/(В—П 

Из этого неравенства и результата, полученного в случае а), легко 
заключаем, что действительно в некоторой (фиксированной) окрестности 
начала величина’ р; (2} в окрестности О (25; Гор (25)) произвольно взятой 
точки 2.6 С, не может изменяться больше, чем в конечное число раз 
(точки 2 и 2 находятся на оси абсцисс), что и требовалось доказать. 

Наконец, установим, что для множества К в некоторой окрестности 
начала выполняется условие 2) для множеств типа (.А“"). 


11 
Убедимся сначала, что если А <; 0и1е (0,1], то произвольно взятой 


—> 


точке # на кривой Св(К; с *), 2=|$[е-" будет отвечать (на оси 


1 = 
абсцисс) точка 2 = -[=$(2)|, отстоящая от точки {8 не больше, чем 
на 3(В— 1): 


[2—8 |534). (2.16), 


Действительно, точки 2 и 2, согласно определению, являются при 
обратном преобразовании 2 = $ (№) внешности единичного круга на’ 


внешность К образами точек ш и ш, которые находятся на одном и том | 


* Здесь мы точки кривой (2.7’) обозначаем через 2, чтобы отличить их от точек 
2 границы множества К. 
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же радиусе (и, следовательно, на прямой, проходящей через начало) и 
расположены, соответственно, на окружностях |ш| = Аи |ш]| =1. 


Точкам ш иш в плоскости 6, в силу преобразования ш = — 2 


соответствует точка ©, определяемая при 
данном { формулой (2.6), и точка (6, кото- 
рая находится на пересечении ‚окружности, 
проходящей через точки #, —Еиб с осью 
абсцисс. у 

Для доказательства неравенства (2.16) 
проверим сначала, что 


ВЕР (2.16') 


Проведем в плоскости 6 окружность (2.6) с 
В+ 1. 
центром в точке р = — „4 и радиусом, 
28 
В* —1 
в силу (2.6) парам-тру { соответствует угол 
АРС, равный (В—Т)Ь и так как ВО = 


равным АД = (см. рис. 3). Так как 


ря о 
т АС? _ ыы: 
= +8 — в0) а Ай Во 
8—1 8—1 
к вт (®— 1) _ 3 
ОМ = Абеь ОМ (»—0М)=1, ии 
= ре в 2г\2 2 
= ом — дб = ВО (пп «(1 (т) 


Из (В) и (7) вытекает, что 
—#|=|Мб—и<|МО— 461 +146 —П<(Е— 11 


откуда следует, что 


2—1 = | М0 — 18| = | МО— ЦЕ +8(МО— 1) 8—1 <3(В—1) 8, 


где 0 < 68 <1; неравенство (2.16) доказано. 
Чтобы убедиться в выполнении неравенств а) и 6) условия 2) для 
множеств типа (.А“°), нам нужно доказать, что величины 


ра (2), Ра @) и [2—2 = |9 1—2 = [2—9 [1$ @)]| 
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могут отличаться друг от друга не больше, чем на положительные мно- 
жители, ограниченные сверху и снизу положительными постоянными 
равномерно по всем 26С\ и > 1. 


Возьмем какие-нибудь две точки 26С,(К; т) и = ф [ВФ (2)] 6 


к 
—18 = ы 
6Св(К;е 2?) и обозначим ‘через 6 и 6 точки, соответствующие в пло- 
<коести 6 точкам 2 и 2: 


3 — 
(28 > Ола = 2 Р., 


Тогда, обозначая через 1 = 1 (6, 5 произвольную жорданову дугу, с0- 
единяющую точки 6 и 6,"а через 1 =1(6, () и 1=1 (©, С)— произвольные 
жордановы дуги, соединяющие соответственно точку 6 с какой-нибудь 


точкой С ЕСЕ и точку С. с какой-нибудь точкой С’6ОХ (см. рис. 3), оче- 
видно, будет иметь: 


> 


2—1 =шш | МОРЯ, (а) = шит ВОР, 


(о (5, 2) (2.17) 
в (2) =шш \ ВСР. 
Г Пе 
Так как при И, достаточно близких к 1 (например, при 1<В< — ; 


и 16 (0,1) каждое из расстояний от точки М = до дуги ВЕ, © одной 
стороны, и от точки А = до прямой ОХ, с другой стороны, превыша- 
ет число й, равное половине длины дуги АМ, то мы легко получим: 

а) если ОМ 2 и В>1, то 


(Ва | |4 


мост О В >В) а 2 п \ |[> 
бв я | СГ @ а т 1.5 
1.5 
а’) если ОМ > 2№ и В< 1, то 
ров 194), 
я «0 | >В \ $8148 > Виа |125 |145 [2—2 
Риш | [СР [Е Те 
це.9 


6) если ОМ <2, то ОМ < В— 1, ибо в этом случае, в силу (=), 


ВС (ВАО О. 
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<ледовательно, |6|=0 (В — 1) и 


Ра (2) = Вий ) т | 
(28) 

рн (2) =Вшш \ |148 
Е.О 


= ОКЕ —4)*] > Аз | 2—2 , 


где А;,; — некоторая постоянная >> 0. Так как неравенства 


ра (2) < |2— 2] 


М: (2) < | 2—5 
ючевидны, то 


ра (2) =0(|2— 21|) 


Ра (2) =0([2—2|) 
и, значит, также 
рь (2) = О[рь (2)]. 


Неравенства в) в условии 2) для множеств типа (А“”) доказываются 
аналогично. Лемма полностью доказана. 
’Учитывая, что в силу (о), (В) и (2.10) 


|2—2| = ша | вс 45 = 


(5, 5) 


= ово [Еве] = в пов, 


- 1 
ав силу (2.16) |2| =О{|118) и, следовательно, # =0(|2|8), и принимая 
во внимание, что при произвольных а>0, 6>0 и $>0 имеет место 


_©м., например, (8), стр. 625] соотношение: 


(а-- 5) =0 (а* +), 


мы заключаем, что 
я 8—1 
О в й 


Поэтому, полагая в лемме « =2— В, мы получаем 

Следствие 2.1. Пусть К — множество точек плоскости 2, заклю- 
ченных между осью ОХ и лучом, выходящим из начала и образующим с 
ОХ угол ат, где 0О<ч<2. Тогда в некоторой окрестности начала для 
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всех 2, принадлежащих границе множества К, при всех В > 1 имеет место 
соотношение 


ра (2) = (— 90 {|214 == руна}. (2.18) 


30. В этом пункте мы покажем, что все свойства множеств типа 
(А**) остаются инвариантными при конформном отображении внешно- 
сти %, если только функция $(2), осуществляющая конформное отобра- 
жение, имеет отличную от нуля производную Ф’(2) в точках границы 
множества 9%. Точнее, имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть % и 9%: — две замкпутые (вообще говоря, не- 
ограниченные) области с односвязными непустыми дополнениями С и Ст 
и с границами, состоящими из конечного числа жордансвых дуг, каждая 
из которых имеет ограниченную кривизну, и пусть а и а, — какие-нибудь 
точки, взятые соответственно в С и С:, причем функция $(2), конформ 
но отображающая внешнссть % на внешность 91, удовлетворяет условиям: 

1) ф(а) =а; 


2) вдоль точек некоторой дуги 1 границы С, (%%) множества и приле- 


гающей к этой дуге какой-нибудь односвязной области ЕС, <> имеем: 
0< 4. < $" (21 < А (265; Ази А. — постоянные). (2.19) 


Тогда если линии урсвня Св, ва == Св (5%; а) множества в точках обла- 
сти 8 удовлетворяют условиям 1)—4) для множеств типа (А), а 1 и 
2, суть образы | ив при отображении 6 =Ф (2), то а линии уровня Св, а, = 
= Св (5%; а!) множества 9% будут в точках области в, также удовле- 
творять условиям 1) —4) для множеств типа (А“"), и наоборот. 

Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости теоремы, 
достаточно учесть следующие факты. 


1) Пусть 21 и 2, — две произвольные точки из ©, и пусть Ц =ф(21) 
и (- =$(25) — их образы при отображении & = (2). Тогда если 21 и 2» 
и, соответственно, (, и (С, можно соединить между собой дугами, распо- 


ложенными вр и 81 и имеющими, соответственно, длины < А1в | 2— 21| и 
< 4: |, —6:|, где Ав — какая-нибудь постоянная, то 


Л у ‚ й 
ть 21 | < = — 9 |< Аз | 25 — 21 к А = Аль Азв, (2.20) 


где Аци А, — те же постоянные, что и в (2.19). 
Действительно, пусть [= (21, 25) и = 1 (©, ©) — произвольные жор- 
дановы дуги, соединяющие, соответственно, точку 21 си сб, и 
расположенные, соответственно, в 8 и 21. Тогда, в силу (2.19), 
[> даша | 19 > 4 | а| 
Ав“ 1% я 
ы 1(21, 22) 
| 
* | / 
<шш \ 1494 < АвАь а 


1 
1 (21, 22) 
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2. Если $ф(2) и $! (©) — функции, осуществляющие конформное отобра- 
жение внешностей 5% и 9%, на внешность единичного круга так, что 
$ (а) = с и $1 (а1) = со, то при некотором «> 0 


ф (2) =“ $: 1Ф (2)|. (2.20') 


Это непосредственно следует из двух обстоятельств: 
а) так как функция Ф(2) каждую точку 2 границы множества 9% 
переводит в точку @=0(2) границы множества 9%, то при всех 


26 С, (95%) 
| фл [Ф (2)] | = 


| и, значит, функция $: [$ (2)] внешность % переводит во внешность еди- 
ничного круга; 

6) так как, согласно условию теоремы, Ф (а) = ал, то ф. [$ (а)] = оо. 

Тождество (2.20’) показывает, что каждая точка линии уровня 
Св (5%; а) переходит при отображении &=ф(2) в некоторую точку 
$ф (2) = линии уровня Св (5%, а), и наоборот. 

3. Пусть & =ф (21), $6 =Ф (25), и пусть 21, 22 6 СЯ (5%; а) — произвольные 
точки, которые можно соединить между собой дугами с длинами 
<А,.: |. —(| и, соответственно, < Ав [22 — 21|; тогда, в силу (2.2), 


(2.19) и (2.20), 


Гх 


2 


о су а ана < а 


21 


кн ди И 


9х 


С, Е, ОЕ Св (5, ал), 


откуда следует, что для линий уровня Св (9%; а1) множества 9% выпол- 
няется свойство 1) для множеств типа (А“"). — ‚ , 

4. Так как при2 6 С1(5%), 26 Св (9; а), д, 6 иб=Ф(2) С =0@) в 
силу (2.20), имеем: 


А 
Е Е к 
а о 
р (@).= ина | 
|: ЕСв, а, ] < 4.5 шш |2 —2| = Аврр (2), 
| 2 ЕСВ, а 
А ь А 
ош [2 = 5 р, (2), 
№ с 8 | — Ав ЕС, (9%) Ал 
6в (©) =. шт ИЯ : | — 
< Ст, а, < Ав ша [2 —2| = Азрь (2), 
( 26 С1(5%) 


— 


то. для произвольных 2, 268 и С =Ф(2), С = ф(2) имеют место неравенства 


Ала й 
п ра (2) < ра (© < Альба (2), И 
с к (©) Зы (© < Аь вы @ 
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Пользуясь этими неравенствами и неравенством (2.20), легко убедиться, 
что для множества 9%, выполняются условия 2)—4) множеств типа 
(А**), ибо в силу (2,20) и (2.24) в каждом из неравенств (2.3) — (2.5} 


величины рр (2), И (2) и [2—2] можно заменить каждый раз соответст- 


а о 1 р ы 
венно на а (©, —2-© и ——[$—6| в левой части и на 
А А Ав 
Азв ) 48 - Ав | в Е 
—— —(|— в правой. Этим теорема 2.1 полно- 
дн Ра (©), ди в ©) и д, [6—6 р р 


стью доказана. 
Принимая во внимание, что множество К, фигурирующее в лемме 
2.1, при помощи функции 


Г В дБ 


Е 
Не я 
где а и 6 — какие-нибудь постоянные, можно конформно отобразить на 


произвольный двуугольник, образованный дугами двух равных * окруж- 


В 
ностей с раствором дуг, равным (2 — В) т, и что при этом Фф(е 2) = с 
и в окрестности начала |$’(2)| =0(1), мы, при помощи теоремы 2.4, 
получаем 

Следствие 2.2. Множество К, точек плоскости 2, заключенных 
между двумя дугами равных окружностей, образующими в точках стыка 
угол ип, 0 «а«<2, является множеством типа (А""). 

40. Теорема 2.1 совместно с леммой 2.1 дает повод ожидать, что до- 
вольно широкий класс замкнутых множеств, имеющих угловые точки, 
являются множествами типа (.4*””) и что, в частности, всякий многоуголь- 
ник, а также множества, ограниченные конечным числом кривых, имею- 
щих непрерывную кривизну, являются множествами типа (.А“°). 

Для того чтобы строго доказать эти результаты, нам потребуются 
некоторые добавочные сведения, к которым мы сейчас и переходим. 

Докажем сначала одну лемму о свойстве производной от функции, 
осуществляющей конформное отображение. Эта лемма представляет, на 
наш взгляд, и самостоятельный интерес, ибо она указывает достаточные 
условия для того, чтобы функция ф(2), переводящая угловую точку 2» 
области С в угловую точку (С, области С, имела в окрестности точки 2%. 
конечную и отличную от нуля производную Ф’ (2). 

ЛЕММА 2.2. Пусть в плоскостях и 6 даны соответственно два 
замкнутых множества 5% и 5%, с односвязными непустыми дополне- 
ниями С и С. Пусть $(2) и $: (©) — функции, осуществляющие конформ- 
ные отображения С и С; на внешность единичного круга |№|<\1 так, 
что 

а) ф (а) = ф! (а!) = сю, где а и а, — какие-нибудь фиксированные точки, 
взятые, соответственно, в С и С; 


* Тот факт, что данные окружности являются равными, вытекает из того обстоя- 
А п 
Ве 
тельства, что биссектриса множества К, содержащая точку е *, перейдет в пря- 
мую, являющуюся биссектрисой двуугольника. 
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6) Ф(2о) = фи (%) =, где 2, и — некоторые точки на границах 
множеств 9% и 9% *. 

Пусть, наконец, для точек 20 и ( существуют окрестности ПИ (=, 5} 
и О: (,, 5) некоторого радиуса $ > 0 такие, что 

1) для всякой пары точек ЕС ПИ (2, ) =ви СЕДб, ПО, (4, 8) =, 
находящихся на одинаковых расстояниях от 2 и %:|2— 5 |= |6 
будем иметь: 


9» 


Аз» [Ф' (2) | < $’: (©) | < Аз | (2) |, (2.22) 


где Аз и А,; — постоянные >> 0; 

2) любые точки 268 и СЕ: можно соединить соответственно с точ- 
ками 2, и ©, такими гладкими дугами (проходящими соответственно в 
Е и 21), которые во всех своих точках имеют касательные, составляющие 
с отрезками, соединяющими соответственно точки 2 с цзи Сс, углы**, 


не превышающие некоторого числа в < — 
3) для всякой пары положительных а А < А» найдется другая 


пара положительных чисел Ар < и такая, что, какова бы ни была 
точка 2168, для всех точек 2.6 в, удовлетворяющих условию 


Аль | 21 — 25 | < 2 — | < Аю| 1, — 45|, (2.23) 
будем иметь: 
Ав [$ (2) | 1$ (24) | < Аз (в); (2.23) 
4) если 2: и 2, — произвольная пара точек из в и 
12 — 20| = #21 — 25 |, (2.24), 


где > 1, то для точек и = (21) и ш, = $(22) будем иметь: 
[125 — № | > Аз УЕ 191 — 1 |, (2.24’) 


где А’ — положительная постожоная, не зависящая от 21, 2» и К. 

При 'выполнении этих условий *** производная функции 6 =ф(?), осу- 
ществляющей конформное отображение С в С, таким образом, шчто- 
ф (20) = и Ф(а) = ал, будет в некоторой окрестности точки 2, удовле- 
творять неравенству 


0< 4, < [$' (2)1 < Аз, (2.25) 


где Ал и Аз — постоянные. 

Доказательство. Разобъем доказательство этой леммы на четыре: 
этапа. 

1. Отображая конформно при помощи функции ш = $(2) область С 
на внешность единичного круга, а затем при помощи функции 


= ф, (№) — внешность единичного круга в область (1, мы получим отоб- 


* Для применения леммы особенно важен случай, когда 2, и 6, — угловые точки. 
** В рассмотрение принимаются только острые углы пересечения двух прямых. 
*** Отметим, что условия 3) и 4) относятся только к множеству 3. 
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ражение $ = $, [$ (2)] внешности 9% на внешность %,. Так как при этом, 
очевидно, 


фи[ф (а)] =а1 и $1[$(2)] = фи (о) =, 


то функции ф,[ф(2)] и ф(2) тождественны: 


$ (2) ==фИ$(2)]. (2.26) 


2. Так как в силу (2.22) модули производных ф' (2) и $: (© от функ- 
ций ф(2) и ф, (6) в точках 2’ и 6’, удовлетворяющих соответственно усло- 
виям |2’ — 20| = 60086, |С’— 6, | = с018%, 268, Сева, могут изменяться 
только в определенных границах, то мы можем, отправляясь от этих 
производных, построить четыре вспомогательные функции действитель- 
ного аргумента: 


Ф (2) = ии |$’(2), Ф@®= зр/ [Ф(7)|, 
ея |2'—2. |=; 265 |1 27—20 |=; 265 
Ф. (= м ое), - Фи) = заре ФФ 
и [57—51 ==т; СЕ вл [97—55 | =; 651 


Эти функции определены для достаточно малых г > 0 и обладают, 
как легко видеть, следующими свойствами: 


Ф (12—41) < [$ ' (21 <Ф(]|2— 45|), 


о к ыы (2.27) 
9: (16—61) < © |<, (6—6), 
Ф() <, Ф,() < Ф,() (2.28) 
{так, например, при |2— 2, | = |6 —'6| =г мы, в силу (2.22), имеем: 
а 4 
Ф.() < Ань |9’ (|< Ар (|< 48 Ф, (1) 
и д) 
А Ф(") <Ф, () < $, () < 4АьФ(. (2.29) 
Отсюда, принимая во внимание условие 2) доказываемой леммы, для 
любой пары точек 268 и сес: таких, что [2—4 | = = |5 — &| и, соот- 
ветственно, точек р = (2) и, = фл (© будем иметь *: 
ь, я р Г—&| 
|2 — ш, [> 2 пут \ |. (91141 > \ Ф, ($) 4&> 
Се к у 
(9) у 


* 
За счет сокращения & и 8; мы можем, очевидно, считать, что прообразы крат- 
чайших луг, проходящих! вне окружности | № | <1 и сосдивяющих ю ии. со: це] -. 
экатся соответственно в вия: 
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17—ь | 12—24 
й = 1 — ие 
Ан \ Ф(5) 4 = 4, 0055 \ ФЗУ и & > 
0 0 
и : , 5 — 
Е ] |$' (2) 142 [> -- Ан 008 в [8 — |. 


1 (2, Р) 
Совершенно аналогично получим: 


ры | > сова | — |, 


1 
РА 
так что 

Аза |2 — о! < |1 — щ | < Ав — |, (2.30) 


где Ади А. — положительные постоянные. 
3. Покажем, что в некоторой окрестности И (2%; 5’), 8'’<5, точки в 


для всех а будем иметь: 
Ав| 2—4 |< |ф [$ (21—61 < А, |2— |, (2.31) 


где Аж и А», — постоянные > 0. 
В самом деле, точке 2 Ес отвечает некоторая точка 


фт [Ф (2)] =6 6 зи; 
положим, что 
16 —6&|=$|12— 42|, 
где $ — некоторое число >> 0, и что в в существует точка 2’ такая, что 


аа (2.32) 


Требуется доказать, что $ = 0(1). и 
Введя обозначения ф (2) =, $(2’} = ш’, мы получим: 


(9 = фи {: [ @} = 
и. едедовательно, в силу (2.30), 
Аза |’ — | < № — № | < Аш — №]. 
Отсюда, принимая во внимание (2.24’), получим: 
а) если $ >1, то |’ —1 | >> Аз Я |2 — |, и, следовательно, 


У; < = мы 


6) если $ <1, то Ааа Е — 1% [ и, следовательно, 


= _ Ин 
Изеиы 


Этим неравенство (2.31) доказано. 
4. Из (2.26) вытекает, что при всех ЕЕ 
Ф' (2) $' (2) 
45 т А — ее 
фея | _ (0) 
=) =. [5 4 [2% ©] от 


= 


6 иъвестия АН СССР, серия математическая, № 5 
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и, следовательно, 


р Е [Ф'(2) | В чи ах 2 2.33 
|$' (=) | т (б=фл [9 (2) (2.33) 


Поэтому, придерживаясь обозначений, принятых в предыдущем случае 
[см. (2.32)], получим: г 
а) так как |6— (|= |2’— 25|, то, в силу (2.22), 


Ап|$' (27) | < [$1 (9 |< Ав |9’); (2.34) 
6) так как |2 — | =| 6—6 | = |1 [9(2)] —6|, то, в силу (2.34). 


А А ар 


Отсюда, в силу условия 3) доказываемой леммы, следует, что найдется 
пара чисел А» > Аз > 0 такая, что 


Аз [$ (2) [< |9’ (2) |< Аш’ (1. 
Из этого неравенства и неравенства (2.34) вытекает: 


А Ав |" (2) |< | $, © | < Аз Аи [$' (2) 
Подставляя эти оценки в ин находим: 
т (2)| < 


т на 


и лемма 2.2 полностью доказана. 

Докажем еще одну лемму, идея доказательства которой принадлежит 
Варшавскому [см. (17), стр. 345—346]. 

ЛЕММА 2.3. Пусть замкнутые, вообще говоря, неограниченные мно- 
жества % и 9%. с односвязными непустыми дополнениями С и С, имеют 
общую жорданову дугу 1; пусть С и С; примыкают к \ с одной 
и той же стороны, и пусть а и а, — какие-нибудь точки, взятые соответ- 
ственно в С и С:, причем функции ш =Ф(5; а) и ш = (2; а,) конформно 
отображают С и С, на внешность единичного круга так, что ф(а, а) = 
=Ф(а1, а1) = ©. Тогда, какова бы ни была дуга 11, содержащаяся в 1, 
но не имеющая с ‘т общих концов, найдется область в с С Г] С, такая, 
что 81 и при этом для всех 26 с справедливы неравенства: 


Ав [ф’ (2; а) | < | Фи (2; а1) | << А |$' (2; а)|, (2.35) 
где Аз и А’ — положительные постоянные. 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что 
С. с С, так как в противном случае можно было бы обе области СиС, 
сравнить с некоторой третьей, содержащейся как в С, так ив С.. При 
отображении ш = (2; а) область С, переходит в некоторую часть ДО, 
внешности единичного круга. При этом граница С; (2,) области О, содер- 
жит некоторую дугу 8:, являющуюся образом дуги 11. Заметим, что 
отображение 1 = ф; (2; а1) области С, во внешность единичного круга. 
можно получить посредством отображения © =$(2; а) области С: 
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|, И затем некоторого отображения и = в (б) области 0, во внешность еди- 


ничного круга (мы говорим «некоторого» отображения, ибо требуется, 
чтобы 8 [ф (а; а)] = $! (ал, а1) =: оо). Согласно принципу Римана — Шварца, 
функция 8(6) будет аналитической и будет иметь отличную от нуля 
производную также в некоторой ‘области в’ >, *. 

Таким образом, 


№ — ф1 (2; а) = [$ (8; а)] =8 (9, 


где © =$(2; а), откуда получаем: 
|1 (2: а1) | = 8’ [$ (2; а)] $' (2; а) 
и, следовательно, 
|1 (2; а:)| = О ($ (2; а) ), 


что и требовалось доказать. 

Из лемм 2.2 и 2.3 вытекает 

Следствие 2.3. Пусть какой-нибудь (вообще говоря произвольный) 
многоугольник Р имеет в некоторой вершине “, угол с раствором, равным 
ат (0 <х<_2), и пусть К — множество точек (из леммы 2.1), заключен- 
ных между двумя лучами, образующими в точке стыка 2, угол, также 
равный оп. Тогда если функция 6 =4(2} конформно отображает внеш- 
ность К на внешность Р так, что Ф(5) =, то в точках 2(2ЕК) из 
некоторой окрестности точки 2, будем иметь: 


Азо < |$' (2) 1 < Аз, (2.36) 


где Ади А. — положительные постоянные. 
Чтобы убедиться в правильности этого следствия, отметим, что в силу 
леммы 2.3 для функций $(2) и $: (0), осуществляющих конформное ото- 
бражение соответственно внешностей К и Р на внешность единичного 
° круга, выполняется условие 1) леммы 2.2. Тот факт, что для внешностей 
К и Р выполняется условие 2), очевиден. 
Чтобы убедиться в выполнении условий 3) и 4) для функции ф(2), 


отметим, что 
! 


Е 2—@ : 
а) Ф(2) = бер где с = (2—2) ^ (см. начало доказательства леммы 


2.1) и, следовательно, 
1 


1 


1 
й 2 1 и, / 2 зи: 2—“ 
©" (= Е до = ЕЕ м | 


где (->0 при 2->25; значит, в окрестности точки 25 


1 


Пе) 


* При сделанных предположениях функция в (1) будет даже однолистной в &#’ 


_[см., например, (2), стр. 143—144]. 
6* 
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6) если и; =$(21), %» = Ф(2-), где 122 — | =#| 21—25 |, Е, то 


[21—20] 


рог [еаыа | |9’ 4 =0{ | ем -ои |), 


У 


%(20,21) 
1 1 


1 — №! -0(| = > АИ" > и ИЕ и: — шо, 


где Аза, Аз» = с0186. 

5°. Применяя теорему 2.1, мы, в силу следствия 2.3, приходим к сле- 
дующей теореме. 

ТЕОРЕМА 2.2. Всякий многоугольник, граница которого состоит из 
конечного числа отрезков прямых, образующих в точках стыка углы 
(0 << 2м), является множеством типа (А""). 

Замечание. Путем довольно простых рассуждений можно было бы 
убедиться в том, что теорема 2.2 остается справедливой и для случая, 
когда в состав границы многоугольника входит одна или несколько дуг 
окружностей. Мы этого не станем проверять, ибо позже, пользуясь одной 
леммой Осгуда — Тейлора, докажем значительно более общую теорему. 

ТЕОРЕМА 2.3. Множество точек отрезка [—1,1] есть множество 
типа (А“°). 

Доказательство. Так как доказательство этой теоремы является 
довольно простым, то мы остановимся только на основных вехах, предо- 
ставляя детали читателю. 

Учитывая, что линиями уровня Св для сегмента [— 1,1], как известно 
служат эллипсы [см., например, (13), стр. 118—121] сфокусами в точках +1, 


ИИ, (2.37) 
(+) (я) 


а прообразами прямых, проходящих в плоскости и через начало, служат. 
равнобочные гиперболы; 


22 И га д? у? = 
В. ам: 2о © (0, 1), (2.97) 
0 . 


с фокусами также в точках +1 и что отображение внешности отрезка 
[-— 1,1] на внешность единичного круга осуществляется при помощи функции 


и) =:+ИЯ-Т, 


найдем: 


а) если 2, =21 | йлЕСь и 2, =а. + й, Св — любые две точки из 
первого квадранта, то 


$ (21, 22) < [25 — *1 | | [Уз — |< 212.—21|; 
В) если 2 6 (0,1), то точка 


$ [$ (20)] = > (20 + У= —1) + 


1 т 
В (и + У = 25 
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находится с точкой 2 на одной и той же ветви гиперболы 


12 2 
ы 
1) всякая гипербола -- — 
22 1 — 52 
0 0 
и ординатой > 0 имеет, как легко проверить, касательную с угловым 


—=1 в точке с абциссой, равной 1, 


1 

коэффициентом, равным = 1, поэтому каждая такая касательная на- 
0 

клонена к оси абсцисс под углом >> 45°; 


6) на всякой линии уровня Сь, т.е. на эллиисе (2.37) ордината выра- 
жается через абсциссу в виде 


уз (в-в)И (=) = га) — 


= ее ОУН, -= 


=(В- 01 #+8В—1) (2.38) 
=) на всякой линии уровня Св при у = 0 имеем: 


1 р 
х—1= (8—1). (2.38) 


Из приведенных фактов следует, что для сегмента [— 1,1] условие 1) 
для множеств типа (А”) выполняется в силу &): неравенство в) в усло- 
вии 2) для множеств типа (А”) выполняется в силу (2.38) и (2.38’); 
неравенства а) и 6) условия 2)—в силу В), 1) и 5); условие 3) 
выполняется в силу того обстоятельства, что эллипсы вида (2.37), 
й, следовательно, величина р, (2) при26[0,1] для всех В > 1 монотон- 
но убывает; условие 4) выполняется в силу (2.38) и (2.38'). Теорема 
доказана. 

Замечание. Из формулы (2.38) в силу выполнения неравенства в) 
в условии 2) для множеств типа (А“) вытекает, что для сегмента [—1,1] 
величина р; (2) удовлетворяет условию [ср. (2.18) при В == 0]: 


ра (2) = (В — 1 0(И®— + (8—1) = (в —90(Ут-я+вЬ—1). 
(2.18) 


ТЕОРЕМА 2.4. Всякое множество К, границей которого служит зам- 
кнутая жорданова кривая, состоящая из конечного числа гладких кривых 
с непрерывной кривизной, образующих в точках стыка углы от, 0 32, 


** 
является множеством типа (А“). 
Доказанная выше теорема 2.2 является, очевидно, частным случаем 


этой теоремы. Для доказательства теоремы 2.4 нам потребуются сле- 


дующие леммы. 
ЛЕММА 2.4 [см. (1), стр. 282—283, или (1), стр. 324]. Если замкну- 


тое множество 9% с односвязным дополнением в некоторой окрестности 
‘угловой точки 2о ограничено двумя кривыми С} и С, с непрерывной кри- 
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И А 


визной, образующими в точке стыка 25 Угол, равный (2 —В)", 0<В к, 
то производную $' (2) от функции, осуществляющей конформное отобра- 
жение внешности % на внешность единичного круга, можно в окрестности 
точки 2, представить в виде 


= а— в), (2.39) 


где № (2) — непрерывная функция и Х (20) = 0. 

ЛЕММА 2.5 [см. (17), стр. 322, или (25), стр. 561—563]. Если гра- 
ница С замкнутого ограниченного множества 5% с односвязным 00- 
полнением имеет непрерывную кривизну, то функция ш = $ (2), осущест- 
вляющая конформное отображение внешности 5% на внешность единич- 
ного круга, имеет производную $’ (2), которая во всех точках 2 вне \ 
удовлетворяет неравенству 


Азз < |Ф’ (2) | < Ааа, 


где Аз и Аа — положительные постоянные. 

Доказательство теоремы 2.4. Из лемм 2.4 и 2.2 следует, 
что функция 6 = (2), осуществляющая конформное отображение внешности 
множества 9% из теоремы 2.4 на внешность угла К из леммы 2.1 (если 
0<В< 2) или же на внешность сегмента [— 1,1} (если В = 2) так, что 
при этом точка стыка 2; переходит в угловую точку (с таким же рас- 
твором), имеет в некоторой окрестности взятой точки стыка производную 
ф’ (2), удовлетворяющую условию 


Аз» < |$'(2)| < Азз*. 


Поэтому, принимая во внимание лемму 2.1 или, соответственно, теорему 2.3, 
мы, в силу теоремы 2.1, видим, что линии уровня множества 5% в не- 
которых окрестностях каждой из точек стыка 2: удовлетворяют всем 
условиям для множеств типа (.4*°). 

Так как, с другой стороны, в силу леммы 2.5 и теоремы 2.1, эти 
линии уровня будут удовлетворять всем условиям для множеств типа 
(4”) и на дугах границы множества 9%, оставшихся после удаления 
выделенных окрестностей точек стыка 2;, то отсюда заключаем, что линии 
уровня множества 5% во всех своих точках удовлетворяют всем условиям 
для множеств типа (А”). Теорема 2.4 доказана. 

Пользуясь следствием 2.1 и замечанием к теореме 2.3 [см. (2.18) и 
(2.18')], мы, в силу рассуждений, применявшихся в предыдущей теореме 
и в теореме 2.1, без труда убеждаемся в справедливости следующего 
утверждения. 

ТЕОРЕМА 2.5 Если граница замкнутой ограниченной области К 
с Односвязным дополнением состоит из конечного числа гладких кривых 
с непрерывной кривизной, об разующих в точках стыка 2; углы вип, 0 3.2, 
то во всех точках 2, принадлежащих границе данного множества К, 


* Доказательство этого факта аналогично доказательству следствия 2.3. 
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при всех В `>1 справедливы равенства 


ов (2) = рн (2; К) = (В—1)0 [2—1 + (В— 1) |, (2.40) 


где 2, — ближайшая к точке & тсчка стыка. 

Покажем на примере, что непрерывность кривизны гладких кривых, 
ограничивающих множество 95 в теореме 2.4, не является необходимой 
для принадлежности множества к типу (А“). 

ТЕОРЕМА 2.6. Множество К точек, натодящится левее и на кривой 


те 
я и 3 


1-й» У эти, 16 (— со, со), (2.41) 


г 
Удовлетворяет в окрестности точки 2 =1 всем условиям для множества 
типа (А“). 
Доказательство. Кривая (2.41) получается вследствие отобра- 
& 5 1 1 
жения прямой 2; =1 + Й при помощи функции 2 = 5 (> + =). В окрест- 
1 


ности точки 2 =1 (т. е. при Ё =0) кривая (2.41) имеет такой же порядок 
з 


касания оси абсцисс, как и полукубическая парабола у=У2(1— 1) *. 
В остальных точках эта кривая является зыпуклой, когда #>0, и 
вогнутой, когда {< 0, ибо для точек (х, у) этой кривой 


рии у _ 3-41) 
22 Чан —,.. 


Вследствие последних формул, кривая (2.41) при 1 =0 (т. е. в точке 
2 =1) имеет кривизну, равную со. Тем не менее, в окрестности точки 
2=1 линии уровня множества А удовлетворяют всем условиям для 
множеств типа (А“"). Действительно, так как дополнение к множеству К 
получается при помощи конформного отображения 2 = Сы + >) полу- 
плоскости Ве2, >1и так как полуплоскость Ве2, >1, в свою очередь, 
получается при помощи конформного отображения 2, = ‚— внешности 
единичного круга в плоскости 1, то мы легко найдем, что внешность 
отрезка [— 1,1], расположенного в некоторой плоскости 6, можно кон- 
формно отобразить на внешность множества К при помощи функции 


2=$ф(©: 


пора у 
тут УВ} > 


’ Эта функция переводит точку 6 =1 в точку 2=1 и ее производная 


в этой точке (а следовательно, и в некоторой окрестности 2 = 1) отлична 
от нуля: 


Уж +о. 


Отсюда, в силу рассуждений теоремы 2.1, вытекает утверждение 
теоремы 2.6. 
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$ 3. Неравенства для производных от многочленов, ограниченных 
положительной непрерывной функцией 


ТЕОРЕМА 3.1. Пусть множество 9% с границей С: обладает свой- 
ством (А“*). Тогда если для всех 26 Су, какой-нибудь многочлен Р» (2) сте- 
пени не выше п удовлетворяет неравенству 


Р.Ю, @№ (3.1) 


где $ — произвольное фиксированное действительное число > 0, то для всет 

к 
26С, при каждом натуральном Ё>1 производная К-го порядка Р® (2) 
удовлетворяет неравенству 


12% (2) | < А» ый а Г” (3.2) 


где Азь — постоянная, зависящая от множества 5% и от порядка Ё про- 
изводной Р® (2), но не от многочлена Р„ (2) и его степени. 
Для доказательства этой теоремы нам потребуется следующая 
ЛЕММА 3.1. При каждом натуральном п для всякого многочлена 
Ри, (2) степени < п, удовлетворяющего в точках 2 кривой Су условию 


| Р» (2) | . ‚ Г (-© <; о), (3.3) 


> к. р 1 
в0 всех точках 2 кривой. Св (к З1- >) будут иметь место неравенства: 


|Рь (|< Аве , (№, |Р»@)| Ав, Г, (3.4) 


и 


где 2 есть точка кривой С1, образ которой находится на одном радиусе 
с образом точки 2, Аз, Аз; — положительные постоянные и 


ея 
о ес аго ф (2) = ато Ф (2) = агоф (2)). 


Доказательство леммы. 1) Рассмотрим сначала случай $ >20. 
Введем вспомогательную функцию 


р. @) 
[1+6] ег 


Принимая во внимание, что 
а) функция $(2) является аналитической вне е и при 2-> со сущест- 


и 


Ф (о) = 0. (3.5) 


вует конечный и отличный от нуля предел Пр ах 


6 + [4 >) +8 |—#|-> при 2—> со и поэтому Пи Ф(2) =0, 
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в) при всех 26С, 


[в (4+) 26] [1—2 8 


т 


р й г 
(2’ — точка кривой С к такая, что агбф(2’) = аго ф(2)), мы видим, что 
1 — 
ть 
каждая ветвь функции Ф(2) является аналитической и однозначной в 
любой точке 2, которая находится вне множества 9%. Поэтому, в силу 
принципа максимального модуля [см. (?°)\стр. 167, задача 268], для всех 2, 
находящихся вне множества 5%, будем иметь: 
ГР, (2) 
Ф (2) |< А < 


26С\ 
Ё Ре . @] й 


и в силу оирсделения Ф (2), следует, что во всех точках 26 Св, 


В<1 +, 


> = 1 — —> |5 1 \® 
[ее (556-15 
Поэтому, принимая во внимание неравенства (2.3) [см. правую часть. 
неравенства в)], найдем, что 


|Р» (2) < Аз р, 1 (8), 


где А.з — постоянная. Этим первое из неравенств (3.4) доказано. Второе 
из них следует из первого, если учесть, что в силу второго из неравенств 
(2.3) при всех 2 еб. `1 И26С, таких, что агвф (2) = ато ф(2’), имеем: 


р Е Ар, @). 


2) В случае $ <0 вводим вспомогательную функцию 


15 (@) 


Ф{2) = 


и, пользуясь неравенством 
| [(41+*)э (| -—#| < 450, ,@) 


[см. (2.3), неравенство а)], при помощи рассуждений, аналогичных слу- 
чаю $ > 0, получим: 


А 18| 
{ И оо 


Ф < — С В 
И та ах а 5 
т 
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Отсюда видно, что во всех точках 2еСь, В+ а 
о —18 ДА" | 31 , 8 
- [4+ =)» @|-? (1+->) Ка |. 


? 
тде 4А.: — постоянная ›> 0. 
Второе из неравенств (3.4) мы получаем из данного, пользуясь тем, 


что в силу (2.3) 


'Р, (2)| ЗА 


— 


ее Ева 


Доказательство теоремы 3.1. А) Пусть 2 — произвольная 
точка кривой С, и пусть и г. (2) есть расстояние этой точки до дуги 
п 


Фи) 1. Опишем из точки 2 окружность т, радиуса и ‚ (2) и покажем, 
у п 
что при А > $ 


т \ дн < А», <Аы[.: 8". 69 


т 
НЫ: 


Обозначим через 2, и 25 соответственно первую и последнюю точки 
р 
пересечения дуги г 1 С окружностью т; при движении вдоль дуги 
п 


С® | так, чтобы область, ограниченная кривой С 1, оставалась слева. 
п 


. п 

Тогда 

1) так как | 2 —2:| < 6р® | (2), то вследствие (2.2) 
Е 


п 


$ (21, 22) < 6.4. р? 1 (2); 
1+ — 


п 


2) в силу второго из неравенств (3.4) при всех СЕ21 25 


| Р» ($) | < Аз [( + 644) РР (2)? = Аш [ль 


3) если через 2’ обозначить точку дуги с" :, наименее удаленную 
т 


от точки 2, то при всех ОО — 121 2, вследствие (2.2) получим: 
п. 


> ЕЕ о 
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4) в силу второго из неравенств (3.4) для тех же С, что и в 3), будем 
иметь: 


РЕ = < 4=[# , ть Аз 6—2 < 2’ А; [5 (2', ©) 1". 


Поэтому 
1 Р„(5) ве. 2 К! Р, (©) 
12 , (ак &< 2 `\ ЕО Е 12 С ) г сре —- 
ча 71 22 И: 2 
А 0 р(®) (2) $ со 
Е! [+ 1+ - | А, от К! А. (ЗА + с*ас 
> 27 Е ара (2 Аз (2.44) \ ри 
Е ( }] 1+ 
1+ — И (1) 


и. 


п 2Р 
т 


< Ап [2% 1 .@)] | < Аш р]. 


и неравенство (3.6) доказано. В силу этого неравенства найдем: 


(®) 
Ра = | у 


2 г (= —. <|< 


ЗЕЕ 2) 1 ф 


Этим теорема 3.1 для случая >> $ полностью доказана. 
В) Пусть теперь «5 (этот случай может встретиться ‘только при 


>1). 


Представим число $ в виде 
$5 = 55 + 0, (3.7) 


где $ — натуральное число и О<а< 1. 
/ 
Пусть 2, — произвольная точка на границе С, множества % и 2, — 


ближайшая к ней точка (или одна из таких точек) на линии уровня 


С 1, так что 
1+ — 


И 


[20—20 | о 


Проведем две концентрические окружности с: и с» с центром в точ- 

ке 2 и радиусами, равными р | (2) и 2Азр са (2). Так как, в силу 
1 — 1 — 
з п п 


728 В. К. ДЗЯДЫК 


условия 4) для множеств типа (А””), для всех точек 26С1, попавших в 
середину окружности со, 


р 1. (2) > ы, ры 2, 


Иа 


где Ат 0, то, очевидно, 
о о 2) 
И а: Рем ( о) 


% 


Поэтому пуночка $2 между окружностью с, и окружностью с: с центром 


в точке 2, и радиусом Ато ‚ (2%) будет полностью содержаться в по- 
1 — 
т 


И > 2 
лосе 5 (-.) между границей С, и линией уровня О з. Отсюда следует, 


что точка 2, расположенная на отрезке, соединяющем точки 2, и 20, на 
расстоянии 34. а (о) от точки 2, будет обладать свойствами: 


не . (2); 
= 


и 1 
Ь) точка 2, содержится в полосе 5 (-) вместе с кругом И с центром 
С п 
в этой точке и радиусом, равным >- Ар . (25). 
т 
м 


Поэтому, обозначая через 1; границу круга И, мы для точки 20 при 
всех натуральных ], в силу (3.4) и неравенства (2.5), будем иметь: 


[е. (о) | = 


_ 


Р„ (6) 
ТЕ от 
Ен < 


ох 2 п Ай 
И О Е к 


— 
й 5—7] й 
< Аш вы (зо) {Аз = с0п80. (3.8) 


Так как, на основании (3.7), 5$, +1 >> $, то в силу уже разобранного 
случая А) доказываемой теоремы и леммы 3.1, для всех точек 26 С, и 


Л 
всех С из полосы 5 я) имеем: 


| ны (2) | 3 МА ыы (2) м и (© |< 4, МА |8 о (=) ке 


= [5190]. 


Учитывая еще; что в силу неравенства 6) из (2.3) для всех б из 
луночки 6 соответствующая точка 2 =$ 21$] содержится внутри 
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с, и принимая во внимание (2.5), мы видим, что во всех точках 6 от- 
резка, соединяющего точки 2, и д, 


| АЕ (0 |< АМА. | А: к а (20) 


п ъ 


пар, 6)“, (3.9) 


где А..— положительная постоянная, не зависящая от взятой точки 2. 
Учитывая, наконец, что 


20 


Ри (и) = | РЕНО) + РР (5, 


мы, в силу (3.8), (3.9) и неравенства |2. —2|<р , (2), получим: 
1 


Аналогично, 


|2? (< 


7 2 ЕР ЛЬ, в)“, 


Е 


А ее: «а Г тебе С 2 Па еже) ее 6 оао ое Па оса Ч ьр Мета али 


| РО] +1 < [р 


20 


РР» (50) | < 


тде Аз, я ть 2 А) — постоянные, не зависящие от точки 2). А так 
как точка 2, была взята произвольно на С., то теорема полностью до- 
казана. к 

ТЕОРЕМА 3.2 *. Пусть 9% — ограниченное замкнутое множество с 
односвязным дополнением, граница С, которого состоит из конечного числа 
жордановых дуг, и пусть для 95% имеет место первое из условий, опреде- 
ляющих множества типа (А). Тогда если на С, задана положительная 
непрерывная функция А (2), то для производных всякого многочлена Ри (2) 
степени не выше п, удовлетворяющего для всех 26 С. условию 


|Р» (2) |< А (2), (3.10) 
будет в0 всех этих точках выполняться неравенство 
А (2) 


в -- ] | 


где р ‚ (2) — расстояние от точки 2 до линии уровня ть Ааа — по- 


[2% (2) |< Ам (3.44) 


п 


. ъ 
стоянная > 0 и &— произвольное фиксированное натуральное число. 


* Отметим, что теоремы 3.2 и 3.3 при доказательстве основной теоремы 4.1 нс 
используются. 
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ЛЕММА 3.2. Пусть К — ограниченный континуум, содержащий болес 
одной точки, С»— та из смежных с К областей, которой при- 
надлекит точка 2 = со, и (С, граница сбласти Съ. Тогда если все 
граничные элементы континуума С, являются простыми концами 
1-го рода для С», то, какова бы ни была полсжительная непрерывная 
функция А(2), определенная в точках 2ЕСу, всегда найдется функция 
Е (2), аналитическая и отличная от нуля в точках 26 С.» (включая точку 
2 = со), принимающая в точках 26 С, значения, по модулю равные А(2), 
и имеющая в замкнутой области С» непрерывный модуль | Е (2) |. 

Доказательство. Решив задачу Дирихле, мы найдем функцию: 
С (т, у), гармоническую в С. и непрерывную в С», которая в точках 
х +1 =2ЕС, будет принимать значения, равные Ш А (2). 

Обозначим через Н (5х, у) функцию, сопряженную с С(х, у). Тогда 
функция 

Е (2) = аи 6,9) 


, 
очевидно, будет удовлетворять всем условиям леммы. 

ЛЕММА 3.3. Пусть К, С» и С, имеют те же значения, что и в 
лемме 3.2. Тогда если некоторый многочлен Р„(2) степени <п при всех 
ЕС, удовлетворяет условию 


| Р» (2) | < [Е (2) |, (3.12) 


где Е (2) — функция, аналитическая 6 С» и имеющая на С» непрерывный 
и отличный от нуля модуль |Е (2)|, то для всех ЕС ый 
пе 


|Р,» (2) | = (1 + ®).е-|Ё (2) |, (3.13) 


п 


где 2 =" [5 9] и = не зависит от вида многочлена Р»(2) и равно- 


мерно по всем 5© С, стремится к нулю при в-> оо. 
Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию 
хе Ра (=) 
Е (2) [$ (2)]" 


т (2) 


Эта функция является аналитической в области С» и правильной при 
2 = ©о. Поэтому, согласно принципу максимального модуля, при всех 
2ЕСъ» будем иметь: 


И (2) 
Е (2) [$ (2)]" 


Р, (5) 
ОТО А 


[11= | 


< шах 
СЕС: 


Отсюда следует, что во всех точках 26С 1 


1 — 
т т 


РЕ) <ачэе в, 


где 2=$ [*1Ф@) и =->0 при п-> оо, ибо 


25—29 [(1+ =)$ (| -— 2—0, 
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когда п-—> со [см. (13), стр. 407, теорема 2] и функция |Ё (2) |, по условию, 
непрерывна и не обращается в нуль в точках континуума Су. 

Этим лемма 3.3 доказана. 

Доказательство теоремы 3.2. Пусть 2, — произвольная точка 
континуума С;. Проведем окружность 1, с центром в этой точке и ради- 
усом 8, настолько малым (но фиксированным), что при всех 260, ПО. - 
где (И, — круг, ограниченный 1,, выполняется неравенство 


|2 (2) — А (25) | < 4 (55). 


Далее, пользуясь леммами 3.2 и 3.3, возьмем М, настолько большим, 
чтобы при всех п > М, во всех точках 26С на ПО. выполнялось не- 
1 — 
п 


равенство 


|Р„ (2) | < 7А (=). 


Обозначим, как и при доказательстве теоремы 3.1, через 2’ точку на 


дуге ен кривой Я 1, наименее удаленную от 2х (т. е. такую, что 
п т 


12’ — 20| =р@® , (20)). Тогда для всех Се ь получим: 


во Ва р за бе рко (во) > 
Те 
во, (в) 
} т 
ое (дб фИ®, (| > 


Аз 


п 


где А =24А. +1. Поэтому, если обозначить через [ число, которым 
ограничены длины дуг с 2 Пре 102,...,№) *, положить 
т 
М = шах А (2) и учесть, что 
26С,: 
шах |Р„(6)|< Ме 
С 


т 


у 


[см., например, (?1), неравенство (1.7)], то для всех п > М,, таких, что 


1М 4 

ЗА р ео 

о Ё 1 ® 
1+ т 


получим: 
К! Р„ (©) №! РО, 
211 ) -ы << 2" . \ = во 1 | ©. р 
с@) с(® по 
1 1 ° 
т т: 1- ал 


* Такое число существует, ибо если обозначить через 4 диаметр линии уровня 
©. —= С то тогда, в силу (2.2), можно, например. положить 1 = 444. 
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К! Ри 1 С 45 
МР \ [5 сени < = 744 А‘ \ $+РИ | (20) о 
(1) = 0 [ И ] 
в 1 р 
&! Ме А (20) 1 (20) 
т Эт ЗА 1 Ав (2) 7 <ЗАм 
5 р +2 [#: Е. и [ - м 
В силу этого неравенства, имеем: 
С РС) | 
р®) — Ков её ИХ С < 
| (2о) | 2 у \ "ре пот | < 
1+— 
<У К! О К! < МА А (20) 
И 5 ЕО 
= о с | (6 — во) а | [о 


и теорема 3.2 полностью доказана. 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть в точках незамкнутой жордановой кривой Г 
(не обязательно спрямляемой) определена положительная непрерывная 
функция А (2). Тогда для производных всякого многочлена Р»(2) степени 
не выше п, удовлетворяющего в точках = ЕГ условию 


|Р» (2) |< А (2), (3.14) 
будет в0 всеф этитф точкалт выполняться неравенство 


А (2) 


Р® (2)| < + ®) ем 5 ; 


(3.15) 


где = — равномерно стремится к нулю при п-> <. 
Доказательство. Пусть 2, — произвольная точка кривой Г и 
о — окружность радиуса р ‚ (20) с центром в точке 2. В таком случае, 
т 
принимая во внимание непрерывность функции А (2) и учитывая леммы 
3.2 и 3.3, мы видим, что во всех точках Сел, будет иметь место нера- 
венство 


12. © 15 и-+ел (о), 


где в равномерно по всем 2 ЕГ стремится к 0 при п-> оо. Отсюда сле- 
дует: 


Ц Ри (6) 
[2% (24) | = \ 


А м 
5 к» 
15 ны не и) [о : =. 


4 


р 


что и требовалось доказать. 
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$ 4. Обратная задача приближения функций в комплексной области 


ТЕОРЕМА 4.1. Пусть на. множестве % типа (А") задана некоторая 
функция ] (2). Тогда если при всяком натуральном п > по найдется много- 
член Ри» (2) степени не выше п такой, что при всеф ЕС, выполняется 
неравенство 


У — Р- |< Ав [р | |", (4.1) 


где т — целое >0, О<х<1 и А., — постоянная, одна и та же для 
п=п, т 1, Ф-2,..., то функция (2) является аналитической во 
всех внутренних точках %, непрерывной на 5% и во всех точках 6% 
имеет т-ю производную }“) (2), принадлежащую классу ра. 

Доказательство. Как известно [см., например, (15)], достаточно 
доказать, что ]“” (2) Е Гара в точках 2ЕС1. 

Т. Рассмотрим сначала случай г =0 и покажем, что если при п = и, 
п 1, № -2,... для всех 26С, 


|7 (2) — Р» (2) | < Ав Ё о (4.1') 


1+ 
то } (2) Е Ара, т. е. для любой пары точек 2' ЕС, и 2”6С, будем иметь: 
[7 (2”) — 1 (2') | < А |2" — #2 |", 


где 4.. — постоянная. 
Действительно, из (4.1’) следует, что в каждой точке 26 С: 


7 (2) = Р», (2) + [Р», (2) — Р», (2)] + [Р‚, () —Р, (2 +... + [Ра р 
— Рь (2)] +... = Ри, (2) + О», (2) + О», (8 +... НО. +... (4.2) 


где 
От, + (2) = Ри, (2) — Р». (2), &=0,1,2,.... 
Оценивая многочлен п:--1-й степени О, ,, (2), в силу (4.1”) находим: 
| туза (2) [< [Риз (2) — 1 (8) | [7 (#) — Рь (2) | < 2 Ааь р (2) |" . (4.3) 
Пусть 2, и 2, — две произвольные точки кривой С1, и пусть на дуге 
22. кривой С, именно точка 2» играет роль точки 2” [©м. (2.4)] (из про- 


цесса доказательства будет ясно, что от этого предположения мы ничего 
не теряем в общности); это значит, что при всех 262 22 


р; (2) <А4р , (22), п=\,2,..., 
ая Е 


1 


и если о выбрано так, что 


< #5; 
и (2.) < ры 


я 1 п 
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где #й=|»— 21|, то для произвольной точки 26212, будем иметь 


[см. (2.5)]: 
а >> НУ 


тк 


Выберем последовательность натуральных чисел {п.} так, чтобы при 


каждом # = 0,1,2,... выполнялось условие 
И (4.4) 
Тогда, принимая во внимание У (4.3) и теорему 3.1, получим: 
КЮ—1 у 
|7 (64) — У) |< Рь, (в) — Ру Я ща (а) бд (8) | + 
=0 
+ Х (0 (291+ 1 ©) В < 
=, 
К—1 2 


«Ань + Я бы + 2+0. „< 


=0 РА 3—0 т 
К—1 
< 4ы|ь— В+ Х зв, 29 Аы 1 В: бр 
1=-0 аи 
аи ам ад 1+ 48) =— ее _ 
50 | 22 1 51 48 6 Вит О?) « 


4=1 


2Ко (1— &) А < 
Ав | 2 — 21| + Ай а: и (г) < 


Па 
Аз № 4 Абз №“ 
= А 52 > 53 
А а 1 Ё 1 в РЕ 
в" 
А5з А 
< Аюй + а г _ с -) = ый, 


и теорема для случая г = 0 полностью доказана. 
П. Рассмотрим случай г > 0. Представим снова функцию ] (2) в виде 
[см. (4.2)] 

1 (2) = Р», (в) + О» (2) - Ч, (2) +. Он, (®)+.. +, (4.2’) 
где последовательность {п:} выбрана так, чтобы удовлетворялись нера- 
венства (4.4). | 

Каждый многочлен Ив, +1 (2) в правой части этого равенства вслед- 
ствие условия (4.1) удовлетворяет неравенству 


Гань (15 [Ры-ы 9 — +19 — Ры |< 24, 


Поэтому если ряд (4.2’) г раз почленно продифференцировать, то по- 
лучится ряд 


1” (2) = Ры (2) 50 +00 +... +00 @+ 
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в котором каждый член, вследствие теоремы 3.1, удовлетворяет нера- 
венству: 


о 


Ни (2) | < 2А4- Ава [еше 
та 


`т.е. функция /“”) (2) представляется в виде равномерно сходящегося 


ряда, в котором общий член 0“) ; 1 (2) Удовлетворяет тому же неравенству 
(4.3), что и общий член ряда (4.2). 

Отсюда, в силу рассуждений, проведенных для случая 1, вытекает, 
что (7) (2) © Мроа. Этим теорема 4.1 полностью доказана. 


Поступило 
26. Х. 1957 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 737—770 


А. В. ЕФИМОВ 


О ПРИБЛИЖЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ СУММАМИ 
ВАЛЛЕ-ПУССЕНА 


(Представлено академиком И. Н. Векуа) 


Даются асимптотически точные равенства для верхних граней укло- 
нений функции от ее сумм Валле-Пуссена, распространенных на классы 
функций с заданным модулем гладкости или с заданной мажорантой 
модуля непрерывности. 


$ 1. Введение 


Пусть 7 (5) — непрерывная функция периода 2т,, 
"= > У! (ак соз Ах -- В зт Ал) (п=0,1,2,...) 
и=1 


— частичные суммы ее ряда Фурье и 


б.р (}, 2) = — я о И 


К=п—р 


Р 


— суммы Валле-Пуссена функции ] (2). Через У„„р(], х) обозначим укло- 
нение функции от ее сумм Валле-Пуссена бр: 


п 


Ур (/, 2) = /(а) —въы/, 2) = г № И®— 50, == 


Е=п—ф 


) а аа 


4 
_ 4 (Р-1) а $112 т 
Под ||/ (2)|| мы будем понимать в дальнейшем норму функции /] (2) в 
пространстве непрерывных функций периода 2т: 


НИ (| = шах |/ (2). 


Пусть, далее, о, (5) — заданная положительная функция, являющаяся 
’ модулем непрерывности [см. (®)], т. е. удовлетворяющая условиям: 


®, (5) непрерывна при 6 =0, 0(0)=0, 


ипри 0<<& 
О< о, (55) — о (51) < о (65 — 8;), 
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а ®. (5) — заданная положительная функция, являющаяся модулем глад- 
кости для некоторой непрерывной функции /» (2) периода 2, т. е. 


в (5) = зар || Лао (2) || = зар | /° (# -- ®) — 2% (2) + (#—1№) | 
< 11| <5 


причем 


оз (8) < 0-44 0.8) (>09. (1.1) 


Будем говорить, что / (2) Е МНЪ, если ](5) имеет период 2п и ее мо- 
дуль непрерывности 


о, = ру —/6 | 


удовлетворяет условию 
вл (8, /) < Мо, (9). 


Далее, будем говорить, что / (2) Е МН», если 1(5) имеет период 2п 
и ее модуль гладкости , 


в» (8, /) = зар || А%/ (2) | 
|1 <8 


удовлетворяет условию 
2 (5, 7) < Мо (5), 


где (5) удовлетворяет условию (1.1). 


Вместо 1.Нт и 1.Нь условимся писать Н? и НЬ. 
Мы ставим своей задачей исследовать поведение верхних граней 
ву, р (Ну) = зар || Ул,р(), 2) |, ву„р(Нз) = зар || У»,ь (1, 2)|, (1.2) 
лен лено 


т. е. верхних граней норм уклонений функции ](2) от ее сумм Валле- 


Пуссена о„р(], 2), распространенных на классы функций Н? и Н®. 
Асимптотически точные решения этой задачи для некоторых классов 
непрерывных функций при р=0и р=п (приближение суммами Фурье 
и суммами Фейера) были получены А. Н. Колмогоровым (“), В. Т. Пин- 
кевичем (°), С. М. Никольским (°), (°), ($) и автором (1), (2), (3). А. Ф. Ти 
ман (") получил асимптотически точное решение задачи при р=о(п) 
для функций, г-я производная в смысле Вейля которых удовлетворяет 


& 


условию Липшица порядка &а, т. е. для класса И’'Н\, а также для с0- 


пряженного класса И/’”Нт. Им было показано, что если р=о(п), г> 0 
о. 0 <Я = 1, то 


бур (ИН) _ Но 
бр (И"НИЙ “ПВН 


1 
1“ зщ ЕО ее : 


© —ы|а 
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А. Д. Щербина (1!) доказала, что если |ф(1)|<1 и Фф(1) — сопряжен- 
ная функция, то 


зар [Инь (Ф, 2) = в а н<“ 
зар „р (Ф, 2) 39 т,р (ф, 2)| < и О (1). 


В настоящей работе даются асимптотически точные равенства для 


бу„р(Н:)и Пи ) при ©» (#) = № (0<*<\1). 
Положим 


: 
С° (&) = зар |= созпхах| `(Ё=1,2), 
ен“ — 


ео” (©) — это верхняя грань п-го коэффициента Фурье. В случае, 
когда 


=; 0391 С: 


мы будем писать С‘ (а) (а классы, соответственно, обозначать через НЗ). 
В дальнейшем под символом О (ф (п)) мы будем понимать такую функ- 
цию Ф_(), х, п, р), для которой существует абсолютная постоянная С, 
’ удовлетворяющая неравенству 


|Ф(, 2, п, р) < С$ (п) 


равномерно для всех функций }(7) из указанного класса, для всех х, 
п ирв указанных пределах. 

Ниже доказывается (теорема А), что для всех 03 р<п—1 справед- 
ливо асимптотическое равенство 


8% „р (Н?) = Ар (6) + 0 (в (у), (1.3) 


где 


С° (в) п 


при 0 «р<Уи, 


Ар (©) = п—р 


2 |“ в) 
п (РЕ!) 
пет 


ф при п р<п--4. 


Далее, доказывается (теорема В), что при всех О%3р<п—1 и 
0< «< справедливо асимптотическое равенство 


и. В, @)10[.- |, (1.4) 
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где 
[С° (а) п ш шп 1 
| ПА - при 0% р<- п, за Е 
Я 1 
Вир (а) = = при -п<3р<п—1, 0<а<1, 
4 в 1 Е Е: а 
ЕЕ при п р<п 1 ое в 


Доказывается (леммы 4 и 5), что экстремальные функции, осуществля- 

1 
ющие асимптотические равенства (1.3) и (1.4) при О<%р< > п, зависят 
только от п, но не зависят от р, т. е. являются экстремальными функ- 
циями для приближений суммами Фурье, а экстремальные функции, осу- 


Л 
ществляющие равенства (1.3) и (1.4) при п р<т— 1, не зависят 
ни от п, ни от р. 
Выражаю глубокую благодарность С. Б. Стечкину за постановку за- 
дач и за ценные советы и указания, использованные мною при выпол- 
нении настоящей работы. 


$ 2. Вспомогательные предложения 


Наномним, прежде всего, некоторые известные свойства модулей не- 
прерывности и модулей гладкости, а также свойства функций классов 


Ши Не 
1. Пусть 7 (2) — непрерывная функция периода 2 и 
Фи (В, /) = в1р[ 437 (2)| (Е=1, 2), 
181 < 
где 


451 (2) = / (2 8) — / (2) 


45 1 (2) = / (2 + 8) —2/ (+) + /(#—5). 
Тогда для любого ^>0 (№ < 1) | 
в; (№, ) 5-1) (й, )). (2.1) 
2. Пусть Ри— (2) — тригонометрический полином порядка п—1 и 


Е» (7) = Е | (2) — Ри (=) = (2) — Р._, (|. 


п—1 


Тогда 


= И) — Р;, ‚в (, )). (2.2) | 


3. Пусть |7 (1) — Р‚ (2)| < соо (-, ). Тогда 


РЯ (| «св, (2, /) _  @9 


ПРИБЛИЖЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 741 


4 (>> Рь) «ем, (1, /), = (2.4) 


где с, с:, с› — некоторые абсолютные постоянные. 


Свойство 1 доказано А. Маршо (5) [см. также (10)], а свойства 2 и 3З— 
С. Б. Стечкиным (10). 


ЛЕММА 1. Пусть } (5) ЕН®, ри п — целые числа, 0 < 1 < сопз6. Тогда 


1 
для всех 03 р< 5_П справедлива оценка 


со 


1-4 \. И@+о-®+ 


ре: 1) 1 / ИА 
А 0 (ь 


Доказательство. Так как / (2) ЕН», то 


62 (#, ]) < 9 (В). (2.5) 


Заменим функцию 7 (2) ее полиномом наилучшего приближения Р, (2). 
Тогда, в силу (2.2) и (2.5), будем иметь: 


7е-+9— 21 (2) +1 2—0 = Р» +0 —2Р, (4) + Р,(#—0 + 


+0((-.1)-+0+0 (6 (5) 


где 
4. (И =Р, (2+ —2Р, (2) + Р, (2—5. 
Так как 
1 С @1 
Р+1 в 
2 уп 
рн тп 


равномерно по п и р, то 


п бони де-ожеона +06) - 


+09). 


Дважды интегрируя по частям, получаем: 


= р 
Г. = : ) ыы р о 
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й | фи. (9) р Е 
2 п—р п- 1 


ф’„(6) 24, (#)] Гэв (п — р): Аа 
Е а ет 


п—р п 1 


.( 2 уп | 2п тт оз т 
ит" тв мег), 


1 | ие о ыы 


[2 [Е в в |— 


[ но чо 9 а Е "Щ— р): сот | ет 


г 28 В в-2 ПМЕ 
(2.6) 
Учитывая (2.4), (2.5) и (1.1), находим: 


ет 


< 


п , 


<ев( Е < (53 = т уе [ее-яя < 


2п п 


5: 
<с чу те + 1), (+) 


(с — абсолютная постоянная), т. е. 


> 0(- в (,.) па (2.7) 


Далее, в силу (2.3), 
’ 2 уп 
$ Е +1 — .. 


в 


Речи") 
20п \ 


1 4 
р” спзн (-, ) сп? >) 
(ен < РК м РЕ 


и [см. (2), стр. 96] 


«(0 4.0 ва 
9" 6.6 


м + ть. 


1 1 
г с. “(5 (2.9) 
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Таким образом, из (2.6), учитывая (2.7), (2.8), (2.9) и то, что при 
| т 1 1 
| Р<5т Е 0(;--), получаем: 


ы: (2 
В=0(р+ т 1) ры 


' равномерно для всех функций / ЕН. и О<3р< эп, т. е. 


| 
о 
Е 
$ Я 
а 


1+0 


' Лемма установлена. 
Для удобства дальнейших доказательств введем классы МН». 


Будем говорить, что Ф(®)ЕМИ?, если $(52) может быть представле- 
на в форме | 


$ (2) = 7 (2) + аа 5, 


где а и 6 — постоянные, а 1 (2) Е МН®. Автором (3) доказано, что если 


126 и / (0) = 1 (4) =0, то для любых 26 [0, 4] 
1 (2) — 0(ы* ИА @«)). (2.10) 


Там же (лемма 2 и ее следствия) установлено, что если ] (2) Е Н® или 


1(2) Е Н!:, то равномерно относительно п 


атт_ 
вор = т 7) сов тва | = 1% СУ (6) + 0 (А, (.)), (2.44) 
Но 0 
2тп 
зир - | 1 (5) сов пана = =. С” (®) + о(“ "ЕО 1 (;-)) (2.12) 
ент 0 


(2.13) 


где 
С° (°) =0(ь: (;.)) оо). (2.14) 


744 А. В. ЕФИМОВ 
ЛЕММА 2. Пусть 1 (2) 6 В®, 1(0) =0, т— целое. Тогда для всех 


РО, 1... 


п 2+ п 
УТ 7 


ди. \ 1 (6) зт т = 0 Е» © (.)) 


равномерно относительно } Е Й®. 1 (0) ==.0, 
Доказательство. Мы имеем: 
п 2(Е-+1)к 
эт т о . ц 
\ те | 7 (Е) чп т = 
ата 


и? 


эт 
1 1 : 
—- тир нин» 


2т, т 


эл 
== ИО" 2) ЕЕ деи 


2т 
2т 2т т 


т. км 2-1 _ 
Е Й и > 
) Е 


с: 


п 2(Е-- 1) п 2 С0$ т? 
х(+ т = ре 
2т три 


Но функция 


п Са и п 2-е 
Фи +2 Е 


удовлетворяет условиям 


фи (2) Е Ё°, $» (0) = 4» о 


и, в силу (2.10), для << з 


ФО =О(ш“ в, (2). 
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Следовательно, 


и лемма установлена. 


ЛЕММА 3. Пусть и (2) 6 °, в (0) = (5) =0, А, р; и: п целые 
‚ числа, Орки, а |. Тогда 
| 
р \ [4 (28) и (— 28] зв 2 —р+ай= 


=> \ [ШО -ь(— 0] п ира + 


Е 


5 2 
‚ равномерно относительно всех функций и (х) ЕН», № (0) = в (; 1) =.0% 
Доказательство. Мы имеем: 


} 


пак | 
21—р-Н1 
. 2п—р-1 
= \ ШО -ьСс аш = 
21п—р-Ы 
пап 
2т—р-1 
— \ [4 (В) + и (— О] а и 
21т—р-ф1 
д-аАк 
2т—р-1 
4 : рР—1 : с, 
те (И Ри (—1] [5 (25) — вт] & = 
21п—ф-1 р 
п Кт п 
2т + = 21т—р-1 


п 
ат 


= | № (в (—1] яп Ш —*- \ [4 (#) Е и (— 9] эп п аЁ + 
7 
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пак 
Й 2т—р- 
о \ (И - и (— 0] зщ па — 

п, 2*п 

ии 
8№п 

4п—--1 4 1 
[и (Е) и (—10]с08 р зай + 
0 
ея 4 й 
+ \ (Ев (— 01605" ЕРЕА вв 2 14 — 
0 
пак 
2т—р-1 ие й 
— ] (И и (— 1] с0з а ВИ р - 
8Кп 
4и—р-1 
п ом 
1 г 1 1 
=> ( в®-+ь(- 9 яве — 5 А, 4, — 43+ 44 — 4 
> 
Так как п (1) ей® и и (0) = в [1 =—0,.тов силу (2.10); | для всех 
2 
О<:< ее 


в =0 (№ ты 


а отсюда и из условия 


[№ (2) — 2% (0) + и (—0 |< о (4) 
получаем, что и 


4. 
(-0=0 (м р 0), 


2п 
т. е. для всех — о Ем 
: 4 
во ( 11). (2.15} 
Далее, для всех ОЗЁ< А и при любом 0%р< : п имеем 
п -- 4Кп п - 4^Ат Р—1 (РИ) (Е 1) 
И аа 4) ори = о (2-9 РЕО) (2.46) 
и | 
+4 8 (4—1) (р +4т 
21— р-+1 д-р 


(РЕ К-т | 
нм 
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Используя (2.15) и (2.16), получаем: 


п 
2т—р-Е1 


4= \ м + Т лее = О (РА = 


| 
п-аАп 
м (2+1) &+1) р 

ЕЕ = Ыб | 
г ( т? © ОЕ 


Кн) О ово, ))= 


п 


Далее, в силу (2.15) и условия 31252, имеем: 


п 
2т—р-1 


Я ) [4 () Рыб Яо РЕ 


т ар = 


2т—-1 т т . з 
о ЕО т /* 
=0( пы | (Иво: +) = 


Учитывая (2.15) и (2.17), получаем: 


пап 
эт—р-1 
ре —4 
А = ] (Ри (— 91 05% РЕ т 2 Ий = 
8Ап 
4т—р-1 
(РЕПА 4т п + 4йт оО) = 
=0( ия Ш ЗА ЕР 


5-Я 


ое ео (ео (+), 
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так как для 1 ЗА< № 1 и, в силу (1.1), для орт 
К 1 
ор) =0(#4% ( 
Таким образом, 
п 2 


в=х \ Оч (Орше — А+ 


2п 


(е+0е АЕ 


1 
то Е. «» (,)); 


Учитывая, что 


В сов ии, 
4 4 
0 
находим: 
8 
апр й 1 : 
44= \ в -ь С дес ЕР РЯ 
0 
8Кп 
. й 4п—р-1 в 
— г \ [№ (#) в (— 95] со АР 14 Е ы 1 паи — 
о 0 
Ак 8Кп 
ап ры 4п—ю-Е1 
РЕ Р 


= | с0$ —‘ иди \ [ (2) +в 01 Ру = 
0 


м 


8 (Ут) 8 (Уп 
4 1 4—1 7 4п—р-1 
= у \ соз > иди | \ нЕ 
У=0 ды и 
Ап р-1 
акт | 
4п-р-ы * ; 
ег \ [4 (2) в (— псов ра = 
8 (ул 
4п—р-1 


К ап—р- 4п—р-+1 


= (2—0 > \ 05 5—1 ии (4 -НыС— 49усое (и рум 


у=о 8" 20 т | 
4п—р--1 4п—р- . 
8 (тт 8 (ул 
ож . ь апр , | 
У |} оби | о ь с орз ЕР у 
у=0 _ 8уп и 
4п—р-1 


=(—1) У, +2 р: 


вот м: 
| 
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Применяя (2.13) и (2.14), получаем: 


О 


У=0 


ное (1 = ое ить (1) 


Наконец, в силу (2.15), 


8 (у) 
—44Ап—р--1 
р 4 ры 
4 У, =0 ит \ рт (04) = 
вуп 
и - 
8" 
1п—р-1 
1 8 1 
сообевя Гьян 
п (и Шор: 
0 
С ь“ \ я 1 № 
— 4п — Р-+1/ и В ра 
= \Р 4п — р-+1 


енот = 


о) ое (ыы) 


т РЕ 
так как 
К—1 Е 
< ра 
2 - а. 0 (т ОР: 
‘Следовательно, 


иен (5) 


А = о(®+ Та ЕВ а (-\ . 


’ Таким образом, 


ет р | . 
Г = \ [2 (0 +в (— 01 пе @ +0 г Шор (4), 
= 


и мы получили утверждение леммы. 


8 Известия АН СС СР, серия математическая, № 5 
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$ 3. Приближение суммами Валле-Пуссена, близкими 
к суммам Фурье 


ТЕОРЕМА 1. Пусть }(2)6И°. Тогда при всех Ор п для 
уклонения функции ](т) от ее сумм Валле-Пуссена би, р (/,х) справед- 


ливо равенст: о: 


а 90, 
Тени) 


ИЕ ва) 


равномерно относительно } (х) ея и 0<р< _ п, где №о рН 
Доказательство. Мы имеем: 


1 


У (1, 9) от й И — ео ЕР евое 


> ИР: 
яп р) 
Используя формулу 
й ке 1 С й 
де ее Е 
$102 >. о (= Га 5) м (25 + 6)? 


и периодичность функции ] (2), получим: 


со 


= о | И ею, _ 


#2 


с 


В а 
ет [27 (2) + — уе пере овеО, _ 
о 


Е. 
4 р-1 п 
608 (п — р) ё— 
+7 [21 (2) —1 (2+) — (2—1) Ре 
4 со 
+0 \ ы )] 28 (® — Р)# — сов (и + 1) 
+040 } №9 —/е+0 ео вое, 
2к уп 
РН п 


где 1 выбрано так, что 


ее 2 а АК 


и 6. 


т.е. 1=0(1). Последнее слагаемое, в силу леммы 1, есть 0(. (-)) 
я п 


й 


(РО % 


1 + 


] 
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1 


Ул, р (7, 2) = р \ [27 (1) —1(2 +0 —/(— 8 
0 


ы с03.(п — в тт: 0(«,(---)). 


Рассмотрим функцию 
(д = = Дефочи +, рОЕЙ® (3.1) 


2) 


где а иф выбраны так, что 


в (0) = (7) =0, 


| 2 
| и, следовательно, в силу (2.10), для всех в, 
| 


4 ‹ 
в =0(п фут (0); 


| отсюда и из условия 
| (6) — 2 (0) +. (—1|5$% (0 
° получаем, что и 
Ат 
| 1 (— Ор: (1). (Вы) 
Так как 
1 (= +) — 27 (=) + /(#— = ( — (0) +ь(-д=вн@) Ни (д, 
то, полагая 


ИЕ -—в(-9, >62 


находим: 
_2т Е 
У, р (7, 2) ЕЕ г у (Е) Еж И +0(«())=. 
у 0 
| 5 эн ® Ре, я" г 
ПО й. п и+0(%ь (+). 
| О5означим 


о 
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—— 


Тогда 


ОН 


те +19 +0(“ (.))- 


п 


Так как для 0<%2<_. 
РЕ И@ +9 —2/) +/@—015 6, <, (2,/)=0(ы (+), 
то 
т —. 


не - АЫ Е =0(, (-,)). 


Согласно выбору ' и обозначению А», 


4 | т 1 
2" ПТ а: НЕ п 4Коп 
Р-Р 1 м сс. 


а Л 
эт зы РЕ 1 


У = \ + 0((=.)) = 


Е в” ина об 


Далее, так как 


п Ком 
о - м, 2%т 
та -( - 2 ны с0$ (р -- 1) и] и г ор) (и 38 т ) 
= = -—= = т 
Е ета 
то 


У \ урозшинаех 


р ева оо 
: . 
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К 
ва (р 1) (5+2 ой 


“" 
и ЗЫ 


м! эт (ри. 4и - . 
=— \ ее — сов (р + 1) 4 у (2) зп тё а 


2т 


За 2 


= а 
эт (р тя эт ' т 


е Е ) У (24) из ий 4) - О (в (-,)). 


2т 


Учитывая, что А, = 0(-" т) и используя (2.13) и (2.14), получаем для 
второго слагаемого: 


= м Ат 
эт (р 1) = тат т 


- У (24) ча тЕ Е = 
(+1) № 


р т | Е о 
нове 9) ом) 
нон) 
Таким образом, 


1 т (Ри ди 
Уре =е | [О ор +1) х 


2т 


х ] у (2+) зв тё& - О (©. (-.)) = 


Е еее 
т 
х ее \ 3 \ у (24) зш ий а} ыы 0(, (-)) ы 
п п, 2 х 


от эт Г т 
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п ая 1 т ойх 
а эт, ий ПО а Иер т 
ХВ эп (р ыы Е, @м. , О 
Е "озееие-ыноном 8 | "збдньнач 
= г ыы 
т 2т 
пои 
ны эп (р) и Ч 
фо К, я ей 
т 2 |2 Е с0$ (р +0] х 
=0 п 2 
эт Г т 


х у (21) зп и а -- 0 (в (+) = — У, к = У, ых 0(, (-,)) х 
| 


о совр + и =1 +0 ((р+1) и), 


поэтому, учитывая (2.13) и {2.14), находим: 


п о ок окт 

ва И зто чт, 
а О. О 

К=1 х 2 п 

это К ти, Эт 

п эт 
лы Й 1 о 
= > с == ЕЕ ЗАТ) \ у (24) эт тЕ АЕ --. 

1 тт т Я т Ш 


от 
ь чих 
О ((р-+*) - (&)) = 
ПВР 


ИЕ, 

РО т 

И АИ и ТыНЕВ Ц я (р 1)? 5 ы 
+) . у (24) за тёаЕ + О (7 № (.) 


)= 


2т 


к жк 


№1 2т т 


Е м \ У (24) в ий е +0 (в, (=). 


Следовательно, 


У», р (1, 2) = У —. \ у (20) эти @ + = У, +0 (№ (+), 
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Для оценки Ум представим эту сумму в следующем виде: 


Г я ть +5 (=. и 
ый #— 5 ( 4 у Эш (р = — 
2 —2 и. [2 мрбы 5+0 —2 (+1 (5+ Е 
2т тп, 
+ с03 (р - 1) (= -- ==) \ у (24) яп иё аё- 
хо 2 
эт Гт 
м от 
га. т (р +1) (7 +5") до, 2 а Чи 
АЕ - 1) (5 + — ты 
о ©+5(+ =) НЫ) те Е 
2т т 


м 


х \ у (21) 1 тё 4 = № +», 


Так как для всех и 


4 
>) ‚ получаем: 


я =0( х (+) 0% (1). 


1 
то, применяя лемму 2 и учитывая, что — = 0( 


2 
Далее, применяя теорему Лагранжа, для 5. + <и <; а 


Пн = 5 5 -_- = о(*=*) (0 < 1) находим: 


п 2 
отр и мо) = 


— со (р+ 1) и—2 а 1 
(+1 и (2+1) (55+ >”) 
2Ек 2х 
+ с0з(р-+ 1) (5%. + ых 
еее чмо ь +++ щ] = 
(2+1 и 


(р-Е1) их (1-0 (р ий)) — (рик +0 щ) й. 
(Р-Н) ик (4 О (ре) — (РЕ ик + Ош) 
-0(„ [ (Р+1) % 


0+1) |) = 0 (5, Кр + 1 ш + (Р+ 1 вы] = (2+, 
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а так как, в силу (3.2), для всех #6, = 


|= 1829 в (— 29 [= О (пр-т (29), 


то 


п 2-Е п 
№1 этот о 


у 
12 (Е +1) а 
.-0(5 т | в ар: (04) = 
ыы 


сы ес) 


1 
1 (К 2) в (— 
0 (@ т й (») 


т шны |= 
Е СЕОУ 
р (1 т 
ное" (1) Зы ао) = 
о (2 (1) [ (еореецЕ +2) = 
о (№ к мт + 1))- 


ое о (ео рее (1) 


Но для О5р<Ьм, т=2п—р- 1 


следовательно, 


Таким образом, 


В \ У (22) зи те 0 (» (1), = 
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тех 


2т т 


2т 


Применяя лемму 3, получаем: 


т у. = Г. 
Г», р (7, 9-25 [$ 


(Р-1) ^? п 
=. о( в ШОЕВЕ еНЕ® 


п 
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) [№ (22) +- в (— 28] за тё О (® (5). 


т [и (8) + в (— 1) ] м шаё-- 


о» (5) +0 (©) 


кт 


тп 


+0 о (еее а 


ыы 
0 (Р+ 9 я 


К 
( ш 
1 


1 
Используя (2.11) и оценку Р+ 


У, р (7, 1) = 


) 
тар 2 
=. Е 7 


21 


т ОЖ 
(Р-Е1) х 


шп 


[и (6) + и (—0] за п + 


К№—1 


2 ЕЯ }-+0(“- (= „)) = 


Ш -ы (— 1] эт в Е-+- 


в -ь(— 1] зщ п | Е 


+:))+0 (6). 


р 27 = (0 (1), находим: 


(ей - /(2— ] ча ма 
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оны ()ь + ое 


11) +0 (+ („= 


ее. - | [2+ +5) +/ (2-52) оз 1АЕ- 0(“.(;)), 


К —1 акт 


ен 


+/(265—2)] сов Ч 0(, (.), 


чем и завершается доказательство теоремы. 


Замечание. Так как из условия / (2) ЕН? следует, что 1 (2) е2Н®, 
то отсюда можно заключить, что теорема 1 справедлива и для функ- 
ций из класса Ну, т. е. справедлива 

ТЕОРЕМА 2. Пусть / (2) Е Н?. Тогда при всех 0 < рп для укло- 
нения функции ](1) от ее сумм Валле-Пуссена ст, (7, х) справедливо 


равенство: 


Ю—1 2кт 


И = зв, Х в У(е+е+)+ 


+/ (2-5 —х) | сов + 0(«( )} 


Ф . 1 2п—-р-+-1 1 
равномерно относительно } (т) Е Ну и 0 < р < п, где № = Я 0 <] 
$ 4. Асимптотические оценки для ТГ», ь ([, %) 


Докажем, прежде всего, две леммы о существовании экстремальных | 
функций. 
ЛЕММА 4. Существует функция ф„ (т) © Н?, зависящая только от п, | 


1 
но не зависящая от р, такая, что для всех 0 < р< >в 


ша (44 (1 ). 


")( ыы 
У», р (фл, 0) = 


Доказательство. Разобьем отрезок [— п, п] на отрезки 


[= ня в-Ря+Е-Ы 


п 5 3 21[п]. 5 ж®[п 5 
[ны пи В] =] 
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(см. рис. 1 для п = 25) и рассмотрим функцию 


0 при ТЕГ, 261, 26[ь, 
. при ХЕЛ, (4.1) 
1 (===) при х Е Г,, 


фи (2 2) = ф. (2), 


фи (2) = 


‚ где / (2) ЕН: и /(2) такова, что 


2 3 
(2+) =), (0%) =0, (4.2) 
Й 2 
ГА п ы 
= \ 7(; ы =) 03 #4 = — С (6). (4.3) 
ОА И ЕЕ 
а ая Зы Е. 
= _ 49. Е. 10а д пл 
пад 9 `Я Я 
Рис. 1 


Автором (3) было установлено, что ф„ (2) Е НГ 


шах | фи [= О (, (+) . (4.4) 
Найдем У„,,(Ф„, 0). В силу теоремы 2 и условий’ (4.1), (4.3), (4.4), 


имеем: 
Ут, р (фл, 0)= — = тт ы т |= (5+ +7) + № (-: Е =) со АЕ- 
но) Ен 
+ фл (-=-=)] 60$ #4 ет о( «, (>) О («, (;) ря 


п 


_ +55 Иа О 
= 


524—169 ®) +0 (& (1) = 


а 


| 
ен ое- Чнььо) 
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ры то (в (#), 


что и завершает доказательство леммы. 


В дальнейшем, как и в работе автора ('), через МН» будем обозна- 
чать класс непрерывных периода 2" функций (2), для которых 


в» (й, < МА" (0 <*<1), 


т. е. класс МН® при ‹› (#) = #* (0<и< 1). 
Для функций класса Нь справедлива 
ЛЕММА 5. Существует функция ф„(?)ЕеН»› (0 <«< 1), зависящая 


4 
только от п и не зависящая от р, такая, что для всех ОЗ рп 


У, р (Фи, 0) = 


С° (а) п ш ши\ 
2 о ( 
11 Р-1 г. а ) 
Доказательство. Так как при > 0 
{^Й)“ = №ай® < (^- 1) й*, 
то для функций класса Н> справедлива теорема 1. Положим’ 


1 
= [(шп)“] +1 


и рассмотрим функди ю 


[ 0 при 90%; - з 
|Вемье 2х 2 пп 
я ЕЕ - ) при и << Увы 
=— 24а п п 4.5 
9 - прич” «ат, Из 
= ф("— 1) приз < 2 <, 
$(—2) при —=<2<0, 


(= 2=) = 9 (а) 
(см. рис. 2 для ф(5) при п= 50 ия =1). 


Рис. 2 
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С помощью $(2) образуем функцию 


71(2) $ (2) при 90325», 
Уп (2) = 1(—=— =) (9) при —"<2<0, (4.6) 


где } (2) ЕН» и / (1) такова, что 
(+=) =/@), (“= (4.7) 


Автором [см. (?), лемма 5] было установлено, что функция 


И 
Уп (5), 
с 4.9 
= (4.9) 


фи (х) = 
Л 


где с — некоторая постоянная, принадлежит классу Нь и 


шах | фл (5) | = О Ты (4.10) 
х п 
Согласно теореме 1, так как $ф„ (0) = 0 и о, (;-) = Е имеем 
1 Е. 4 из 1 п \ р п ИИ 
Ул, (фи, 0) = — сия 5 РЯ \ [6 (; + => | Е $ (Е) [сова + (== ). 
И 0 ы . 


Так как для случая р = 0, т. е. для приближения суммами Фурье, до- 
казательство проведено в работе (?), а при р=1 


| 


т.е. и в этом случае доказательство не отличается от доказательства, 
проведенного в работе (?), то достаточно рассмотреть только случай 


25 р<!п Но для р>2 имеем: 


2 
7 п: : Е. ев — ты 
У», р (фи, == № К? ) Е | оз >. 
Е=1 0 


К—1 кп 


К=ал-а 5 
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1 
Отсюда, используя (4.10) и условие 4, = о (в п)=), получаем: 


= в + +7) + (1 т т.) | сова = 
-о( Увы) - о (+ ша. | = о 


=1 


Далее, в силу (4.6), (4.5), (4.8) и (4.10), находим: 


ыы ак 
О Е -- ие ЖИ 
ы о Ре (+) + (2) ов 
4 К№—1 7 2Ап 
. р п .\\ Е 
кв | ник р-н 
Чар Авиа 
2(ад-з)л 
К—1 К—1 
а п 
0(3 в) -— Храм - 
ва п ре 
п 
1-4, +3 26а) И ре. 
= < № +— (4+3) У = |- 
п п . 
1-- о К=а„--4 к=аи-4 


с ша (+ 0 (а) +0 |=) & 


=—2=С® (аш НО ( |. 


Таким образом, 


С (а) ш шп 
оф а О [Ра , 


ТЕОРЕМА 3. При любых 0% р< я справедливо — асимптотическо 


равенство: 


и лемма установлена. 
р ь С” (&) 1 
8 ЦН = вор ПИ о = ШО (1) 

1 
Доказательство. В силу теоремы 2, имеем: 


К—1 2Кп 


ви ХВ (еее Е) ом 
1 Но 0 ; 
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2кп 


АИС (++) + 
0 


+0 (в (=-)). 


+0 (, (,.) <; $ - Ир 


=  уенр 


+л 8—2 |с05тШй | 


Используя (2.12), получаем: 


а ,, 1 
Се 0 (1) 


а 


й так как № =| 


(5?) < О прет О (в (+). (4.41) | 


Для оценки бу, (Н?) снизу замечаем, что для функции ф„ (5), построен- 
‚Р 


ной в лемме 4, имеем неравенство: 


с (<) м Г 
8, Ношу НО (« (-,)), 


Е 2) п 


(Е 90 (> (.)). (4.12) 


Из (4.11) и (4.12) находим: 


5, ато Зы +0 (1) 


т. е. получаем утверждение теоремы. 
ТЕОРЕМА 4. При любых О<р<-п справедливо асимптотическое 


неравенство 
с” —— ы 4х 
НЭ = зар И нь Ош ит+ О (вы (1) 
ен» 
с (в) 


в классе всех функций в» (1), являющихся модулями 


Константа 


ладкости некоторых непрерывных функций периода 2п и удовлетворяю- 


764 А. В. ЕФИМОВ 


щих условию 
в» (4) < (+1. (>00), 


не может быть понижена. 

Доказательство. Используя вместо теоремы 2 и оценки (2.12) 
теорему 1 и оценку (2.11), аналогично доказательству теоремы 3 полу- 
чаем: 


2кп 

к —1 = 
Ни За |+ {че + 

—=1 (5) о 


+/(2—#— 2) | сова | + 0(, (;.)) 
кЬ 1 2109) +0 (ши а(1.)) 


>. + 0(% (1) 


С° &®) я г Га 
= Шо о ( (=), 
т. е 
х 69 ®, п 1 
Я (Н® < Ш АННО (в (,), (4.43) 
и первая часть теоремы доказана. 
Для доказательства второй части рассмотрим функции ®»› (#) =" при 
0<х<1. В силу леммы 5, для соответствующих классов функций, 
т. е. для классов Но, мы имеем: 5 
С (а 3 ) = 1 шп 
бу, ›(Н НУ) > Ул, (фл, = — Ш Он" | 
т.е 
ь С (а) Ш шп 
8, ›(Н») > - п 1 т Е (6) п“ ) я (4.14) | 
Из (4.13) и (4.14) получаем, что при 0 <«<1 
| 
г С°) (а) > 1 шп 
ВН шо (ти). (4.15) 
Равенство (4.15) доказывает второе утверждение теоремы и устанавли- 
вает 
Следствие. При любых Ор пи0<а<1 справедливо асимп- 
тотическое равенство: | 
С° (а) п ]шп 
(3 п 
р(Нз) = г по ("а ). 
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$ 5. Приближение суммами Валле-Пуссена, 
близкими к суммам Фейера 


Для дальнейшего нам потребуется следующее утверждение, доказан- 
ное автором (?): 

Пусть } (5) — непрерывная функция периода 2= и в» (в, |) — ее модуль 
гладкости. Тогда для уклонения функции } (5х) от ее сумм Фейера спра- 
ведливо равенство: 


жа г а 
о 
& д 
- о (©. И (5.1) 


где а > 0 — произвольная постоянная. 
ТЕОРЕМА 5.Пусть функция ] (т) Е На > (р, /) — ее модуль гладкости 


(65(й,]) < о» (Й)). Тогда при всех : п <р<тпр—1 для уклонения функции 


](5) от ее суммы Валле-Пуссена о», р(}, <) справедливо равенство: 


1 
Е Ы 2х Е 
ыв(/, 2) =7 (2) — вн. (1, 2) =— о | (#9 Евы: 4+ 


1 О 
Доказательство. Для п р<пт—1 мы имеем: 


(в) — вн, (, = т М ИФ 6%, 9 


Пе 
ын ие (, 31— Х ИФ 5840, э\ 


ети — 0, 2— И — 6-4, 9. 


{- 


Используя (5.1), получаем: 


1 Г 0-2 ® 1—0 
1 (2) — в,» (, Ее О - — 12 4 -- 
О. 
Ре 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 


766 А. В. ЕФИМОВ 


со 
о (п, (., += ) р, а + 
1 


1 


п—р 
а ОА ана Ве 1-9) — 21 (2) +1 (®—:) 
( у = Ро Ев. #&-- 


п 


Так как для о р = 0О(1), то 


Далее, из условия 


оз (№№) < (^ + 1) в (1) 


получаем: 


РО) 0 ЕР (= 0 (4 (.)} 


Таким образом, 


з 
|= 
з 


п 


и теорема установлена. 


4 
ТЕОРЕМА 6. Для всех -п<р<пр— 1 справедливо асимптотическо 


7 
неравенство: 
1 
1 ". (2) 1 
Ух [< 
ЗН Зои | О (в (,)). 
1 
хы 


При в. (п) =й знак неравенства заменяется знаком равенства. 


ИВ вены акки 
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Доказательство. В силу теоремы 5, имеем: 


(Е узы. | | ое» 
пр п—р 
с те &+0( : (+) <= \ “в @--0(®( 1), 
=Н = 
т. е 
и. 
НР ры | "ба +0(ы(#)), 62 
1 
п 


и первая часть теоремы установлена. 
_ Далее, функция 
оанв Ч 
ф (2) ри Я) при << т, (5.3) 
ф (2 - 2^) =$ (т) 


принадлежит классу И. и для нее мы имеем: 
Й 


А чо 
теб. 0) = — о ь 


ино) 


ы 
чу ий!) др | мВ а+0( 

Я 

т-ы 


^ ФО 
т 
Следовательно, 
р 
п—р 
(1) 4 
бур (Нз) > У» ($, = РЕБ \ "= а 0(-,). (5.4) 
1 
а 


Из (5.2) и (5.4) заключаем, что при в. (Ё =1 
1 


пр 


1 1 1 
а +0), (5.5) 
1 


п 


т.е. мы получаем второе утверждение теоремы. 


Следствие. При всех = п<р<тпр—1 справедливо асимптотиче- 
ское равенство: | 

1 Ч п- 1 1 п +1 д 56 

о ет (.). 6.5) 


9* 


768 | А. В. ЕФИМОВ 


В самом деле, из (5.5) следует: 


п—р 
ы 1 1 4 1 1 п--1 1 
в (НО ро УР 0 (а) = ровер НО} 
1 
п 
4 п 1 пр п- 1 а 1 п 1 
ЕО ПирЕ а )= ЗЕЯ =-р ы 


п 
1 п-р Ч М: 
О (янь =) +°(»)- 


п! 
Л п-+1 1 
Е, КО) 


т. е. мы получили равенство (5.6). 
Замечание. Знак равенства в теореме 6 имеет место также для 
таких функций ©, (1), для Ор функция 


(0 = 0 при — пт, 


Ф(Е + 2") =Ф (1) 
при любых Е и й > 0 удовлетворяет условию: 


[ФЕ №) — 2> (1) + +(— 1) | < 9 (№), 


т. е. снова принадлежит тому же классу В а 


Так как из условия / (2) ЕН ` следует, что 1(2) 21°, то отсюда за- 
ключаем, что теорема 5 справедлива и для классов Ну’, т. е. справедлива _ 
ТЕОРЕМА 7. Пусть ] (2) Е Нг. Тогда при всех рей для. 


уклонения функции }(х) от. ее суммы Валле-Пуссена с„р(}, 2) справедливо 
‚ равенство: 
1 


м 
а еее Е 


т 


+945) 


ТЕОРЕМА 8. Для всех тп <Зр<п—1 справедливо асимптотическое | 
равенство 


НЕ | 
п 


р 
ВИТ = теВ | “в #0 
Н 


* Это утверждение имеет место; если функция ‹› (5) удовлетворяет условиям: | 


0 = (52) — 2 (51) < о (52—51) 


5.— 50 5 5 те 
— а ( :) < 02 (51) Ч в) — 2 (т) = р ) 


| 
| 
| 
| 
\ 
(0 = 5, = 5,— м). . 
| 
| 
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Доказательство. В силу теоремы 7, имеем: 


п—р 
ПУ(# 0—1 (2) И |1 (=Ы— 9 — (2) || 
ие 


г. 
в 8 @ +0 (“(. )). (5.7) 
яя 


Но функция 
$( =; (|1) при —п<Е5", 


фе 2т) =Ф() 


принадлежит классу Нг и для нее мы имеем: 
1 


пр 
У.» ($0) =Ь—- Е Ем -0(4 (+) = 


Следовательно, 


8, ("> |» ФО = 4+0 (в (1). (5.8) 
— 


Из (5.7) и (5.8) получаем утверждение теоремы 8. 
Объединяя результаты теорем 3 и 8, убеждаемся в справедливости 


следующего утверждения. 
ТЕОРЕМА А. Для всех О<р<тпр—1 справедливо асимптотическое 


равенство г 
бур (Н1) = Апр (0) 0(® Е 


где 


(п) 
[ мы. при бер, 


| т 
1 
Апр (60) = 2 т Ф1 (1) 
1 
ыы 
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Аналогично, из результатов теоремы 4 и ее следствия [равенство 
(4.16)], теоремы 6 и ее следствия [равенство (5.6)] и равенства 


Е нео о - а 0<а<1 
а 


вытекает 


ТЕОРЕМА В. Даля всех 0 < р<п—1 и 0 << справедливо асимп- 
тотическое равенство 


8,» (НЗ) = В.) + 0(-=), 


где 
(п) 
С. | п Е при О<р<1п0<а<1, 
ь +1 и” 2 
Впр (®) = | о при 55 р<— 1,0 == 1, 
п 
Е а при п р<п—1, а“ =1 
Поступило 
10. П. 1958 
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А. Л. БРУДНО 


ТОПОЛОГИЯ ПОЛЕЙ ТЁЕПЛИЦА 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе рассматривается топологизация пространства ограниченных 
последовательностей с помощью полей различных матриц Тёплица. 


Обозначения. Через В ={х} обозначено линейное пространство 
ограниченных последовательностей х= {21,1?,...} с почленным сложением 
и умножением на константу (верхний значок — индекс, а не степень). 

Множество последовательностей, сходящихся к нулю, обозначается 
через А., единичная последовательность — через е = {1,1,...}. 

Матрица Тёплица обозначается через А = (а*), где п — номер строки, 
а &— номер столбца; ее п-я строка обозначается через А"= {а”, ам,...}. 

Далее, 


т => 1 2 я 
А (2) = ах Нам ...; 
преобразованная последовательность обозначается через 


А (2) = {41 (5), 4?(2),...}. 


Единичная матрица обозначается через Ё = (е"), где еп =1(0) при 
ий п». 

Если существует предел 4” (2) =Йщ А" (2), то говорят, что последова- 
тельность х суммируется матрицей А (к пределу 4? (2). 

Множество 9% ограниченных последовательностей, суммируемых ма- 
трицей Тёплица А, называется полем. Через % обозначается мно- 
жество ограниченных последовательностей, суммируемых матрицей А 
к нулю. 

Вводя в пространстве В норму 


[12| = вар] 2* |1 (|||! = В] 2% |), 


* 
мы обращаем его в полное нормированное пространство В; (Е) *. Если 
в А, отождествить последовательности, разность которых сходится к ну- 


* Мы пользуемся‘ нормировками (и топологизациями) пространства, в которых 
отличные от нуля элементы могут иметь нулевую норму (разделима не любая пара 
точек). 
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лю, то получится фактор-пространотво (В»/Ао) с естественной нормиров- 
кой. Нормы операторов и функционалов в А, (В›) обозначаются через 
РРОЮ- ны 

Строка А” и матрица А определяют в А, линейный функционал 
А"= А" (2) и линейный оператор А = А (5). Две ограниченные последо- 
вательности, отличающиеся на последовательность из А,, переводятся 
матрицей Тёплица в последовательности, также отличающиеся на после- 
довательность из В.. Отсюда следует, что хотя строка А” и не определяет в 
В, функционала, но вся матрица Тёплица А в целом определяет линей- 
ный оператор А (2) не только в А;, но ив В». Нормы упомянутых опе- 
раторов и функционалов очевидным образом выражаются через коэффи- 
циенты А: 


= [ар |. [43| ..> Ая зор| А”, ПА |= Ва] 4". 


Первое из этих чисел называют нормой строки, второе и третье — нор- 
мами матрицы. Если в множестве 9% ввести норму | | (соотв. || ||), то оно 
обращается в линейное подпространство < В, (соотв. с А,). На множе- 
стве % матрица А задает линейный функционал 


(т) = А” (2) (69) 


— пределы, к которым матрица суммирует ограниченные последователь- 
ности. Функционал %(51), подобно оператору А (5), является линейным 
функционалом как в Д,, так ив А,. Нормы 92) в В, и В», очевидно, 
совпадают. Обозначение функционала А®” (5) через %(х) возможно благо- 
даря тому, что матрицы Тёплица, имеющие одинаковые поля, суммиру- 
ют ограниченные последовательности к одинаковым пределам [см. (1)]. 

Норму функционала 91) называют нормой поля 9%; она совпадает с 
нижней гранью норм матриц Тёплица, для которых 9% служит полем 
[см. (?)]. 

На протяжении всей работы х, у, х. обозначают ограниченные по- 
следовательности; 2^, у*, х* — их члены. 


А, В, А-— матрицы Тёплица; %, %, 9— их поля. Мы говорим, что В — 
строго сильнее, сильнее, равносильно А, если, соответственно, % >91, 
$ >93, % =4. 

Заданной матрице Тёплица А (по ее коэффициентам) мы в этой ра- 
боте ставим в соответствие систему (выпуклых центрально симметрич- 
ных) окрестностей (нуля) пространства К. Таким образом линейное про- 
странство ограниченных последовательностей превращается в топологи- 
ческое (псевдонормированное локально выпуклое) пространство с «А-то- 


пологией». | .. 


Основной результат работы состоит в том, что равносильные матри- 
цы Тёплица (т. е. суммирующие одни и те же ограниченные последова- 
тельности) определяют одинаковую топологию. Вследствие этого мы можем 
говорить об %{-топологии (топологии, определенной ограниченным полем 9%} 
пространства ограниченных последовательностей ВД. 
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В $3 устанавливается более общий результат: если матрица Тёпли- 
ца В сильнее матрицы А, то %-топология слабее А-топологии, и 0б- 
ратно. Более того: если хотя бы одна окрестность В содержит какую-нибудь 
окрестность А, то $-топология слабее {-топологии и матрица В сильнее мат- 
рицы А `(это, разумеется, не значит, что любая фиксированная окрестность А. 
содержится в какой-нибудь окрестности В). Отсюда следует, что опера- 
тор В (2) непрерывен в %{-топологии тогда и только тогда, когда %> 9. 
Отметим, что в %-топологии неотделимы те и только те точки, разность 
которых входит в %. 

Таким образом, \{-топология является топологией и в линейном фак- 
тор-пространстве (А/%), где она разделяет уже любую пару точек. В$ 2 
эта топология сравнивается с другими топологизациями фактор-простран- 
ства (В /%). Оказывается, что {-топология занимает промежуточное по- 
ложение между естественной нормировкой фактор-пространства (В,/%) и 
его А-нормировкой, когда за норму принята ||А (5х) ||. 


$ 1. Окрестности матриц Тёплица 


Определение. Пусть =(у) — положительная функция, определен- 
ная для всех у > 0. Рассмотрим множества ограниченных последователь- 
ностей 


{Из <, [А (2) || <в()}, у>0, 


и их общую выпуклую оболочку 6 (по всем у > 0). Если множество 8 
не совпадает со всем пространством ограниченных последовательностей, 
то мы будем называть его окрестностью & матрицы А, определенной 
с помощью функции ев (у) *. 

Сделаем по поводу этого определения несколько замечаний. 

1. Для того чтобы упомянутое множество & было ок рестностью (т. е. 
не содержало всего В), необходимо 'и достаточно, чтобы Ша ев (у) < со 
при у— оо. 

Действительно, если Те (У) = < и х— фиксированная ограниченная 
последовательность, то найдется такое у, что |5||<уи || А(2)|| <з(), 
вследствие чего хе и, значит, & содержит любую ограниченную по- 
следовательность. 

Обратно, если Пе (у) < со, то существуют числа у, и М, такие, что 
= (у) < М, при всех у>у.. В силу этого, 


у {Да <» |4 (2) |<()} < {|<}, 


И = [5% |4 (2) || <в()} < {|2 || < °°; |4 (2) |< Ми 


* Следует говорить «окрестностью 6 точки нуль, определенной с помощью ма- 
трицы А и, функции = (\)». Выражение в тексте взято для краткости речи. 
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и, значит, & входит в общую выпуклую оболочку двух множеств: 
<} и {21| < °, |4 (2) | < М». 

Если же х — фиксированная точка &, то для нее существует разло- 

жение 
х = №4, -| ^2то, 

где 

м =1, №, №20, || <, [|1 |<, |1 (22) | < Мы. 
Но тогда ||А (21) ||<|4А|] у и, следовательно, 


|2 (2) |} < АУ М. 


Таким образом, & содержит только такие последовательности х, для ко- 
торых ||А(2!)|| не превосходит константы у, ||А||-- М, и, значит, не 
содержит всех ограниченных последовательностей. 

2: Окрестность & матрицы Тёплица А пересекается с каждой пря- 


мой \т[— © <Х<- о] по (открытсму) интервалу (конечному или 
бесконечному) значений Х. 


Нужно показать, что вместе ств @ входит и хх, где х =х(2) > 1. 
Если 568, то х представляется в виде конечной суммы 


д-== У, 


где для индексов у, участвующих в сумме, 


ЕКО [< Пао. 


Таким образом, существует х > 1, столь мало отличающееся от 1, что 
для тех же уи у,= хх, 


у о», | А (у) | <=(“), 


вследствие чего последовательность хх, равная А, входит в 6. 


Окрестность &, заданная функцией е (у), совпадает с окрестностью &1, 
заданной ограниченной монотонно не возрастающей функцией е, (у), равной 


Ел (У) = заре, (у), 
У: >У 


где 


з (у) при е (\) <у[4||, 
ое | А | 


Действительно, &=&., где &, определяется функцией с, (у), ибо 
множество {||2||< у; ||4А(2) || <=} при всех е>у||А|| остается одним 
и тем же (совпадает с {|5х|<у}). Остается показать, что &,=8.. 
Так как в! (у) >е, (у) при всех у, то &, 2&.. Проверим обратное вклю- 


чение. Пусть х 6 61; тогда для некоторого х>4 будет хх 6 &1, вследствие чего. 


хх = Ут, 


| 
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хх 


{сумма конечного числа членов), где 
№51, №0, || <у А) <. 


Каждому у поставим в соответствие число У1> У, для которого :, (1) > 
> а! (У): х. Тогда имеем: 


ах <, 14|, (н), 2-Я а). 


Это означает, что хЕ8, и, следовательно, $:=6,= 6. Отсюда получа- 
ем следующее утверждение: 

3. Любую окрестность & матрицы Тёплица можно задать с помощью 
ограниченной монотонно не возрастающей функции е (У). 

Пусть, как и раньше, & есть окрестность матрицы Тёплица А. Со- 
гласно утверждению п.2, & пересекается с каждой прямой № (—с<<^< 
< + ©) по конечному или бесконечному интервалу. Выясним, когда 
этот интервал конечен и когда бесконечен. 

4. Если ограниченная последовательность ха. суммируется к нулю мат- 
рицей А, то в этом и только этом случае вся бесконечная прямая 
Лха (— © <^< + о) влодит в &. Более того, если 66, то бесконеч- 
ная прямая то (— со < ^< + о°) вл0дит в 6 тогда и только тогда, 
когда ограниченная последовательность т. суммируется к нулю матри- 
цей А. 

Доказательство. Если х. суммируется к нулю матрицей А, то 
№. 6@ при всех ^. Если же 2, 66, то, согласно п. 2, существует такое 
х›> 1, что хл1 68. Так как 6 выпукло, то 


а) + (1 Азы, 


а в силу произвольности Х, это дает: 


д: + № 66. 


Обратно, пусть 2: И 2.— ограниченные последовательности и вся 
бесконечная прямая 2, | ^л. содержится в окрестности 6. При доказа- 
тельстве утверждения п.1 мы видели, что для фиксированной окрест- 
ности & существует константа у, |4 | -- М, такая, что 26 6 влечет за собой 


[А (2) [< | А Ма. 
Следовательно, в нашем случае 
А (да Е №) |< А М, 


м, значит, 
АНИ (та) | < А М, + [А (2) | 


при всех ^, т.е, |А(5о)| = 0. 
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5. В нормированных пространствах Е, и В» окрестность матрицы 
Тёплица является телом (т. е. содержит некоторую сферу) и откры- 
тым множеством. 

Телом она является потому, что содержит сферу радиуса пит [1, 
=(1): |4], описанную вокруг нуля. Покажем, что множество @& открыто. 
Пусть 2; входит в выпуклое центрально симметричное тело 8 и хл!(х> 1)— 
конец интервала, по которому & пересекается с прямой *2;. Произведем 
над & преобразование подобия с центром ха: и коэффициентом (х — 1):х<1- 
Мы получим множество 


8, = жа + (8 


* 


центр симметрии которого находится в точке 21. Таким образом, вокруг 
точки 21 (как центра) описано множество &., подобное & и содержаще- 
еся в @. Тем самым вокруг 2, описана и сфера, содержащаяся в в, и | 
описанная вокруг центра 6.. 

Как мы уже видели, окрестность @ пересекается с прямыми, прохо- 
дящими через нуль, по интервалам (конечным или бесконечным). При- | 
бавив к & концы всех конечных интервалов, мы получим тело, которое 
обозначим через &. Легко видеть, что & есть замыкание & как в В,, 
так ив А.. 

6. В пересечении двух окрестностей &, и &. матрицы Тёплица А, 
заданных функциями в1 (У) и > (у), содержится окрестность & этой мат- 
рицы, заданная функцией з(у) = ши [з, (%), е›(у)]. Вместе с & окрест- 
ностью матрицы А (задаваемой функцией в. (у) = (у:|1|):|1|) является 
и множество 18 (1 Е 0 — действительное число). 

Среди всех. окрестностей матрицы выделим полную систему окрест- 
ностей (нуля), задаваемых монотонно не возрастающими последователь- 
ностями положительных чисел {е1, =*,...). 

Окрестность & матрицы А, заданная последовательностью 21, 67, зн | 
есть, по определению, общая выпуклая оболочка множеств 


{|2 < п; [4 (4) |< ="}, ии: 


Окрестность, заданная последовательностью {=”}, является окрестностьк^ 
(в ранее определенном смысле) и совпадает с окрестностью, заданной 
функцией е (у) = в", где п — первое число > у. 

7. Система окрестностей, заданных (монотонно не возрастающими) ' 
последовательностями, есть полная система окрестностей, так как в! 
каждой окрестности &, заданной функцией е (у), содержится ов рестность. 
6., заданная последовательностью {="} = {е (п)} (п=1, 2,...). 

Из п. 1—7 вытекает следующий результат: 

Окрестность матрицы А можно рассматривать не только как мно- 
жество индивидуальных последовательностей, но и как множество точек. 
фактор-пространства (В | Во) или (В /%). Во всех случаях окрестность, 
есть центрально симметрическое выпуклое множество с центром в нуле 
и пересекается с каждой прямой № (проходящей через нуль) по откры» 
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тому интервалу (значений \). Интервал бесконечен, если хе%. В нор- 
мированных пространствах В;, В, и (В. |) окрестность есть открытое 
тело. В пересечении двух окрестностей матрицы А содержится третья, 
%& вместе с. 8 окрестностью А является и 18 (1 + 0 — действитель- 
ное число). Окрестности, определенные с помощью монотонно не воз- 
растающих последовательностей, образуют полную систему окрестно- 
тей. 


$ 2. Различные топологизации пространства ограниченных 
последовательностей 


Рассмотрим следующие три способа введения топологии в линейное 
пространство А с помощью матрицы Тёнлица А: 

1°. Естественная нормировка фактор-пространства (В. /%). 

2°.Если система всех окрестностей & матрицы А принята в качестве 
окрестностей нуля, то мы говорим, что в пространстве В введена %-то- 
пология *. 

_ 3. Если за норму 2 принято число |А(2)|, то говорят, что прост- 
ранство А-нормировано. 

Заметим, что вс@ три приведенные топологизации являются тополо- 
тизациями линейного фактор-пространства (В / 9% )хи разделяют в нем лю- 
бую пару точек. Г 

ТЕОРЕМА. Пусть М < В и пусть через М" обозначено замыкание М 
8 смысле пункта { (1 = 1° — 3°). Тогда 

1) МЕ М? С М:.. 

2) Для каждого # = 1°, 2° найдутся матрицы А и множество М та- 
кие, что Мс М". 

Доказательство. 1) Любая окрестность &1 произвольной матри- 
цы Тёплица А является телом в фактор-пространстве (А./%), т. е. со- 
держит некоторую сферу фактор-пространства (В›/%) с естественной 
нормировкой. Значит, всегда МС М 

Далее, любая окрестность {|А(2)| <=} из А-нормировки является 
®дновременно и окрестностью. 3-топологии. Следовательно, М* Е М3. 

2) Согласно определению 3) из работы (3), функция 


‚ _/У8 при 0<8<1, 
па =1 4 при о 


является, очевидно, норма-функцией. Так как /(0) =0, то, согласно 
теореме 4 работы (3) (см. усиление достаточной части), найдутся равно- 
сильные матрицы Тёплица А и В такие, что 


[== 


зир| В (2) | = 7 (6), 


* Мы говорим. %-топология вместо А-топология потому, что эта топология 


‘однозначно определяется полем 9% и не зависит от прочих своиств матрицы А (см. 
‘теорему $ 3). 
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где 
& = {|2|<1, |А(2)[< 8}. 


При этом для каждого 0<5<)\1, согласно теореме 1 работы (3), най- 
дется последовательность 25, для которой 


Па, [А (2) =, [В (25) | = 7 (8). 


В таком случае для последовательностей уз = 25: Иб будет: 


[51 1:У8, [4()|= Уз, |В)|=Ь 0<8<1. 


Зафиксируем последовательность 5"20, последовательности ти = Узи и 
множество М = {5„}. Тогда О входит в замыкание М по А-нормировке, 
ибо |А(5„)|->0 при п-> со. Но 0 не входит в замыкание М по %-топо- 
логии. Действительно, равносильные матрицы А и В определяют равно- 
сильные топологии (см. теорему нижеследующего $ 3), а точка 0 не вхо- 
дит в окрестность {|В (2)| < 1}, определенную с помощью матрицы В. 
Значит, в нашем случае М? = М?. | 
Наконец, если М ограничено, то, очевидно, М8 = МЗ, но может слу- 
читься так, {что М1 + М°. В самом деле, в примере 1 работы (3) построены 
матрицы: 4»„ и последовательности х„, для которых (п =1,2,...) 


|=, |441 = 1, 48 (2) =4, |4 (2)|< >, че %с.... 


Положив М = {1,} и А= А., мы, очевидно, получим, что М9 0, но 
ый 4 Е 
М'30. Действительно, если ОЕМ', то существует разложение 


Я = Ув -| 2, 
где |у„|->О и 2.6%. Но тогда 
Аз (аа) = Ах (у») Е Ап (2^). 


Так как А” (2) =0 и %, 2% то Ак (2.) =0. Значит, 


| Аз (ут) |= 14 (=) | = 1, 


откуда |У„|> 1:| А» |=1, вопреки |у„|-—0. Теорема доказана. 

В доказанной теореме включения С нельзя заменить строгими, так каЕ 
в отдельных случаях они могут обращаться в равенства. Так, например 
в случае, когда матрица А равносильна Ё, все три замыкания совпада: 
ют с замыканием в А». Действительно, в этом случае существует числ 
6, > 0 такое, что для любой ограниченной последовательности х будет 
|2 (2)| > 8 [=| [ем. теорему 5 работы (3)]. 

Далее, если М — конечное множество, то все три замыкания совпа 
дают и дают множество, содержащее, вслед за точкой хеМ, тольк 
класс смежности х -+ 9. 

Наконец, как уже отмечалось, у ограниченного множества совпада 
ют замыкания по А-нормировке и 9{-топологии. 
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$ 3. Взаимоотношение топологий различных матриц 


ТЕОРЕМА (основная). Нижеследующие условия 1) —4) эквивалентны 
и из них вытекает условие 5): 

1) Матрица В сильнее матрицы А. 

2) 3-топология слабее %{-топологии (т. е. для всякой окрестности &в 
найдется окрестность АС &в)*. 

3) Существуют две окрестности 8А С &ь. 

4) Оператор В = В (т) ограничен или, что то же самое, непрерывен. 
в -топология (в пространстве В = {х} введена \-топология, в простран- 
стве {В (1)} — нормировка В,). 

5) Функционал % = % (7) ограничен или, что то же самое, непреры- 
вен в Э{-топологии (на множестве % задания). 

Следствие. Нижеследующие три условия эквивалентны: 

1. Матрица В равносильна матрице. А. 

2. 3- и 3[-топологии эквивалентны. 

3. Существуют две пары окрестностей, для которых 


ФАС @ в, вс бА- 


Доказательство теоремы. Рассмотрим фиксированную окрест- 
ность 6в матрицы В, определенную монотонно не возрастающей после- 
довательностью 1, =?,... (> 0). Если для каждого п найдется число. 
5" > 0 такое, что 


{12| < п; [4 (2) < 5} < {| < п; [В (2)| < ="}, 


то окрестность &А, определенная последовательностью 61, 8?,..., будет 
содержаться в окрестности &в. Если же таких 5" не найдется, то для 
некоторого п, и любого 5 > 0 будет 


{| < по; [4 (2) | < 8} 5 {|= < по; [В (2) < =". (1) 


Это значит, что для каждого 5 = 1: найдется последовательность Хх,. 
входящая в левую часть (1) и не входящая в правую, т. е. 


[9 < по |А(2)|<1:%, |В\(ак)|> =" (=1,2,...). 


Изменяя конечное число. членов в каждой последовательности хи, мы 
можем добиться того, чтобы было: |7к| < т. 

Применяя к матрицам А, В и последовательностям + хк:то лемму о 
переползании [см. (?)], мы получим последовательность 2, для которой 


|251, [4 ([=0, 


— а В” (2) = Ва В” (2) > =: по. 


* Заметим, что существуют матрицы АСВ и окрестность $ д, не входящая ни 
в одну окрестность фв. 
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Последовательность 2 суммируется к нулю матрицей А и не суммирует- 
ся матрицей В. Таким образом, из условия 1) следуют условия 2) и 3). 


Далее, любая окрестность @д содержит все последовательности У, 
‘суммируемые к нулю матрицей А. Таким образом, всякая последова- 
тельность 7.6% входит в @л вместе с (бесконечной) прямой №ха (— © < 


< ^< + о). Если для какой-либо пары окрестностей ‘вл С &в, то и 6в. 


содержит все эти прямые. Но тогда, согласно п. 4 $ 1, матрица В сум- 
мирует к нулю все последовательности %. Таким образом, из условия 
3) вытекает условие 1), а значит, и условие 2). 

Перейдем к условиям 4) и 5). Из условия 4) вытекает условие 5) в 
силу равенства 


[В (2) | = [8 (2) |, 


которое справедливо для всех 6%. Пусть имеет место условие 4), т. е 


оператор В(х) ограничен на некоторой окрестности @д. Это значит, что. 


для всех д.6 бд существует константа з такая, что |В (51) | < :. Но тог- 
да @&л входит в окрестность @&в, заданную последовательностью =” == з 
{8в = {25| < оо, |В (2)|<=}) и, следовательно, имеет место условие 3). 

Обратно, пусть имеет место условие 2), тогда для окрестности &в = 
= {]2| < ©, |В (2)| <=}, где е— любая константа, найдется окрестность 
А СбА. Таким образом, и подавно |В (2) | <= для всех хЕбёд, а зна- 
чит, имеет место условие 4). Теорема доказана. 
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БЕЗУСЛОВНАЯ СУММИРУЕМОСТЬ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе доказывается ряд утверждений, относящихся к безуслов- 
ной суммируемости (в том или ином смысле) фувкциональных и чи- 


словых рядов. Некоторые из результатов работы примыкают к резуль- 
‘татам работ автора (4). — (8), причем полученные ранее утверждения 
частично лополняются. 


Известные до сих пор теоремы выводятся как следствия более 
общих фактов. 


| Введение 


Более 30-ти лет тому назад [см. (!)] возник вопрос о том, не явля- 
ются ли почти всюду безусловно суммируемые ряды 


Ул (260) 


безусловно сходящимися почти всюду? . 
Наиболее полным ответом до последнего времени был результат Ор- 
лича ('), который нашел достаточное условие для того, чтобы из безус- 
`ловной суммируемости следовала безусловная сходимость. Таким усло- 
вием, в случае измеримых функций, является требование 
Пт 7» (2) =0 для почти всех х6[0,1]. 


п* с 


Совершенно ясно, что это требование является и необходимым. 
Что касается ортогональных рядов 


со 


Ио 0,0, 


п=0 


' безусловно суммируемых почти всюду на [0,1], то они являются безус- 


. ловно сходящимися почти всюду на [0,1], еспи 


|| 

| со 
| 2 

и и < ©. 

| п=0 

| р» 
` Это утверждение было также доказано Орличем [(*), стр. 91, см. также 


Ш), стр. 215]. 
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Далее, в работах автора (“),(5),(°), где изучались свойства рядов по 
переставленной тригонометрической системе, было показано [см. (“), след- 
ствие 4], что если тригонометрический ряд 


о +У (м 05 ла + 8 зщ п) 


а, 


‘безусловно суммируем почти всюду на Е (тЕ > 0), то этот ряд безус- 
ловно сходится почти всюду на Е и 


со | 
Я @+ и) < ао. 
в=1 
Заметим, что в этом утверждении на коэффициенты аи и 6, никакие 
‘ограничения не накладываются. 
Что касается общих функциональных рядов, то быдло установлено 
см. (4), лемма 3], что условие Орлича можно заменить условием 


Нш и; (2) =0 для почти всех 26 [0,1], 
К + © 


тде {п} — некоторая подпоследовательность целых чисел. Этот факт 
оказался весьма полезным при исследовании безусловно суммируемых 
рядов. Так, в работе (“) (замечание 9 и теорема 1) было показано, что 


если числовой ряд 
со 


Вы 
п=о 
безусловно суммируем и с„,—>0 по некоторой подпоследовательности, то 
этот ряд абсолютно сходится. 
Несколько позже аналогичный результат был получен Робертсон ом 
(8) для случая условно сходящихся рядов. 
Что касается безусловно суммируемых ортогональных рядов 


со 


я Стфп (5), 
п—=0 ] 
‘то автором было показано [см. (“), следствие 6], что они являются безу- 
словно сходящимися, если 
Пи |с„| =0, 


п -с 


т. е. условие Орлича 
со 


№ [= < © 

п=0 
можно’ заменить менее ограничительным условием, | 
Надавно И. И. Волков указал пример, показывающий, что из безус-\ 
ловной суммируемости ряда не вытекает его безусловная сходимость. 
В качестве такого ряда он взял ряд 


ый. (+) | 


| 
й 
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Исходя из этого факта, мы построили’ [см. (4), теорема 410] пример 
‘ортогонального ряда, который всюду на [0,1] безусловно суммируем и 
‚в то же время не является сходящимся ни в одной точке. 

Далее, в связи с примером И. И. Волкова, начались исследования 
по изучению вида безусловно суммируемых рядов. Последний резуль- 
тат в этом направлении недавно анонсирован без доказательства 
А. М. Олевским (1) (см. следствие 5 настоящей работы). 

В настоящей работе исследуется безусловная суммируемость функ- 
циональных рядов при расширенном понимании безусловной суммируе- 
мости. Благодаря этому, ранее полученные результаты вытекают 
как частные случаи более общих фактов. Отметим, что, по сущест- 
ву, все безусловно суммируемые, но расходящиеся ряды, имеют вид 
ряда (*). 
`’ В $1 даются определения и доказываются леммы, из которых основ- 
ными являются леммы 1 и 2. Что касается‘ остальных ‚лемм, то они 
по существу либо известны (хотя автор не знает, где они явно сформу- 
лированы), либо являются весьма элементарными утверждениями, 
требующими при своем доказательстве лишь умелых техни- 
ческих выкладок. 

В$2 приводятся основные утверждения, относящиеся как к функци- 
ональным рядам (теоремы 1—4), так и к числовым (теоремы 5 и 5'). 

В $3 доказываются утверждения, относящиеся к ортогональным ря- 
дам. 


$ 1. Определения и вспомогательные утверждения 


Обозначим через В = | В„т| линейные. матричные методы суммирова- 
‚ния с помощью множителей, удовлетворяющие условиям: 


Иа ВСП В (1) 
По Ву АИ 1-0, *, (2) 


При этом мы говорим, что ряд 
со 
Ус 
П—=0 
суммируем методом В к числу 5, если 


Пт № ПЕТЬ 


п>о 
т=0 


* Условие (2) нужно лишь для леммы 1. Если же метод В не удовлетворяет 
условию (2), то при доказательстве всех нижеследующих утверждении можно не 
пользоваться леммой.1. Ввиду этого, большинство доказанных ниже утверждении 
верно для методов В, ‘которые удовлетворяют лишь условию (1). 

10* 
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—. 


Через 7° = |а»„т| будем обозначать линейные методы суммирования, 
‚ которые удовлетворяют условиям: 


пб = 0 О.) (3) 
тп+ со ь 
111 У а,тш=1. (4) 
П- 50 т=0 


со 


а 
При этом ряд У с» называют Т*-суммируемым к числу 5, если 


И=0 


Ат № В бы. 


п—>осо т=0 


где бт = У, си. 


п=0 у 
Из определений очевидно, что методы В и Т’, вообще говоря, раз- 


личны: 

В случае. ‘конечно-строчных методов они сводятся друг к другу. 
В общем же случае, формально, всякий метод Т* = |а„,ш|| сводится 
к методу В =| Ви т| © 1" = 0, еели положить 


со 
г а 

Ва, = 2 @т, к. 
К=т 


Обратное утверждение, конечно, неверно, так как если при некотором п, 
последовательность В», т не имеет нулевого предела по т (кстати, предел 
даже может и не существовать), то метод В нельзя свести ни к какому 
методу 1”. 

Если проанализировать нижеследующие рассуждения, то легко заме- 
тить, что, доказав некоторое утверждение для методов В =|В,„,т|, мы 
можем это доказательство перенести и на методы 7“ =|@аш|. 
Обратный же ход от 1’ к В обязательно потребует дополнительных 
рассуждений, которые связаны с тем, что Ишт В», т может не существо- 


т-—со 


вать, а если и существует, то может быть отличным от нуля. 

В указанном выше смысле методы В шире методов 1”. Более того, 
методы В значительно удобнее для изучения суммируемости рядов. Как 
правило, выкладки для методов 1’ более громоздки, из-за чего идея 
доказательства того или иного факта становится мало прозрачной из-за 
технических трудностей. 

Ввиду этого, мы в большинстве случаев будем опускать рассужде- 
ния, относящиеся к методам 7”, хотя основную лемму (см. лемму 2) до- 
кажем и для методов Т“. 

Определение 1. Пусть функции /и(2) определены на Е. Функ- 
циональный ряд 


р. (5) 


0—0 
‚мы называем безусловно стодящимся по ‘внешней мере на Е, если он при 
любом порядке членов сходится по внешней мере на ЕЁ, т. е. если для 


д беь 
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всякого переставленного ряда 


№9, @) (6). 


К=0 


найдется конечная функция Р(5) такая, что для любого 1 > 0 
М 
ла тьЕ | Е (&)— У 1 (2) >1 5 
Мс #=0 


Если функции /» (2) измеримы на Е, то в этом случае мы будем 
говорить о безусловной сходимости по мере. 

Ясно, что функция Ё(л) не зависит от перестановки членов ряда (5). 
Доказывается это следующим известным приемом. Пусть 


нами) (6’) 
&=0 


.К=0 


— два переставленных ряда. Строим третий ряд 


АК (6) 
=0 


следующим образом: полагаем }», (1) = }и.(21) и №, =1. Далеб берем во 
втором ряде (6’) М; членов ]т,, ]м„...]ты, Так, чтобы среди них нахо- 
дился член ]„, и в третьем ряде (6”) после }»„(х) ставим в каком-то 
порядке все функции группы ]и,, [т,.../тм» Из которой выброшен 
член /р.. Затем выбираем Л, так, чтобы среди членов ]и„, [и„› -. Лан, 
находились все члены группы {р р»... 2м»› и в третьем ряде после, 
члена ]рм, ставим в каком-то порядке все функции группы {и /м,›.. им,» 
из которой выброшены члены ]т,, ]р,›... юм. Продолжая неограниченно 
этот процесс, мы получим ряд (6”), у которого частные суммы для 
номеров №» совпадают с частными суммами Ш№,-го порядка от первого 
‚ряда (6’), а частные суммы с номерами Мх совпадают с частными сум-. 
мами М»-го порядка от второго ряда (6’). 

Определение 2. Пусть В = | В», т || — некоторый метод суммирова- 
ния. Тогда ряд (5) назовем безусловно В-суммируемым на Е по внешней 
мере, если для всякого ряда (6) найдется функция РЁ (5) такая, что для 
любого 1>0 

Вт теЁ {1 Ё (5) — вм (1) | > {} = 0, 
М№М-со 


где 
б«, (1)-== 2 Ток (2) Вм, к, (7) 
#—0 


а ряд в правой части (7) сходится для почти всех ЕЕ * 
Совершенно аналогично определяется безусловная 1"-суммируемость 
ряда (5) по внешней мере. 


* Как будет видно из дальнейшего, существование см (1) можно понимать 
в смысле сходимости по внешней мере рядов (7) и потому всюду в работе суще- 
ствование слу (2) можно понимать в указанном смысле. 
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Определение 3. Ряд (5) называют безусловно В-сумми руемым 
почти всюду на Е, если все переставленные ряды (6) суммируются ме-. 
тодом В почти всюду на Е. 

Аналогично определяется безусловная 7“-суммируемость почти всюду 
на Е. 

В определениях 2 и 3 независимость функции ЁР(7) от порядка сле- 
дования членов ряда уже не очевидна. 

Отметим, что один факт существования см(х) при любых порядках 
членов в ряде (5) позволяет найти между см (1) и членами ряда (5) 
весьма удобную взаимосвязь, с помощью которой легко дать характе- 
ристику всех безусловно суммируемых рядов. 

Две первые леммы и посвящены нахождению этой взаимосвязи. Мы 
увидим, что эти леммы одинаково просты независимо от того, рассматри- 
ваем ли мы ряд числовой или функциональный. 

`Если {/(5)}. {$;(т1)}, {тк (х)} —три последовательности функций, 
определенных на множестве ЕЁ, то через 


{76} -Е {ФЕ {< ` 


будем обозначать теоретико-множественную сумму этих последователь- 
ностей. 

ЛЕММА 1 (основная). Пусть последовательность функций {$} = 
= {71} + {Ф;} -| {<к}, определенных на Е, такова, что тк (1) — произвольные | 
функции, а 

|7» (2) | + [$ (2) [< Е» (2) (т6Е), (8) 


где измеримые функции Е» (т) конечны почти всюду на [0, 1]. Тогда если 
В-средние ряда 


У @) (9 | 


й=0 
имеют смысл почти всюду на Е при любых перестановкат членов, то 
найдутся две перестановки ряда (9) 


Ха и Уфа, (9') 


п=0 п=0 
последовательность чисел {пк} и последовательность множеств Их та- 
кие, что 


д с...Е 0, с. СЕ, т. (Е— И) <-+ (10) 


оик(2) — Г (2) = /к (2) — фк (2) -- Вк (2) для почти всех ЕЕ, (11) 
где 


|Вь (| 5-5 при 260», (12) 


а с» (1) и с, (4) — В-средние рядов (9’). Пра этом если Е„ (1) == С 
(С, — постоянные), то неравенство (12) справедливо для всех ЕЕ. 

Доказате льство. Так как функции Р, (5) измеримы, то найдется 
последовательность совершенных множеств 
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’ 


Е СО те 


на каждом из которых все функции ГР, (5) непрерывны. Положим 


К 
ФУ ое (2), Е’ =Е-Рь (13) 


$=1 хе 


и возьмем любое р1. В силу (1) и (2), можно найти п: такое, что 
- 1 1 
[1 — Ви, в, | < тр, [| эта 


После этого ‘определяем т, >> р, так, что [см. (2)] 


1 
В, ты | < р: о 


Пусть уже определены {р:}, {п:}, {т} для &=1,....Ё—1. Тогда 
находим р» > т„_, так, чтобы Е 


й и а 
Вы, — Ты] < р при рр, =... &—14. (14) 
к 
В силу (1), можно взять их > пк: таким, что 
< 1 
РЯ Вл, а — Впу. т | < 2, › | (15) 


Я 
 — Вы [< 2, Ме < ре (16) 


После этого ваходим тх > рк так, чтобы и (2) и (16) 
| Ват < жр (17) 
Рь 


Построим теперь два яв. 


2 ие в Ук 
и=0 
так, что ‘у первого ряда на месте р„ стоит функция ]„, на месте т„ — 
функция ф„, а у второго ряда наоборот. Оставшиеся члены х„ (2) в обоих 
рядах располагаем одним и тем же способом на незаполненные места. 
Через с’ (2) будем обозначать В-средние первого ряда, а через в, (2) — 
В-средние второго ряда. Ясно, что 
бт (1) — п, (2) = 
—1 : 
м: 2: (9 тэ $3) в, ро Вт, т;) к фк) (Ви, Юр Ву, ть) = 


= у (7; — $) (В, РЕ В», т;) = 5, 5 + 5*. (18) 


= 


В силу условия леммы, все величины имеют смысл на некотором мно- 
жестве МсЕс т(Е — М) =0. Положим 


И; = Ек.М = М.В... 
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Очевидно, что тогда условие (10) справедливо, так как 
те (Е — Ок) < т. (М — М.Р») < те(М-СР»). 
На основании (8), (13) и (15), при 260» 
К—1 
[53 [< УР Ва Вы 5-Е: (19) 


К 
1 7 


С другой стороны, в силу (8), (13) и (14), при 260» 


< > Е; (2) | Ви, р; — Вл, т; ыы р;—— ть (20). 
А+ = 2 


Оценим разность (/к — фк) — 53 при $60». В — (8) ое (16) и (17) 
для ХЕеИьу 


(к — Ф) — 92| < мы и рат 
п 1 
< 2 {р рее чжая (24) 


ок 


Объединяя (18)—(21), устанавливаем справедливость соотношений (14) 
и (12). 

ЛЕММА 2 (основная). „Тусть ряд (9) удовлетворяет условиям леммы 1 
с заменой метода В на метод Т“ = |а„,т|. Тогда справедливы соотноше- 
ния (11) и (12), где с, (2) и о’ (1) — Т*-средние некоторых двух пере- 
ставленных рядов (9). 

Наметим основные этапы доказательства. Как в лемме 1, определяем 
множества Р,, Ех и числа О;. Пусть уже построены числа {р:;}, {п:} 
{т:} при #=0,1,..., (& —1). Определяем рк > ть, так, чтобы [см. (4), 


при 9 >р>рь &=1,...,&—1. (22) 


После этого находим их > п,_, так, чтобы [см. (3) и (4)] 


тТА—1 
У 14, Е (23) 
4=0 Рь 
1 
|1 у РИА ЕЮ бут (24) 
РК ы р, 
а число тк > рк берем таким, чтобы 
А (25) 
о р, | 


Строим так же, как и в лемме 1, два ряда. Тогда для их Т"-средних 
будем иметь: 


Та 1 ту—1 


вп; (1) — и; (2) = г (а — Фа) м ту, #2 (№ — $) а @тх, Г. 


1=Ра 1=рк 


| 
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+ х Уран Ыб 5, (26) 


а=к-1 1=Ра 


где. все. выражения имеют смысл на Мс Е с т(Е— М) =0. Положим. 
{к = М-Рх+. В силу (23), при хеП» 


1 
15:15. (27) 
В силу же (22), для х6Йх 
1 


'С.другой стороны, в силу (24) и (25), при #60» 


Е: (29) 


[(%— 9) — 51 <: 


Объединяя соотношения (26)—(29), получим утверждение леммы 2. 

Замечание 1. Утверждения и доказательства лемм 1 и 2 нол- 
ностью сохраняются, если мы будем понимать существование В-средних 
_ `(Г’-6редних) в смысле ‘сходимости по внешней мере рядов (7) (см. ай 
к определению 2). 

Замечание 2. Очевидно, что леммы 1 и 2 можно распространить 
и на ряды по функциям Ф, (2), где 26Е, а Е — некоторое множество, 
лежащее в конечномерном эвклидовом пространстве. 

Это замечание остается в силе и по отношению к нижеследующим 
утверждениям. 

ЛЕММА 3. Если }(1) >0.на множестве Е с [0, 1] с теЁ > 0, то 
найдутся число 1 > 0 и множество Е! < ЕстьЕ! > 0 такие, что } (1) >1 
при тЕЕ.,. 

Доказательство. Возьмем последовательность чисел ох | 0. По- 
ложим 


А» =Е{ (2) > к}. 


Ясно, что Е = № Ак. Но известно. [см. (°) стр. 60], что- 


К=1 


со 
Е< У т.Аь. 
и=1 
Поэтому . найдется А Чакое, что т.Ак, > 0. Положив Ё, = Ак, и 
`1= си, мы и получим утверждение леммы 3. 
| ЛЕММА 4. Для того чтобы последовательность функций }„{т). была 
‚ сходящейся на Е по внешней мере, необходимо и достаточно, чтобы для 
’ любого $ > 0 


1 теЁ {} 7 (2) — /т42) | > 8} = 0. 


Доказательство леммы 4’аналогично доказательству для случая изме- 
римых функпий [см. (1°), стр. 94—95]. 
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[- =) 


Следствие 1. Если ряд — [= (2) сходится по внешней мере на Е, 
п—=0 
то м (1) стремится к нулю по внешней мере на Е. 


ЛЕММА 5. Пусть последовательность функций {}» (2)} сходится по’ 
внешней мере на Е к нулю, т. е. для любого 6 >0 


т ть 4 1» (2)1 > 8} = 0. (30) 
п- со : 
Тогда для любых последовательностей 6х | 0, жк | 0 можно найти после- 


довательность возрастающих чисел пк и последовательность множеств 
Вкс Е такие, что 


ВоВ. 5. а беж (31} 
и ряд 


Як) (32) 
К=1 


ходится по внешней мере на Е к некоторой функции Е (2) Кроме того 


ряд (32) _ всюду сходится на множестве Е— 4( А = П Вь, тА = С 
К 
и притом так, что 


: 
| Р (10) — У нео) | < при зЕЕФА, М> М, (1%), (83) 
—1 


ь 
; з 

У И (@®<8н пра 2ЕВь (М=1,2,...). (34) | 

К=М--1 | 
Доказательство по идее совпадает с доказательством теоремы Рисса | 
[см. (°), стр. 89]. Возьмем последовательности ок | О и В» | О такие, что. | 
о 

> к Зам 5 и е. вк вм, тм. (35) 

®=М 

Индуктивно найдем п: < п. <... так, что [см. (30)] | 
теЕ {| [пк (2) | > к} < В», (36) 


и положим 


Ак = Е {| и (5) | > вк}, Вь= у А:. 


—__ 
Ясво, что [см. (35) и (36)] 
теВь < У т. < Уй«ль 


4=К =. 


со 


але = (31) справедливо. Положим. А = - Вх. Очевидно, _ что тТА=0. 


К=1 


Пусть точка ЕЕ — А. Тогда жЕВь, т. е. %6Е А; при &>Ёь, откуда’ 


| 
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следует, что |»; (5о) | За: при >, т. е. [ем. (35)] ряд: 1 (32) сходится 


во всех точках 26Е— А. Кроме того, если хЕВк, т. е. ХЕЛ, при 
вм, то 


|8 (2) — р (< < о (37) 


К—=М-1 


Последнее неравенство показывает, что ряд (32) сходится по внешней 
мере на Ё и что справедливо неравенство (34). 

Если же х6Е— А, то хо 6 Вх при № > №, (%о) и, в силу (37), спра- 
ведливо неравенство (33). 

ЛЕММА 6. Пусть Т“ = |а„,ш|— некоторый метод суммирования 
и пусть последовательность {| (1т)} сходится по внешней мере к нулю 
на множестве Е с [0, 1]. Тогда если 


|1» (2) | < Р» (2) (т6Е) 


- (где измеримые функции Е„ (т) конечны почти всюду на [0, 1]), то можно 


найти такую последовательность {п»}, что ряд 


>, нь (1) (38) 


К=1 


тодится почти всюду на Е и сходится по внешней мере на Ек функ- 
ции Е (5). Кроме того, Т"-средние имеют смысл почти всюду на Е 
и стодятся на Е по внешней мере, а также и почти всюду на Е, 
и В (<). 

Доказательство можно провести совершенно аналогично доказательству 
лемм 1 и 2 работы (4), только нужно будет использовать лемму 5. 

Замечание 3. При предположениях леммы 6 можно сделать так, 
чтобы ее заключение было справедливым не только для ряда (38), но 
и для любого ряда, полученного из (38) «разбавлением» нулями не 
чаще, чем через один член. 

ЛЕММА 6’. Если метод суммирования В =|В,ш| и последователь- 
ность {}, (5)} удовлетворяют условиям леммы 6, то заключение леммы 
остается справедливым при замене Т“-средних на В-средние. 

Доказательство леммы 6’ в основном аналогично доказательству 
леммы 6. | 

ЛЕММА 7. Пусть В =| Ви, и| (или Т" = |а,,т|) — некоторый метод 


’ суммирования, а последовательности функций {7»}, {Фи} определены на 


Вс [0,1] и 
| №» (2) | + | Ф» (2) |< Е» (=) (26Е), 


где функции Е„(2) измеримы и конечны почти всюду на [0, 1]. Тогда 
если ряд 


ИИ) (39) 


п=0 
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растодатся на Е по внешней мере, а ряд 
со - | 
>! Фе (1) (40) 
п=0 


сходится по внешней мере на Е, то ряд (39) можно «разбавить» всеми 
членами ряда (40) так, чтобы вновь полученный ряд не был В-суммируе- ` 
мым (Т”-суммируемым) по внешней мере на Е. 

Если использовать лемму 6, то доказательство леммы Т для методов г 
проходит аналогично доказательству леммы 3 работы (*“). 

Что касается методов В, то основная идея доказательства — та же, 
только следует воспользоваться леммой 6’.. Отметим, что при этом 


следует отдельно разбирать два случая: 1) 1.=0 (п=0,1,...) и 
2) Пе] В„,ш| > 0 при некотором п [см. (2)]. 


Следствие 2. Пусть В (или Т“) — метод суммирования и ряд 


со 
+) ЕВ, (407) 
п=0 
где 1$, (2) |< Е, 2), расходится на Е по внешней мере. Тогда если 
некоторая подпоследовательность Ф„,(т) сходится к нулю по внешней 
мере на Е, то члены ряда (40’) можно переставить так, чтобы вновь. 
полученный ряд был несуммируем методом В (Т") по внешней мере на Е. 
В самом деле, в силу леммы 5, из ряда (40°) можно выделить «под- 
ряд», сходящийся по внешней мере на Е. Оставшийся ряд, очевидно, 
опять-таки расходится по внешней мере на Е. Применяя лемму 717 
к полученным двум рядам, убеждаемся в справедливости следствия 2. 
Аналогичное предложение справедливо и в вопросах расходимости 
почти всюду. 
Следствие 3. Пусть В (или Т*) — метод суммирования, а Фи. (т) — 
измеримые функции на Е такие, что некоторая последовательность 
фи, (т) —>0 почти всюду на Е. Тогда если ряд 


со 
А . 
Уф @) (407) 
п=0 
расходится ‘на множестве Е С Е с тЕ, > 0, то члены ряда (40"”) можно 
переставить так, чтобы вновь полученный ряд был несуммируем методом 
В (Т°) почти всюду на Е\. 
Это утверждение доказывается совершенно так же, как следствие 2 
только вместо леммы 7 нужно использовать лемму 3 работы (“). 
Отметим, что следствие 3, по существу, уже было использовано нами. 
в работе (*) и что для случая регулярных методов Г оно неявным об- 
разом содержится в работе Орлича (1). 
ЛЕММА 8. Пусть В = || В, п!| — метод суммирования, а {Фи (2)} — 


последовательность функций на Е. Тогда если для некоторого пу ряд. 
со со } 
УВ асходится, т д я 1 б : 

чоча Р ‚ то ря можно «разбавить» всеми функциями 
т=0 п==0 
Ф" (т) не чаще, чем через один член, так, чтобы для вновь полученного 
ряда В-среднее с номером п’ не имело смысла для всех хЕЕ. 


; 
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Доказательство. По условию, найдется число е >> 0 и последо- 


вательность п, < т <п.<т.<...«пт<тьк<... такие, что 
тк 
о Ве (К. 2...) (41) 
р=птк-1 


Строим новый ряд следующим образом: на места п’ ставим фк, а на 
оставшиеся — располагаем единицы. Ясно, что таким образом построен- 
ный ряд не имеет В-среднего с„,(1), так как для частей ряда, которым 
определяется о„,(2), справедливо неравенство (41), что и требовалось 
доказать. 

ЛЕММА 9. Пусть В = |! В», п| | — метод суммирования, а {ф„ (1)} — 
последовательность функций на Е. Тогда если 


|Ф» (2) | < Р» (2) (26Е), (42) 


где измеримые функции ЁЕ„(х) конечны почти всюду на [0,1] и 


я Вл, т = Нь— со (п —> оо), (43) 
т=0 


\ 

то ряд » 1 можно «разбавить» всеми функциями ф„(т) не чаще, чем че- 
70=0 

рез один член, так, что для вновь полученного ряда найдутся последова- 


тельность чисел {пк} и последовательность множеств {П;} такие, что 
1 


обе сыВ, т (Е — 0») <, (44) 
Ни, | 
°ик (2) > —— при хеОь, (45) 


где с„(х) — В-средние от «разбавленного» ряда. 
Доказательство. Так как функции Ё» (7) измеримы, то найдется 
последовательность совершенных множеств 


. 


В. С 91| тРь > 1 — т, (46) 
на каждом из которых все функции Р’ (7) непрерывны. 
Положим 
| к 
| И, —Я.Р. Би > зарЕ, (©). (47) 
1—0 Х@Рк 


| Из (46) и (47) вытекает, что справедливы условия (44). Положим ру = 0. 


’Пусть {р}, {п} для #=0,..., #—1 уже определены. Тогда находим. 
| Рк > РКЦ -1 так, чтобы 
. й 
И < о (48) 
]=Р к 


11 известия АН СССР, серия математическая, № 5 


794 П. Л. УЛЬЯНОВ 


В силу же (1) и (43), можно найти пх > пк: так, чтобы 
| Ви, < 2 при = 0,1,..., Рьк, (49) 
Ни > 20рьГь. (50) 


Строим новый ряд следующим образом: на место рк поставим функцию 
фк (2), а оставшиеся места заполним единицами. Через о» (2) обозначим 
его В-средние. Очевидно, что 


К—1 Ра-1—1 РК 1 
б.у (7) я р |. (5) Вл, Ра Е м Вл, 1 т Е (5) Вл, РЕ Е 2 Ви, . Не 


6—0 ра 1 р 

со Ра 1 1 

+75 | буВьь я. + > В, |= 5.45.45, (54). 
а=к-+1 4=ро-1 


В силу (42), (4Т) и (49), при ХО» 
Рк—1 


[51| < <2ь 2 | Ви», :|< 2ркк. (52) 


С другой стороны, на основании (48), при 60» 


ее 1 1 1 
[5155 № (Р-р: 5х.) Зет (53) 


Но при 260, [см. (43), (49) и (48)] 


Е о Впу, 1 


+1 


И 


5:> > хы В 


В, : 


1=0 


—1|$ (2) Вл, вк | > 


4 


ИИ — 20+. (54) 


Следовательно, объединяя (51) — (54), получим [см. также (50)]: 


Н 

т п 
вид (2) > Ньь — 2 (рь + 1) — 2 (ри + 1) к — > 

при х6О. А это и значит, что неравенство (45) справедливо. 
ЛЕММА 10. Пусть В = || В, т|| — метод суммирования, а последова 
тельность {$,(х)} удовлетворяет тем же услсвиям, что и в лемме 9 
Тогда если 


0 т—=0 


У Вах. т = Н,->1 и р Ву, т = Н,—0 при &— оо, (55 
т= | 


о з | 

то ряд ъу 1 можно «разбавитьу всеми функциями ф„(х) не чаще, че. 
т=о - | 

через один член, так, что для вновь полученного ряда найдутся последе\, 


вательности чисел {т}, {т,} и множеств {И,} такие, что 


= Це =. ть (Е — ь) < 
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и - О при +60, (> 4) (56) 


где с, (1) — В-средние от «разбавленного» ряда. 

Доказательство. Так же, как в лемме 9, определяем Р;, И» 
и Л». Метод суммирования || В, т| обозначим через В: =1В, „|, а 
метод || В-,, т || — через В, = || В, „|. Положим р, =0. Пусть уже опре- 
делены {р:}, {п:}} для Е=0,..., А—1. Тогда находим Рк > Ра -+ 1 
так, чтобы 


а 


=Рр 


1 
Г , 
но 


> АВ Эно ар 
пр р, 


ый (57) 


После этого можно найти пк > Ик так, чтобы [см. (55)] 


: : 1 а 
| Вал ЕТ при 1 = 0,1,...,рк (58) 
; 
Хи Ра (59) 
1= = 


Гак же, как в лемме 9, строим новый ряд. Через о’ (2) обозначим его 
”:-средние, а через 5, (2) — В.-средвие. Очевидно, что 


К—1 Ра 1-1 
в. — о» (2) — р? |+. р. Внь, а} + о “В, — Вы, 2] Е 
к Рк-1—1 РЕ 1 
о, — В" О: И 
в [1 С РК к» к) г и ОМ р ее 
со „2 ка 
У |6. м О Е Е 2] 266] 
аи пк, Ра к, Ра += ра +1 


силу (42), (47) и (58), при х60х 


К—1 


Е = а (61) 
АР [2 О, г КО, $ == 
другой стороны, в силу (57), при 26 0х 
< тес А ЗЕ 62) 
Вы $ [25-4 55. а 


11° 
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И, наконец, в силу (59), (57) и (58), при хеО» 


5,> УВ :— > Выь:— М (В: — Въ) + Фи (Р)(Внь, ть — Вньзь)— 
1=0 Г 1=0 Ри 1 
РК 
" Л 1 7 1 1 1 
— У (Вт, 1 В») (1—1) = Евр — кр, 2 а, | 
ня (63) _ 


чек (9 


Но 
Зах (т) 5 94, (2), 
и потому, полагая 


ба Па 


мы убеждаемся в справедливости (56). 

Замечание 4. Примерно таким же способом доказываются утверж- 
дения, аналогичные леммам 8—10, но для методов 1“. 

Замечание 5. Во всех леммах $ 1 (не нарушая их утверждений) | 
условие ограниченности функций }»„ измеримыми функциями Р’„ (1) можно | 
заменить требованием, что найдется последовательность множеств ПИ, < | 
с... С Окс...С Е таких, что т.(Е — Ох) {0 и. каждая функция | 
[» (1) ограничена на Ох. 


$ 2. Функциональные и числовые ряды 


Вспомогательные результаты, доказанные в $ 1, имеют довольно общий | 
характер и потому позволяют получать разнообразные утверждения, от- | 
носящиеся к безусловной суммируемости рядов. Мы остановимся на тех, ' 
которые представляются нам наиболее интбресными. 

Так же, как в $1, будем обозначать через РК, (5) И изме- | 
римые и конечные почти всюду на [0,1]. | 

ТЕОРЕМА 1. Пусть В = || Вы, м р сумми рования. | 


ТогЭа если |» (<) |< Е» (5) при ЕЕ и ряд У фи (2) безусловно Вр 
п—=0 | 
мируем на множестве Е по внешней мере, то 


фи (2) = 7 (2) + (2) (26Е), | (64) 


где }(х) — конечная функция на Е, а ряд я "м. (2) безусловно сходится на 
п=0 
Я 
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Е по внешней мере. При этом если ряд 
со 


74 (65) 
т=0 2 
не суммируем методом В, то }(1) =0 на Е. 


Доказательство. а убедимся, что ф„ (2) сходится по внеш- 
‚ней мере на Е к некоторой функции / (5). Допустим противное. Тогда, 
в силу леммы 4, найдется число 1>0 и две достаточно редкие различ- 
ные подпоследовательности {ту}, {т} такие, что 


шие, 1$, (2) —$,: (>10 >0. (66) 


Обозначим через О„ (2) те функции из системы {41 (2)}, которые не вошли 
в {$}, {$ "}. Положим 
к к 


[к = а фк = Ок, лк = т. 
Тогда, на основании леммы 1 и условия теоремы 1, 


4: (@® — 0, (@) Ми), (67) 


| 


где знак -» означает сходимость на Е по внешней мере. С другой сто- 
’ роны, полагая | 


о т 
| мы также получим: 
и (2) — Ок (1) > М» (2). (68) 
(Строим новую последовательность функций: 


я — №, фи - ет а 


Полагаем ]/х = вх, фк = Ок и *^ — равным оставшимся функциям системы 
\{ф:}, не вошедшим в {4}, {Ок}. Тогда, в силу леммы 1, 


вк (1) — Ок (2) > М: (1), 


или 


ф’ (2)— Ок (2) > Мз (2), и. (2) — Ок (7) > Мз (2). (69) 
П—1 : 2 


з (67) — (69) вытекает, что М, (2) = М» (2) при 26Е. А тогда из (67) 
и (68) следует, что 


$. @- 50. 
Но это противоречит (66). Таким образом, 


в ф» (2) = 1 (#) + *» (2), 
‘де тт (2) > 0. 

о Но последовательность функций {ф„} ограничена измеримыми функ- 
ями {Ё„} и поэтому найдется последовательность множеств НЕ: 
.СО,С...СЕ с т.(Е— 0») |0, ва каждом из которых ](т) огра- 
чена. Следовательно, в силу замечания 5, не ограничивая общности 


< 
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доказательства, можно считать, что ](2) также ограничена измеримой 
функцией. 

Рассмотрим: два случая. 

Случай 1. Метод В суммирует ряд (65). Тогда ряд 


2 [фк (2) —1(2)] => ще (5) (70) 


безусловно В-суммируем на Е по внешней мере и *к (2) > 0. Допустим, 
что ряд (70) не является безусловно сходящимся на Ё по внешней мере, 
т. е. при некотором порядке членов он расходится. Предположим, что 
таким расходящимся рядом является ряд (70). Тогда, в силу следствия 2, 
члены ряда (70) можно переставить так, чтобы новый ряд был несум- 
мируемым методом В по внешней мере на Е. Мы получили противоре- 
чие. Таким образом, ряд (70) безусловно сходится на Е по внешней! 
мере. | 

Случай 2. Метод В не суммирует ряда (65). Этот случай. 
разбивается’ на три подслучая: 

со 


1) Ряд У В», шт не сходится. Предположим, что функция 1 (2) не яв- 
т=0 
ляется эквивалентной нулю на Ё, например ] (5) >> 0 прихЕЁ, с т.Е, > 0. 


Тогда, в силу леммы 3, найдется число 1>0 и множество Е, с Е! с 
т.Е; > 0 такие, что } (5) >71 при х6ЁЕ.. Так как 1» (5) =0, то, на осно-\ 
вании леммы 6’, можно найти ряд 


> нь (2), (74) 


К=0 { 


который (даже после «разбавления» нулями не чаще, чем через оди! и 
член) В-суммируем на Е по внешней мере (см. замечание 3). оз 
новый ряд 


х фр: (7) = у [7 (2) + тр (х)] ") 


1=0 


так, что он может быть получен из ряда у [7 (2) + чп, (5)] обоим 
к=0 
не чаще, чем через один член, всеми члэнами Фа, (7), не совпадающим 
ни с одним фи, (5). В ряде (72) функции } (2) + \„, (т) заменим функциям № 
7 (+). Вновь полученный ряд | 
| 


23) и. 


все равно будет В-суммируем на Е по внешней мере. Но в ряде (7 
имеется бесконечно много мест, где стоят /(2), а члены Фа, (2) идут 1 
чаще, чем через один член. А так как ] (5) > 1>0 при и то, 
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силу леммы 8, среди рядов (73) найдется такой, для которого В-сред- 
нее с„,(т) не имеет смысла на ЕЁ, с т,Е, > 0. Мы получили противоре- 
чие. Итак, в случае 1) / (2) =0 и потому 


У 4» (1) = Уч (2), (74) 
К=о К=0 


где тк (2) >0 на Е. А тогда (см. рассуждения в случае 1) ряд (74) 
безусловно сходится на Е то внешней мере. 
2) Для бесконечно многих рк 


< 
= 
р = Нр, | ©о при рк-> оо. 
т—=0 
Доказательство этого подслучая аналогично доказательству для под- 
случая 1), только здесь следует ссылаться не на лемму 8, а на лемму 9. 
Противоречие (в случае предположения ] (1) + 0 прихЕЕ, с ЕстьЕ, > 0) 
будет состоять в том, что лемма 9 гарантирует расходимость он, (2) 
в {< на некотором множестве Е; с Е, с т. Е, > 0. 


со 


ь 
3) Ряды А РЕй = НН» сходятся, Н» ограничены в совокупности, но 
| т=—0 


ЕЙ =, он, =6 иа=6. 

Доказательство этого подслучая также аналогично доказательству под- 
‚случая 1), только здесь нужно будет ссылаться на лемму 10, которая 
{в случае предположения ](2) -Е0 при ЕЁ СЕ, т.ЁЕ, > 0) приводит 
‹к противоречию с безусловной В-суммируемостью ряда по внешней мере 
за Ё (см. еще лемму 4). 

Теорема 1 доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Т* = || ап, т ||— некоторый метод суммирования и 


‚ряд о. (4) (|Ф» (2) |< Е» (1) при тЕЕ) безусловно Т"-суммируем на мно- 
п=0 
естве Е по внешней мере. Тогда 


фи (2) = 7 (2) + \. (2) (268), 


со 


2де } (1) — конечная функция на Е, а ряд У "» (2) безусловно сходится на 
по внешней мере. При этом если ряд (65) не суммируем Т*, то ] (5) = 0. 
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1, 
только здесь нужно будет ссылаться на лемму 2. 

| Отметим, что доказательство теоремы 1 (теорема 2) можно было бы 
несколько сократить за счет сведения подслучаев 2) и 3) к случаю 1 при 
аомощи рассмотрения метода В, (Т'), более сильного, чем В (Т*) и сум- 
мирующего ряд (65). Но мы избрали другой путь по той причине, что 
за проведенные рассуждения нам придется в дальнейшем ссылаться. 
Как частные случаи из теорем 1 и 2 вытекают следующие утвержде- 
ИЯ. 
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ТЕОРЕМА 3. Если метсд В (Т) регулярен, то при предположениях 
теоремы 1 (теоремы 2) предельные В-суммы (Т-суммы) не зависят от 


перестановки ‘членов ряда. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть В(Т“) — некоторый метод суммирования и ряд 


из измеримых функций У ф„ (2) безусловно В-суммируем (Т“-суммируем) 
п=о0 
на множестве Е по мере. Тогда 


фи (2) = (2) + (2) (26Е), 


где } (х) — конечная измеримая функция на Е, а ряд > 7» (2) безусловно 
п=0 
сходится на Е по мере и 


со 
Ул (2) < © для почти всех хЕЕ. 


п=0 


При этом }(т) =0 на Е, если метод В (Т") не суммирует ряда (65). 

Доказательство вытекает из теорем 1, 2 и леммы Орлича (°). 

Отметим некоторые следствия. 

Следствие 4. Пусть В = || В», ш|]— некоторый метод суммирова- | 
ния и ряд из измеримых функций 


со 


Уф® (вв (15) 1 


п=0 
безусловно В-суммируем почти всюду на Е. Тогда 


$" (2) = 7 (2) + (2) (т6Е), 


где / (т) — конечная измеримая функция на Е, а ряд № 7и (2) безуслевно № 


сходится почти всюду на Е. При этом } (1) = 0 на "Е, если метод В не | 
суммирует ряда (65). 

Доказательство легко провести, исходя из теоремы 4. Но сама тео-/ 
рема 4 довольно сложна, так как она опирается на теорему 1, доказа- | 
тельство которой усложняется из-за введения в рассмотрение произволь- | 
ных функций и суммируемости по внешней мере, что требует ряда вспо-' 
могательных лемм. Ввиду этого, мы предложим сейчас более простой ь 
путь. 

В самом деле, в силу следствия 3, для доказательства следствия 4 
достаточно установить существование подпоследовательности {п„} такой, 
что фи, (2)->]/ (2) для почти всех хеЕ. Но если бы это было не так для \ 
любой последовательности {фи (1)}, то это означало бы, что любая под- 
последовательность {Фф„, (1)} расходится по мере на Е. Но ряд (75) 
безусловно В-суммируем почти всюду на Е и, стало быть, он безусловно 
В-суммируем на Е по мере. Отмеченные два факта противоречат лемме 1,9 
что и требовалось доказать. 9 
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Следствие 5 *. Пусть Г* = | аи, т || — некоторый метод суммирования: 
со 
и ряд из измеримых функций > Фи (2) безусловно Т"-суммируем почти 
п=0 


всюду на Е. Тогда 
Ф» (2) = 1 (1) + (2) (т6Е), 


со 


где } (2) — конечная измеримая функция, а ряд > *» (5) безусловно сходит-- 


ся почти всюду на Е. При этом } (1) =0, если метод Т* не суммирует 
ряда (65). | 

Следствие 5 непосредственно вытекает из теоремы 4 и следствия 3. 

Отметим, что для следствия 5 можно также дать более простое дока- 
зательство (см. доказательство следствия 4), используя лемму 2. 

Только что полученный результат (следствие 5) анонсирован без до- 
казательства А. М. Олевским () для случая, когда существование: 
Т‘-средних понимается в смысле сходимости почти всюду рядов, анало- 
гичных рядам (7). 

Приведем результаты, являющиеся простыми следствиями лемм 1 и2, 
но относящиеся к числовым рядам. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть В = || В, ш|| (или Т“ = || ав, п |) — некоторый ме-- 
тод суммирования и у числового ряда 


со 

Хе» (76) 

п—=0 
В-средние (или Т“-средние) при каждом порядке членов имеют смысл и 
ограничены (постоянной, априори зависящей от порядка); тогда с» = А +- 1, 
где А — конечная постоянная, а ряд 


с 


Ут (77), 


‚абсолютно сходится. 
Доказательство. Мы рассмотрим методы В, так как для мето-- 


дов У рассуждения в основном аналогичны. 
Из леммы 1 сразу вытекает, что последовательность Си ограничена... 


Значит, найдется с,, —> А. Положим с„ = А {+ *». Ясно, что ти, —0. 
> 


у 
Случай 15°. Найдется последовательность рк такая, что У Врут = 
т=0 


=Н,->р (Р— конечное число), т. е. метод В, = || Вр,, т || суммирует 
ряд (65). По условию, ряд 


У. —4) = У 


* Напомним, что во всех предыдущих утверждениях (в том числе и в следствиях 
4 и 5) существование В-средних и Т“-средних можно понимать в смысле сходимо- 
сти по мере рядов, которые определяют В- или Т”*-средние. 
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имеет также ограниченные В,-средние. Допустим, что он абсолютно рас- 
ходится. Тогда его члены можно переставить так, чтобы вновь получен- 
ный ряд 


со 
а (78) 

*=0 
неограниченно расходился. А так как 7„,-0, то, применяя аналог тео- 
ремы 1 работы (4) (там следует положить й =1, [к (1) =1), мы можем 
члены ряда (78) переставить так, чтобы у нового ряда были неограни- 
ченные В,-средние. Тем более будут неограниченными В-средние некоторого 


переставленного ряда (76). Мы получили противоречие. Следовательно, 


ряд (77) абсолютно сходится. 
со 


> \ 
Случай 25°. Для некоторого п, ряд р В,,т расходится. Если 
__ та 
А- 0, то, рассуждая так же, как в теореме 1 (случай 1), мы получим, 


что члены ряда (76) можно переставить так, чтобы у нового ряда В-сред- 
нее с номером п, не имело смысла. Поэтому А = 0. Значит, 


\ со со 
3 а 
х Сп = ра т, 
я=0 п=0 
где *„‚-—>0. Но тогда (см. разобранный случай 1) ряд (77) должен абсо- 
лютно сходиться. 


Случай 3°. Найдется последовательность 4» такая, что 


со 


У Ва, т = НЬ { оо. 
то 
Если А-О0, то, рассуждая так же, как в теореме 1 (см. случай 2) 


мы. получим, что некоторый переставленный ряд (76) имеет неограничен- 
ные В-средние. Поэтому А =: 0 и 


со со 
— 

№ Ск —= о п, 
П=0 п—0 


где \„‚->0. Значит, ряд (77) обязан абсолютно сходиться (см. случай 15). 
Теорема доказана. | 
Следствие 6. Пусть ряд (16) имеет ограниченные В средние 
(Т“-средние) при любом порядке членов и Пт |с„| = 0. Тогда этот ряд 
абсолютно сходится. Е | 
Следствие 6 непосредственно вытекает из теоремы 7, так как А = 0, 
если Иш |с„| = 0. 
п - © к 
Следствие 6’. Если Пм |с„| =0 и ряд (76) бесусловно В-сумми- 


т—>со 
руем (Т“-сумми руем), то он абсолютно сходится. 


Это утверждение вытекает из следствия 6. 


Для случая методов Г” указанное утверждение было отмечено нами 
ранее [см. (4), замечание 9]. | 
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‘Следствие 7. Пусть дан метод суммирования В (или ТГ“) и чис- 
ловой расходящийся ряд 


м! ще: 0). (79) 
п=о0 п—со 


Тогда члены ряда (79) можно переставить так, что для нового ряда 


2 о (80) 


справедливы неравенства: 


Пип в» < Иа 6, = Ша 5% < Пт 5® = Ша 5, < Шис,, 
П-со п—со по ие Час оо 

где 5% (5) — частные суммы ряда (79) [соответственно ряда (80), 

а с, — В-средние (или Т“-средние) ряда (80). 

Следствие 7 есть частный случай теоремы 1 работы (“). 

Отметим, что это следствие 7 является более общим утверждением, 
чем результат Робертсона [см. (8), теорема 3], о к условно 
сходящимся числовым рядам и регулярным методам Т. 

Следствие 8. Если В (или Т") — некоторый метод суммирования 
и числовой ряд (76) безусловно В-суммируем (Т“-суммируем), то с„= А-- 7, 
где А — постоянная, а ряд (77) абсолютно сходится. При этом если 
‚метод В (или Т`) не суммирует ряда (65), то А =0. 

В силу теоремы 5, нам нужно только убедиться в том, что А =0, 
если метод В (или Т”) не суммируе? ряда (65). Рассмотрим метод В» 
Но метод В может не суммировать ряда (65) только в трех случаях, 
из которых два уже разобраны (см. теорему 5, случаи 2° и 3°); следо- 
вательно, осталось рассмотреть случай, когда 


% Вок, т = Нк, уз В, т = Нк-—а иа =Е 6. 
т=0 т=0 


Предположим, что АО. Тогда, в силу леммы 10, ряд (76) не может 
быть безусловно В-суммируем (см. рассуждения теоремы 1 для подслу- 
чаев 1) и 3)), что и требовалось доказать. 

Утверждение следствия (8) для случая регулярных методов Тёпли- 
па Т получено ранее В. Ф. Гапошкиным и А. М. Олевским и находится 
в печати. 

Замечание 6. В теореме 5. мы не случайно не формулировали, 
что А =0, если метод В (или Г”) не суммирует ряда (65). Более того, 
при предположениях теоремы 5 мы не можем утверждать, что ряд (76) 
безусловно суммируем и, тем более, что его предельные В-суммы 
{Т"-суммы) не зависят от порядка следования элементов. Все это будет 
ясно из дальнейшего. Введем 

Определение 4. Пусть дан метод суммирования В = | Ви, т|, 
Множество М называется ядром метода В, если оно состоит из всех 
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тех точек х6[— со, + ©], для каждой из которых найдется последо- 


вательность {их} такая; что 


со 
- ® , 
Пт У Впи т =. 
пк 069 т—=0 


со 


Если хоть для одного по ряд У В„,т расходится, то мы считаем, что 
т—=0 
ядро пусто. 

Аналогично дается определение ядра для методов 1”. 

Отметим, что + со и — со могут входить в ядро М. Совершенно 
ясно, что ядро М — замкнутое множество. Верно и обратное — что вся-_ 
кое замкнутое множество является ядром некоторого метода суммирова- 
ния В (или Т*). Это следует из того, что для любого числа а (конеч- 
ного или бесконечного) можно найти регулярный метод В! = | В „|, 


для которого 


со 
> (1) 
В, т->а при п-> оо. 


т=0 


Если проанализировать доказательство теоремы 5, то можно заклю- 
чить, что, по существу, в нем содержится 

ТЕОРЕМА 5’. Пусть В (или Т)— регулярный метод суммирования 
и Б-средние (Т“-средние) ряда (16) ограничены для каждого порядка сле- 
дования членсв в ряде (16). Тогда с, = А+ ти, где А — конечная постоян- 
ная, а ряд (77) абсолютно сходится. При этом 

а) если ядро метода В (метода Т) пусто или же содержит беско- 


нечно удаленную точку, то А =0; 
со 


6) если ядро М — непустое ограниченное множество и О = у к, то 
К=0 
для любого числа у = Ах-- О (и только для этих у) найдется последо- 


вательность {пк} такая, что В-средние (Т-средние) любого переставлен- 
ного ряда (76) удовлетворяют равенству: 


Им бпх =У, 
пк со 


где хЕМ. 

Из теоремы 5’ вытекает 

Следствие 9. Если ядро метода В (метода Т) пусто, или состо- 
ит из одной конечной точки, или же содержит бесконечно удаленную 
точку, то из ограниченности В-средних (Т-средних) переставленных 
рядов (16) вытекает их безусловная суммируемость к одному и тому же 
числу. 

Утверждение следствия 9, очевидно, теряет силу, если ядро метода 
суммирования не удовлетворяет высказанным требованиям. 


БЕЗУСЛОВНАЯ СУММИРУЕМОСТЬ 805 


$ 3. Ортогональные ряды 


В работе (“) (см. теорему 10 и замечание 11) нами было показано, 
что существует ортогональный ряд 


со 


1 сыр, (#) (2610,1), 

п=0 
который всюду на [0,1] расходится к -| со и тем не менее всюду на [0,1] 
безусловно суммируем некоторым регулярным методом Т. Там же (см. 
следствие 4 и $ 3) было показано, что для некоторого класса ортого- 
нальных рядов это невозможно даже в случае множеств неполной меры. 
Отметим, что это получалось как следствие значительно более общих 
результатов, относящихся к свойствам переставленных тригонометриче- 
ских систем (а также систем, близких к тригонометрическим). 

В настоящем параграфе, на основании предыдущих результатов, мы 
докажем некоторые утверждения, относящиеся к безусловной суммируе- 
мости (в том или ином смысле) ортогональных рядов. Через {ф„ (1)} 
будем обозначать ортонормированные системы на [0,1]. 

ТЕОРЕМА 6. Пусть ряд 


[*.=) 


> с» (2) (81) 
п=0 
безусловно В-суммируем (Т“-суммируем) по мере на множестве Е с [0,1] 
с тЕ>. 0. Тогда если 


ИН [сн | < °°, (82) 


п—>со 
со 


то ряд (81) безусловно сходится на Е по мере и ра с? }2 (5) < << почти 


п=0 
веюду на Е. 
Доказательство. В силу теоремы 4, имеем: 


Спфи (2) = } (7) + 1» (7), 


со 
тде ряд У (2) безусловно сходится на ЕЁ по мере. Стало быть, теоре- 


п=0 
ма 6 будет доказана, если мы покажем, что } (5) = 0 почти всюду на Е. 


‘Допустим противное, например что /(2) > 0 при хЕЁ, < Ё, где тЁ, > 0. 

Не ограничивая общности, можно считать, что с„ф» (1) —> } (5) равномерно 
на Е, и все функции непрерывны на Ё\. Следовательно [см. (82)], для 
некоторой подпоследовательности {пк} 


С \ фи (2) а=—\ 1 (2) ах, (83) 


Е! Е! 


тде |с„‚ |<), а Р — постоянная. Так как интегралы в левой части (83) 
‚ стремятся к нулю (как коэффициенты Фурье характеристической функ- 
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ции), то 
| 7 (=) 4х =.0. 
Е: 
Мы получили противоречие, доказывающее теорему. 
Из теоремы 6 вытекает 
Следствие 410. Пусть ряд (81) безусловно В-суммируемж (Т“-сумми- 
руем) почти всюду на Е с тЕ > 0. Тогда если 


со 
а) >} < о 
п=0 
или 


6) Пш [с.| =0, 


или 
в) Иш|с.| < ©, 


п—со 


то этот ряд безусловно сходится почти всюду на Е. 

В самом деле, в силу предположения, ряд (81) обязан безусловно 
В-суммироваться (Т‘-суммироваться) на Е по мере. Поэтому, в силу 
теоремы 6, при любом из условий а), 6), в) почти всюду на Е мы имеем: 

Сп фл (2) —> 0.. 
А это показывает (см. следствие 3), что ряд (81) безусловно сходится 
почти всюду на Е, что и требовалось доказать. 

Замечание 7. А) Утверждение следствия 10 в случае а) для регу- 
лярных методов Т было доказано Орличем [см. (3), стр. 91, см. также (12), 
стр. 215]. 

В) Утверждение следствия 10 в случае 6) для методов Т” было дока- 
зано нами ранее. [см. (“), следствие 6]. 

С) Утверждение следствия 10 в случае в) для методов Т” недавно 
анонсировано без доказательства А. М. Олевским (1) при условии не- 
сколько менее ограничительном, чем условие в). 

ТЕОРЕМА 7. Пусть ряд (81) безусловно В-суммируем (Т“-сумми руем} 
по мере на множестве Е с [0,1] с тЕ > 0. Тогда если 


шо | 9} (2) => 0 (84) 
К° М 
при любом МсЕстМ > 0, то ряд (81) безусловно стодится по мере 
на [0,1] и 


со 
` 
р . 
21-6 ох (85) 
к=0 
Доказательство. Сначала покажем, что ряд (81) безусловно схо- 
дится по мере на Е. Если 
В |с.| < ©, 


И—со 


то это утверждение вытекает из теоремы 6. Поэтому мы можем предпо- | 


ложить, что 


Ниш | сп | = - оо. (86} 


| 
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В силу теоремы 4, для почти всех ЕЕ 
ИВ сифи (2) = 7 (2), (87) 


где / (7) — конечная функция на Е. Но (84) и (86) противоречат (87), 
‚ если |7 (5) | < со. Стало быть, случай (86) невозможен. Но если ряд (81) 
безусловно сходится на Ё по мере, то, по теореме 4, 
о с2 $? (1) < со для почти всех хЕЁЕ. (88) 
п=0 
Из (84) и (88) вытекает справедливость (85). Таким образом, ряд (81) 
безусловно сходится на [0,1] по мере. 
Следствие 11. Если {ф„(1)} удовлетворяет условию (84) и ряд (81) 
безусловно В-суммируем (Т“-суммируем) почти всюду на Е, то этот ряд’ 
безусловно сходится почти всюду на Е и справедливо неравенство (85). 


со 

В самом деле, из теоремы 7 вытекает, что я с? < со. Стало быть, на 
основании следствия 10, мы получаем, что ти. (81) безусловно сходится 
почти всюду на РЕ. 

Замечание 8. Утверждения, содержащиеся в теореме 7 и след- 
ствии 11, справедливы для тригонометрической системы (а также и для 
любой ее подсистемы), так как для них справедливо условие (84). 

ТЕОРЕМА 8. Пусть ряд (81) безусловно В-суммируем (Т"-сумми руем): 
на [0,11 по мере. Тогда если система {ф„(тх)} ограничена в совскупности 
на [0,1], то ряд (81) безусловно сходится на [0,1] по мере и справедливо 
условие (85). 

Доказательство. Покажем сначала, что ряд (81) безусловно схо- 
дится на [0,1] по мере. Если 

Ни |с.| < 00, 

п-—со 
то это утверждение вытекает из теоремы 6. Поэтому мы можем пред- 
положить 


Ниш | с. | = + о. 


В силу теоремы 4, почти всюду на [0,1] 
ата са» (2) = (9), (89) 


где / (2) — конечная функция на [0,1]. Но система {ф„ (7)} ограничена 
в совокупности и потому [см. (1), стр. 173] 


Нш | 9 (2) 42> 0, (90) 


п—>со м 


если множество М с [0,4] имеет меру, достаточно близкую к 1. Из (89) 
`и (90) вытекает, что случай Ш |С„| = со невозможен. Итак, ряд (81). 
безусловно сходится на [0,1] по мере и (см. теорему 4) почти всюду 
на [0,1] 


со 


№2 3? (1) < оо. (91) 


п=0 
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Из (90) и (94) вытекает (85), что и требовалось доказать. 

Замечание 9. 15. Если в теореме 6 опустить условие (82), то она 
теряет силу. Упомянутый в начале $ 3 пример показывает, что орто- 
гональный ряд может быть безусловно суммируемым по мере на [0,1] 
(даже безусловно суммируемым всюду на [0,1]) и тем не менее он рас- 
ходится по мере на [0,1] при любом порядке членов, так как этот ряд 
расходится всюду на [0,1] к -- со [по поводу таких рядов см. (")]. 

20. Теорема 8 тоже в некотором смысле является точной. Именно, 
если мы вместо отрезка [0,1] будем брать подмножество Е с [0,1] с 
0<мЕ < 1, то даже при абсодютной сходимости ряда (81) на множе- 
стве Ё мы не можем гарантировать справедливости условия (85). Для 
построения соответствующего примера достаточно взять любую ограни- 
‘ченную в совокупности ортонормированную систему на [0,1] такую, что 

[= 


ф» (2) =0 при хЕЕ. Тогда ряд — с,Ф, (7) при любых с„ будет абсолют- 
но сходиться на Ё. ыы 

Замечание 10. Доказанные в $ 2,3 утверждения показывают, 
каким образом можно из безусловной суммируемости (в том или ином 
смысле) функционального или ортогонельного ряда получать заключе- 
ние о его безусловной сходимости. 

Замечание 11. Утверждения, доказанные в этой работе, допускают 
ряд обобщений. Более подробно мы это предполагаем изложить в после- 
дующих работах. 


Поступило 
7.ХИ. 1958 
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А. О. ГЕЛЬФОНД 
ОБ ОДНОМ ОБЩЕМ СВОЙСТВЕ СИСТЕМ СЧИСЛЕНИЯ 


В работе устанавливается закон распределения остатков #„ (@), 
т 


Х 
0 < @а<1, из представления а = № г. т ‚ Юл = 


ь 1 
^„ — целые, 1< 60, 0 — нецелое, почти для всех а. Кроме того, рассма- 


триваются и другие задачи для %„. 


Пусть 0 > - действительное число. Тогда всякое число 4, 
0 2 < И можно однозначно представить рядом 
со т 
Л л х 
Е п ры 1 
& — Ри О Фо — (©), (1) 
% 1 


где все ^„ — целые числа, 0 < № < 0, если последовательно определять 
эти числа соотношениями: 

р, 2. =] 02. |,..., о 

ЕКО о: (2) 

Здесь {5} и [2] обозначают соответственно дробную и целую части х. 

Когда =4, где 9>1— целое число, то мы получаем обычное 
4-ичное разложение числа я. В этом случае 
| О О 

Как хорошо известно [см. (1)], при 0 целом, 0=4, числа т» почти 

для всех а (в смысле меры множества) равномерно распределены на 

отрезке [0,1]; другими словами, почти для всех существует предел 


ы 1. 0<2.<1 
И ; ) < 3“ 
Пт 1 — 2) = и. = 3 
о о ее № 
при 0 << 1. 
Если для последовательности х» (&) существует предел 

М 
ще 5 У $ (1+2) = ($), (4) 

М> со М 1 


то говорят, что у последовательности имеется закон распределения с (1), 
а если почти для всех & закон распределения один и тот же, то мы 
будем называть его нормальным законом распределения. Для определе- 
ния вида нормального закона распределения чисел х„ (%) при произволь- 
ном нецелом 0 определим числа #. по способу (2) для & =1 и положим 


1 (1-0 а 1 в ^п И 
бо (#) = х > - у Е р О. -. (5) 


0%—1 
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Тогда будет иметь место 
ТЕОРЕМА 1. Если 8 >> 1 — нецелое число, то почти для всех & имеет ' 
место соотношение 
: - 
ша (Е, &,) 


Бы У фа оо ае = ет р. 5540 


К=1 0 


где функции ф(х), в,(х) и числа т, Ц, 4ь,... определены выше. 
Доказательство. Пусть } (5) — любая ограниченная на отрезке. 
[0,1] функция. Тогда при #<1 
: : :0 
— оо одуая = уе (аду = | Уи (ад) а = 
8 


0 0 | 
ха() 


=^®. Е : Иры (а) 4х = 


а ча 20 | 
= ы ув (&)] 4“ — т \ 1 (*) ах, | 
ь < (7) 
№ (1) т, (2) 
Е, ОО 


1 


В частном случае при Ё =1 мы будем иметь: 


п—1 т 


| уе» (одтах = я Ее г | ее (8) 


1 


где №» = № (4), & = 5%). 
Система равенств (8), может быть записана в форме: 
а 
24, = Ур Анк + В», 


0 


{ 
д ет 


Вы о о) ах = А ок ЗЫ 


бт 


о ееааииииисиинь ок ую питании ии” 
— 
(>) 
>= 


1 
— (у дла», В: = 41= \/@) 4, 4 =0, №1. 
0 0 
Для определения величин А» рассмотрим функции 


со со 
у 
Е (2) =» А, И(=У В”, И(а= $ го 
1 1 0 
В силу равенств (9) эти функции связаны соотношением: 


22 (2) = Е (20 ()— И (%), 
откуда 


по) 1 Й (2) ы ыы 
о +» Сь 2”, (10) 


где С„=0О(р-"), > р>1, так как 2—0 (2) — функция, аналитическая 
в круге |2|< 0, 9>1, имеющая однократный нуль при 2=1 и не 
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_ имеющая других нулей в замкнутом круге |2| < 1, в хилу равенства (5), 


а И? (2) регулярна в круге 17% 
| Из соотношения (10) непосредственно следует, что 


4 п 
4 = ту 2 В +0"), 


откуда 
ив и И ао = 
= еде аь + 0-м), (1) 
где з 
=, че = иг $ (1 +2). 


° Из соотношений (7) и (11) непосредственно выводим, что 


ы: 
= ов Ах (1) 
ркьедая — 5 я 


0 


|7 (а) во (о) а + О(р-")= 


= (7) (о) аа + О (р), (12) 


0 


г 


оЕЕЫ 
5м (а) = -+5 ФИ — #-+ 2 (о), 


мы из соотношений (12) получим: 


15 (аа = в [рии = 
= ее, (13) 


0 
Полагая в соотношении (12) 
1 (@) =ФМ — Е + 2 (%)] ФМ — 1-4], 


найдем: 

1 

фи а тии («ФИ — Е 2, ааа = 
0 


= фи + ><) ФИ — 1 а) о 6) аа 0") = 


0 


1 
= $ — + 2. (91, (9) 4+ 0"). (14) 
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Наконец, в силу (13), будем иметь: 


1 


|5» (я) — «(Прах = |5 (2) 4х — (0+0 (\) ‹ 


© 


Но 
ы 
\ 5% («) ах= 
0 


2 №М—1 №М-т 1 . 
р > ДИ — 2 жи (ФИ — + =, (ода 0 (чу) = 


т=1 пй=1 


№М—1 1 
= м) ФМ — #2 (491 5 даа + 0 (т) Е 


0 
силу (14). Отсюда получаем: 


|5 («) ах — с* (#) о (5) -| 


0 


г Са Уи 6-29 56) 


Для оценки правой части мы можем воспользоваться теоремой о сред- 
нем значении интеграла, так как со (%) монотонно не возрастает, а мно- 
житель при о, (а) есть ограниченная функция с конечным числом точек 
разрыва. Тогда, в силу (12), будем иметь: 


15 даа 50 = ©) #5 ФИ — + 2 (9) — < (0 ] 4+ 


+0 (у) = (© Пред] +0 (1 ва 


Отсюда получаем окончательную оценку: 


й 

4 ` 

} 15» (@) — «(раз =0 (5). (15) 
0 | 

Этой оценки достаточно для утверждения правильности нашей тео- 

ремы. Действительно, меняя ЛМ по последовательности М = 4*, мы видим, 

1 : 

что неравенство Та (%) = | 5а‹ (%) —с(| >49 32 может быть справедливо 

3 { 


только на множестве Ё. меры, не превосходящей О (4 °?). Поэтому ! 
неравенство 


а 
Та(®) > р ? ь 
Я со 
при 9>2р может выполняться только на множестве Ё» = д Е‹ меры, 
уе) 


1 
не превышающей О(р *). Так как Ер, — часть множества Е, и мера 
Ер стремится к нулю с ростом р, то их пересечение Е” имзет меруй | 


нуль, а дополнение Е множества Е имеет меру единица. Всякая точка. 
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о, «ЕЕ, начиная с некоторого 4 > 4,, принадлежит к Ед и поэтому 
1 
Та(«) < 4 ? 


— 


при 9 >> 9%. Значит, для множества Е меры единица Иш Т. (4) =0 при 
а—>со 


Мы доказали пока только то, что предел (6) существует по после- 
довательности М = 44 длядЕ Е. Но этот предел существует и по всей 
последовательности натуральных чисел, так как 4“— (4—1)* =0 (43) 
и слагаемые в сумме (6) не превышают единицы. 

Итак, для каждого фиксированного # существует множество Е (1) 
меры единица, на котором предел (6) существует. Для каждого рацио- 

Р 
нального числа -— существует, вообще говоря, свое множество Е (>) | 
ы 6 р ` Ч 
меры единица. Так как Е (-—.) имеет меру нуль, то о Е (-^) =Е 
Ч , 
та 
также имеет меру нуль. Но тогда на множестве ЕЁ меры единица суще- 


ствует предел (6) при любом & = те Так как множество рациональных 


дробей всюду плотно и при >. ее. а 


‹ (=) < ФИ —# + 2] < (№1) +0(1), 


то предел (6) существует при «ЕЁ и любом #. о 

При целом 0 =4 ‹(1) =Ь, так как в этом случае =1и &=0, А 2. 
Для всякого нецелого 8 >> 1 функция с%(1) = °’(1) имеет разрывы. Ко- 
нечное число этих разрывов соответствует случаю конечного числа раз- 
личных &. Но если &; = ур, То № = №4» при 9 > в силу закона 
построения чисел {:. Значит, в этом случае 


а ут 1 
дин и г 
или 
9—1 р 1 
(07 50) ( ут > +) ЕТ > р = 0, (16) 
0 0 


откуда следует, что 9 — алгебраическое число определенного вида. Итак, 
в, (#) может иметь конечное число точек разрыва только в том случае, 
когда 0— корень уравнения (16’), на козффициенты которого наложено 
много условий, в частности ^, = [9] и | «| <^:. Числами, в известном 
смысле близкими к целым, являются числа Пизо, другими словами, 
такие целые алгебраические числа, все сопряженные которых по модулю 
меньше единицы. Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА П. Если 0 — число Пизо, то °,(х) имеет конечное число 


` разрывов. 


Доказательство. Пусть @\,..., уз | бк |< р<1, 15 У, — числа, 
сопряженные 0, и пусть целое число . определяется неравенством 


бо 


814 | А. 0. ГЕЛЬФОНД 


Рассматривая соотношения 
. ®—1 р 


А х 
к ит кт 
9 —» № = 2) от бе ‚ %<\, 
8=0 т=1 
при Е =0, 1, 2,..., мы можем утверждать, что какая-либо конечная 


последовательность целых чисел №к41,..., А№к+, должна повториться, так 
как 0<\^, < 0 и число таких последовательностей не превышает (1--6)?. 
Пусть одна и та же комбинация \ь+1,...,№ж+р встретится при # =п и 
= 9. Тогда многочлен 
9—1 п—1 еды 
Ро =, оне ние а ва 
8=0 


р 
80 9 


удовлетворяет неравенству 
128) |< 82. 


Если Г, (0) = 0, то ха =» и теорема доказана. Если же [. (6) = 0, то 
и Г, (6%) +0, так как 0, — сопряженные 0. Но тогда 


У 
ри 20 
м= |6 ® О] —. (т 
что невозможно, так как М — целое, отличное от нуля число. Этим 
теорема полностью доказана. 
Назовем комбинацию знаков ^/,..., ^„ допустимой, при фиксированном 
0, если 


<: <, 


п—К х 
Е Е АЫ 
8—1 0 


В случае, если для заданного & существует по основанию @›>1 закон 
распределения, то каждая комбинация знаков имеет свою постоянную 
частоту повторения. Действительно, в этом случае число повторений за- 
_ данной комбинации знаков ^1,...,^„ на отрезке [1, №] равно числу тк 
в интервале 
^ л 
+. КАЖ, 155. 


Это неравенство дает в пределе частоту встречи комбинации в виде раз - 
ности 


Ё Е бане +) ( ++] № 


где с (1) — закон распределения для числа & по 6. В случае @ целого 
[см. (?)] эта частота зависит только от числа членов комбинации знаков. 
Обратное утверждение также верно. Если частота встречи комбинации 
знаков постоянна в пределе, то закон распределения существует. 
Поступило 
14. У. 1959 
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К ИМИТАЦИИ ПРОСТЕЙШИХ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Для конечной однородной цепи Маркова со стационарным распреде- 
лением вероятностей (вероятности предполагаются числами рациональны- 
ми) строится в некотором смысле имитирующая ее конечная последова- 
тельность знаков. С помощью этой последовательности дается конструк- 
ция нормальной по Маркову последовательности знаков. 


Напомним определение нормальной периодической системы [см. (1}]. 
Пусть п, @, т, 61,..., д. — целые числа, удовлетворяющие условиям: 


п>1, 922, тп, 1<%8<4 


Нк, а) 
Будем называть величины 6, знаками, а системы знаков 6,,5,,.. .6,„ — 
п-значными числами (в дальнейшем знаки иногда будем обозначать че- 


рез В,). 
Рассмотрим множество Ё„, состоящее из т п-значных чисел. Сре- 


ди чисел, составляющих Ё„, могут встречаться и одинаковые, т. е. такие, 
у которых все знаки соответственно совпадают. Будем говорить, что на 
множестве Ё„ возможны нормальные периодические системы, если суще- 
ствует такая последовательность знаков | 


610263 .. Ч .. .6-91 .. ИЕ (1) 
что получающиеся из ее соседних знаков т П-значных чисел 
6102 .. бт 6263 .. бт 6364 .. обра ...у 6.61 .. бы 


совпадают с множеством п-значных чисел, составляющих Ё„. Последова- 
тельность (1) называется нормальной периодической системой или систе- 
мой р. 

В работе (1) указаны. необходимые и достаточные условия, при кото- 
рых на множестве Ё»„ возможны нормальные периодические системы. При- 
ведем их. Назовем системы знаков В1...В»1 и В».. .Ви п — 1-значными 
числами, входящими в п-значное число В1В»...Ви 18». Назовем, далее, 
п— 1-значное число входящим в Е», если оно входит хотя бы в одно 
о П-значное число, принадлежащее множеству Е». 

ТЕОРЕМА КОРОБОВА. На множестве Еи тогда и только тогда 
возможны системы р„, когда выполняются следующие условия полноты и 


связности: 
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1. Для всякого п — 1-значногочисла В: ...Ви, вхоЭящего в Е, число 
п-значных чисел вида В... В» и В’В,...В»_1, принадлежащих множе- 
ству Е», одинаково (условие полноты). 

2. При любом разбиений множества Е»„ на две непустые части Ей 
Е" найдется хотя бы одно п — 1-значное число, входящее в каждую из 
этих частей (условие связности). 

Доказательство теоремы дает также общий метод построения систем ри. 

Пусть дан однородный по времени марковский процесс с дискретным 
временем и 4 состояниями (первым, вторым,..., 4-м). Пусть заданы на- 
чальное распределение вероятностей ра, р›,..., Ра› где р: — вероятность 
того, что в начальный момент частица будет в 1-м состоянии, и стохасти- 
ческая матрица переходных вероятностей 


Ра Р1>... Рла 
Рэ1 Р2>- - - Рэа 
Рал Раз - - - Раа 


где р:; — вероятность перехода частицы из {1-го состояния в ]-е за один. 


шаг. Будем здесь и в дальнейшем предполагать вероятности числами ра- 
циональными. | 

Вероятность того, что при п испытаниях получится заданная комби- 
нация знаков 


Ав — ВаВьВз - . . Вил" 
1<В<9) 
(она означает номера состояний, в которых последовательно будет нахо- 
диться частица), равна 


ИАн = Рь, Роив.Рв,в, `В 


Построим множество п-значных чисел в 4-ичной системе счисления, в 
котором каждая п-значная комбинация будет встречаться пропорциональ- 
но вероятности ее появления. Приведем к общему знаменателю переход- 
ные вероятности и (к своему общему знаменателю) вероятности началь- 
ного распределения. Тогда получим: 


а; а,; 


ОНИ ы Рутрви 
(с, 1=1, а. 4), 


где а, а;, Г, т — положительные целые. 

Обозначим через Е” (4) множество, получающееся из Е, (4) (множества 
всех различных п-значных чисел в 4-ичной системе счисления) повторе- 
нием каждого п-значного числа Д„ [77 АД, раз; это значит, что каждое 
п-значное число, первый знак которого равен &, в №’ (4) встречается 


И 
] 
и [4 


1<1,1<а 
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раз, где Аз; обозначает количество знаков ] в этом числе, непосредствен- 
но следующих за знаком &. 


Рассмотрим вопрос о построении нормальной периодической системы 
для множества Е» (4). Будем говорить, что система р» (4), построенная 
для этого множества, «имитирует» данный марковский процесс в том смы- 
сле, что каждая п-значная комбинация (п фиксировано) встречается в 
этой системе пропорционально вероятности ее появления. Отметим, что 
и любая комбинация с числом знаков, меньшим п, встречается в б» (а) 
пропорционально вероятности своего появления. 

Предположим, что вероятности р; > 0, Ру > 0 для всех 131 1< 4. 
В этом случае справедлива следующая 

ТЕОРЕМА 1. На множестве Е„ (4) тогда и только тогда возможны 
нормальные периодические системы, когда выполнены условия: 


ра = У Рары , 


14=1 


ИЕ У Р:Р:>, 


1=1 


Фе ь: о аюч в 


(2) 


ре -2 РаРа—1 - 
Отметим сразу, что из условий (2) вытекает равенство 


| 
Ва 2 ВР. 
=1 
Оно получается почленным вычитанием суммы равенств (2) из тож- 
дества 1 =1, так как сумма правых частей равенства (2) есть 


9-1 


а 
№ Р:р; = У р) = 


9=1 #=1 4==1 9—3 


9—1 


а а 
= Ува ра)=1-— РР 
=1 


4=1 


Выясним вероятностный смысл условий (2). В силу однородности по 
времени, условия (2) означают, что 


и ре И + (==: уе), 


где р? — абсолютная вероятность пребывания частицы в ]-й момент вре- 
мени в {7-м состоянии. В этом случае р; называются стационарными аб- 
солютными вероятностями, а соответствующее распределение — стационар- 
ным распределением вероятностей. 

Для доказательства теоремы 1 применим сформулированную выше тео- 
рему Коробова. 
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Необходимость. Условие полноты для п — 1-значного ‘числа 
лает: 
—— 


пт 
т—1 п—2 п? п—2 
а1а1 - а:а\ а12- ааи аз... |+ аа: аа = 
п—1 пт—2 п—3 п—2 
= а:а1 -- а›а»а. -- азаза, +... + аацая , 
те 
У аа = > аа. 
В 4 
Но 


следовательно, деля на [т, получаем: 


Е я Р:Ри . 


1=1 


Аналогично, условие полноты для п — 1-значных чисел 


о р ее: 


= % 
п—1 п—1 
дает: 
Ра > Р:Ро ‚..., Ра = ра Р:Р:а—1 


1=1 1=1 


Достаточность. Покажем, что для множества Е, (4) выполнено 
условие связности. Предположим противное. Тогда множество Ё»„ (4) мож- 


* ** 
но разбить на две непустые части Е, и Е„, не имеющие общих п — 1- 
значных чисел. Рассмотрим произвольное и — 1-значное число 61... би, 


* 
входящее в Ё„, и произвольное п-значное число В:В....8„, принад- 
лежащее Е» (4). Согласно допущению, все п-значные числа, в которые 
* 
входит 81... д, должны принадлежать Ё„, в частности множеству 


* * 
Е» должно принадлежать число 81...6„_181. Но тогда в Е» входит п — 1- 
значное число 6»...6„_:В:, а вместе с ним и п-значное число 6....6„_1В18.. 
Продолжая этот процесс, получим, что Е» содержит число вв». ‚Ва 
и, следовательно, любое п-значное число. Но тогда множество Е” должно 


быть пустым. Это противоречие и доказывает выполнение условия 
связности. 


Обратимся к доказательству выполнения условия полноты. Для это- 
го рассмотрим произвольное п — 1-значное ‘число 


ВВ» .. Ви—оВил, 


входящее в Ё, (4), и покажем, что число п-значных чисел вида 


Ва. . „Вл авы В и В’ВаВа...Вь ав а, 


принадлежащих Е» (4), одинаково. Для множества Е» (4) это условие 
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#означно выполнению равенства 
а 


№ аа, “вв, из С г 
4+=1 
а 


ие > в, р, м И , 


Ч Ч 
> маа, — > а т. 
1=1 1=1 
деля последнее равенство на [т получаем: 
Ч 
> 
РёРв, — Рь, › 
1=1 


а это равенство выполняется для любого 1 < В, <4в силу (2). 

Итак, мы доказали, что (в предположении положительности вероят- 
ностей р; и р; для всех 1<ь ]<а4) в указанном выше смысле мы 
можем имитировать стационарный марковский процесс, и притом только 
стационарный, нормальной периодической системой. Идея изложенной 
выше имитации для схемы Бернулли (т. е. для случая ри = рух = рк 
для любых 1 <Ё, 1, }<9) принадлежит Н. М. Коробову. 

Остановимся более подробно на однородных марковских процессах 
< двумя состояниями. В этом случае условия (2) можно переписать в 
зиде 

РаР1> = РэРэл. (3) 

Нетрудно показать, что условие (3) остается критерием возможности 
имитации марковского процесса нормальной периодической системой и 
в тех случаях, когда некоторые из вероятностей равны нулю. Исключение 
составляет случай 

РЕ 0, р» 0, рз=0, ры = 0, 
т. е. случай, когда множество Е» (2) состоит из последовательностей вида 
ив: и 22...2. 


—— ——ы— 
т п 


Равенство (3) является необходимым условием возможности построения 
систем р» на множестве Е» (2) во всех случаях. Доказательство этого про- 
водится аналогично доказательству необходимости в теореме 1 с исполь- 
зованием условий, накладываемых на вероятности. 

Разберем доказательство достаточности условия (3) в случае 


ра = 0, Рз = 0, Ра = 0, Раз + 0, ра = 0. 


’ Выполнение условия полноты доказывается совершенно аналогично дока- 
зательству теоремы 1. Несколько отличным будет доказательство выпол- 


нения условия связности. Предположим, что мы сумели разбить Е» (2) 


* ** 
на две непустые части Ё„ и Е„ так, что не существует ни одного 
п— 1-значного числа, входящего в каждую из этих частей. Возьмем 


* 
произвольное п-значное число В. ...В„, принадлежащее Еи. Рассмотрим 
два случая: 
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1) В, =1. Берем произвольное 51... 6би_16и, привадлежащее Е,. Тогда 
В В. входит 5,...8,„_1. Следовательно, в силу наших предположений, 
п-значное число 8,...8„_1В, принадлежит Я Поэтому 55...б„—1В1 входит 
вЕ, и, значит, 8%.. . 5,1818» принадлежит множеству Е, ит. д. В ре 
зультате получаем, что В:...В„ принадлежит Е 

2) В, =2. Возьмем произвольное 81...5„_1А„, принадлежащее р 
Ясно, что или 6, =1 или 6, =1. Если 6, „= 1, то рассуждения, ана- 
логичные рассуждениям в случае 1), проводим с п — 1-значным числом 
5....би_в; если 8, =1, то те же рассуждения проводим с п — 1-значным 
числом бо... ди. 

Итак, п-значное число В1...В принадлежит ии Полученное проти- 
воречие и доказывает выполнение условия связности. 

Доказательство достаточности условия (3) в остальных случаях не 


представляет интереса, так как в этих случаях мы. имеем детерминиро- 
ванные процессы. 


С помощью нормальных периодических систем для множества Ё» (4), 
которые мы обозначаем через р» (4), можно дать конструкцию нормальной 
по Маркову последовательности, отличную от рассмотренной в работе 
(3). Проводимое здесь построение аналогично построению теоремы 5 из 
работы (?). 

Пусть -ф (у) — произвольная положительная целочисленная функция 
такая, что 


Пт ф (У) = ©. 
э>со 


Через р, (4) обозначим систему, получающуюся из р,(9) отбрасыванием 
последних у—1 знаков. Обозначим через х последовательность знаков 


= @).. 79.) ко оо. 0. = 


——————————ы—щ——_— 


Ф (1) Ф (2) Ф (\) 


== 01 65 3... м Чиа ..., 


где каждый знак каждого р. (4) понимается как очередной знак последо- 
вательности. Рядом стоящие р, (4) одинаковы, система р, 4: (9) выбирает- 
ся так, чтобы ее первые у— 1 знаков дополняли систему р (4) до систе- 
мы р, (4) (У=1, 2, ...) (это всегда можно сделать путем циклической 
перестановки знаков системы Ра (9)). Возьмем произвольную п-значную 


комбинацию знаков В:... В» = Д, (п> 1 — любое) в 49-ичной системе счис- 
ления, вероятность появления которой в п исиытаниях равна иАи. 
Обозначим через № (Д„) число, показывающее, сколько раз встречает- 
ся В:...В» среди первых Т п-значных чисел последовательности в: 


0100... О, 9203... бат, ---, ЯТИТА... ЧТ-и-1- 


ТЕОРЕМА 2. При п>0, р;>0 (@1=1,2,.:., 4) справедливо 


равенство: 
№т (А„) = ТьА, + о(Т). 


—> 
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_ Доказательство. В силу предположения Ре Ры — 
.., 9), по индукции нетрудно доказать, что множество Е, (4) состоит 
из [п^-1 у-значных чисел. 
Обозначим 


р 


$ Уи 


У=1 
(5; — число знаков в разложении х до первого из 4 (4). 
Определим К из условия 


9х ад а: 
Тогда 


Т = бк (7 9) ША, 
0<л<Ф%-1), 0<8<4. 

Покажем, что на участке | 
р; (9)... р, (9). --р,, (9)... р» (а) Хх 


Х Ра (9) - - - риа (9) -- - ри (9). - - Рь (9) ри (9) - - - 641 (9) 


—ы— ——ы“— —————— ————ы— 


Ф (пи Ф (К) г 


число В,...В„ встретится ^Х раз, где 
Х =ф(п) (тт А, - ф(п- 1) тт ид, +... + Ф (В тети А, 
ттт А, О (1). (4) 
Действительно, число В,...В„ встретится в системе р„::(9) тЧт”—ц Ая 


раз. Заметим, что В....В„ будет встречаться в р»4!(9) столько раз, 
<колько чисел вида 


В ть Вии с Виа 
содержит множество Ева (@) задел < Вона для 1 ей 


Пусть В1...В» встречается в р„(4) А раз. Тогда в ри+1 (4) оно будет 
встречаться 


Аа = 4Ат 


ТЫ = 


раз, так как в множестве Ри. 1 (4) Аа) ‚ раз встречается п 1-значное 
аа. 
число В1... №1, Аа,» 
число В, ...В,4. Дальнейшее доказательство по индукции очевидно. 
В силу того, что [, т и п фиксированы, число В:...В»„ до первого 
из р, (4) могло встретиться лишь конечное число раз. Эта величина и 


раз — число В:...В2, и т. Дд., Аа раз — 


записана в (4) в виде О (1). 
Ясно, что 
Мт(А„) = Х О (т 1) = (5% + гт) иА + О (т"-1) = 
= ТиА, +. О (т. 
Из определения 9х следует: 


Т> 5% > Ф(® т. 
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Отсюда при Т-+ со получим: 
ти 1 
а < $ (Е) —0. 
Таким образом, 
М№т (А„) = ТьА, + о(Т). 
Поступило 
12. 1. 1959 
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ЗАДАЧА ПОГРУЖЕНИЯ ДЛЯ ЛОКАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 


В работе исследуется задача погружения конечного расширения в 
большее расширение с заданной абсолютной группой Галуа. Доказыва- 
ется, что в случае локальных полей условие согласности Д. К. Фадде- 
ева необходимо и достаточно для разрешимости задачи погружения. 


Введение 


В работе исследуются условия, при которых заданное нормальное 
конечное расширение ^А/<> с группой Галуа РЁ может быть погружено в 
большее расширение К/< с группой Галуа С, заданное эпиморфное отобра- 
жение которой ф:@->Е должно реализоваться в качестве гомомор- 
физма группы Галуа поля на группу Галуа подполя. Мы рассматриваем 
только тот случай, когда ядро А эпиморфизма ф абелево и, следова- 
тельно, К/К должно иметь абелеву группу Галуа А. 

Вопрос заключается в разыскании инвариантов поля А, группы С и 
эпиморфизма ф, от которых зависит разрешимость задачи погружения. 
Мы называем такие инварианты препятствиями. Ряд условий, необходи-. 
мых для разрешимости задачи погружения, был найден Д. К. Фадде- 
евым (3) и переоткрыт Н. Наззе (“). Мы называем эти условия первым 
препятствием. Определение первого препятствия приведено в $1. Оно 
состоит из набора элементов групп Н?(ЁР», №), где хеЕНот (А, #"), а 
Г. — стационарная подгруппа х (если рассматривать Нош (А, #”) 
как Р-операторную группу). Если первое препятствие исчезает, то по- 
ле А/О называется согласным с рассматриваемой задачей погружения. 
В общем случае согласности не достаточно для разрешимости задачи 
погружения. 

Дальше мы пользуемся редукционной теоремой КосВепабтИета (°), 
согласно которой исследование задачи погружения сводится к случаю, 
когда С есть р-группа. Мы можем поэтому предполагать, что А содер- 
жит нормальный делитель А, группы С такой, что (А: А!) =р. Тогда 
А/А, лежит в центре С/А‚. Если поле #/© согласно с исходной задачей 
погружения, то задача погружения того же поля в поле с группой 


р — 
Галуа С/А., как легко видеть, разрешима. Ее решение есть поле &(Уь), 
где число и определяется однозначно © точностью до замены дит, 


Е 
тео. Мы выясняем, когда это поле &(Ув) может быть выбрано так, 
чтобы оно было согласно с задачей погружения его в поле с группой С. 
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Основной результат заключается в том, что в этом случае первое 
препятствие состоит из набора циклических алгебр (ах,, 6.) индекса р, 


где 2, Нот (А1, А”). Здесь №;, — подполе, принадлежащее стационарной 


р 
подгруппе Ё,, гомоморфизма 21, ах, 6 №х, определяется тем, что К», (Иа) = 
—., Ах — подполе, принадлежащее стационарной подгруппе РЁ. гомо- 
морфизма х, который продолжает 2, с А, на А, а 6., — элемент К.., 
определенный заданием и. При замене и на ит все 6., умножаются на 
т. Эти результаты получаются как следствие выводимых нами более 
общих свойств первого препятствия. 

Полученные сведения мы применяем к случаю локальных полей (ко- 
нечных расширений поля р-адических чисел). Используя основные свой- 
ства групп когомологий локальных полей, мы приходим к основному 
результату этой работы: для локальных полей тривиальность первого 
препятствия (т. е. выполнение условий Д. К. Фаддеева —Н. Наззе) не 
только необходима, но и достаточна для разрешимости задачи погруже- 
ния. Отсюда следует, что для случая поля алгебраических чисел А/© 
условие Д. К. Фаддеева — Н. Наззе разрешимости задачи погружения 
эквивалентно разрешимости ‘всех соответствующих р-адических задач 
погружения для полей ^,/©» и для всех простых дивизоров ф. 


$1. Первое препятствие в задаче погружения 


Задача, которой мы ‘будем заниматься, формулируется следующим 
образом. Задана конечная группа С, ее эпиморфное отображение Фф: @— Е 
и нормальное сепарабельное расширение Ау/<> с группой Галуа ЁР. Тре- 
буется найти условия, которым должны удовлетворять А, С и ф для 
того, чтобы существовало поле К > А, нормальное над ©, группа Галуа 
которого была бы изоморфна группе С, а гомоморфизм ф совпадал бы 
при этом с естественным гомоморфизмом группы Галуа поля К на группу 
Галуа подполя №. Эта задача называется задачей погружения. Мы бу- 
дем называть ее задачей погружения 


(®/©, С, $). 


Задача погружения интересна именно в той постановке, какую мы 
дали, но естественная формулировка результатов получается, если в ка- 
честве решений К задачи погружения допускать и регулярные алгебры. 
Регулярной [см. (“)] называется полупростая коммутативная алгебра К, 
в которой задана группа автоморфизмов С, причем соответствующее 
представление С в векторном пространстве А/<» эквивалентно регуляр- 
ному. С другой стороны, при индукции нам придется ставить задачи 
погружения над решениями некоторых других задач погружения, в ка- 
честве решения которых могут получиться регулярные алгебры. Поэтому | 
< самого начала мы будем считать, что задача погружения ставится над. 
некоторой регулярной алгеброй А. Здесь важно отметить, что все регу-. 
лярные алгебры, которые встретятся в наших рассуждениях, всегда бу- 
дут расширениями нормального над © поля А, над которым ставится 
наша первоначальная задача; они будут содержать поле А, в качестве 
подалгебры. Поле № мы будем называть ядром регулярных алгебр. 
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Таким образом, мы будем рассматривать задачу погружения (Ё/©, С, $), 
где К — регулярная алгебра, содержащая нормальное над О поле #,, а 
в качестве решений допускаются регулярные алгебры К. 


Обозначим через А ядро гомоморфизма $. Мы имеем тогда точную 
последовательность 


Я де (1) 


Будем называть задачу погружения (#/©, С, $) задачей погружения, 
связанной с последовательностью (1). 

Дальше мы будем заниматься задачей погружения исключительно в 
предположении, что выполнены следующие условия: 

1) группа А абелева; 

2) характеристика алгебры А взаимно проста с порядком группы А; 

3) поле © содержит бесконечное число элементов; 

4) ядро А алгебры Ё содержит все корни степени т из единицы, 
где т есть период А (общее наименьшее кратное порядков всех элемен- 
_ тов). Кроме того, мы предполагаем, что ядро № в алгебре Ё принадле- 
жит подгруппе %, для которой ф 1(9) абелева. Это условие оправды- 
вается тем, что мы рассматриваем задачу погружения с абелевой груп- 
пой А, а все встречающиеся далее регулярные алгебры получаются 
расширением поля Або. 

В. Вгацег (1) решил задачу погружения в одном случае, который 
будет играть далее основную роль. Для формулировки результата Вгаи- 
ег’а заметим, что вложение { группы А в С вследствие абелевости А 
определяет в А структуру ЁР-операторной группы. Мы будем дальше 
считать, что в А определена эта Р-операторная структура. Кроме того, 
точная последовательность (1) определяет, согласно теории Эсвгеег”а, 
класс когомологий а6 Н?(ЁЕ, А), который мы будем называть фундамен- 
тальным классом этой точной последовательности. 

Определение 1. Р-операторная группа А называется Ё-элемен- 
тарной, если имеется Р-операторный мономорфизм 

х: А- № 
этой группы в мультипликативную группу ядра А№ алгебры А. 

Очевидно, что Ё-элементарная группа всегда циклическая. Если кор- 
ни степени т из единицы лежат в О, то условие А-элементарности совпа- 
дает с требованием, чтобы А была тривиальной операторной группой. 

Мы будем называть задачу погружения (/О, С, $) элементарной, 
если в точной последовательности (1) группа А является Ё-олементарной 
Ё-операторной группой. 

ТЕОРЕМА ВВАПОЕВ’А. Элементарная задача погруженил (Ё/О, С, $) 
разрешима тогда и только тогда, когда класс когомологий 17 (а), в ко- 
торый гомоморфизм х’: Н*(Е, А) > Н?(ЁЕ; №), индуцированный гомомор- 
физмом х, переводит фундаментальный класс а точной последователь- 
ности (1), распадается в №". 

Иными словами, фундаментальный класс а должен лежать в ядре 
гомоморфизма 
в ИЕ ТА) ЖЕ, А"), 
определенного гомоморфизмом т. 
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Во множестве всех задач погружения введем частичную упорядочен- 
ность. Для этого рассмотрим две следующие операции над задачами 
погружения. 

1. Расширение основного поля. Если (#/ О, С, $) — некоторая 
задача погружения и А’ — произвольное подполе алгебры &, то, положив о 
<’ =Ф1"(Е’), где Е’— группа Галуа Ё/#’, и взяв за $’ ограничение ф. 
на С’, мы получим задачу погружения (Ё/К’, С’, $’). 

П. Замена группы С ее фактор-группой по нормаль- 
ному делителю, содержащемуся внутри А. Пусть С А—, 
нормальный делитель группы С. Положим 


(2% = С / А’, ф’ == Ф ды 


где $ф': С->С’ — естественное отображение на фактор-группу. Очевидно, 
что вместе с задачей (Ё/О, С, $) задача (Ё/О, С’, $’) также является. 
задачей погружения. | 

Определение 2. Задача погружения (Ё/#’, 4’, $') называется со- | 
путствующей задаче погружения (А /©, С, $), если она может быть полу-. 
чена из последней последовательным применением некоторого числа. 
операций Ги П. 

Легко проверить, что отношение «сопутствования» действительно опре- 
деляет частичную упорядоченность во множестве задач погружения. 

Из разрешимости данной задачи погружения (№ /О, С, Ф) следует раз- 
решимость всех ее сопутствующих задач погружения. Это достаточно, 
проверить для задач погружения, получающихся применением операций! 
Т или П. Если К/© — решение задачи погружения (А /О, С, $), то К/Ё’. 
будет решением задачи (Ё/А’, С’, $), полученной из предыдущей при 
помощи операции 1, и если’ алгебра К с К принадлежит нормальному 


делителю А’, то К/© будет решением задачи (#/ ©, С’, $’), полученной 
из первоначальной применением операции П. 


Ввиду этого, всякое условие, необходимое для разрешимости неко- 
торой задачи погружения, сопутствующей данной задаче (Ё/О, С, $), 
будет необходимым условием для разрешимости задачи (/О, С, $). 

Мы выпишем сейчас необходимые и достаточные условия (известные 
ввиду теоремы Втгамег’а) для разрешимости элементарных задач погру- 
жения, сопутствующих задаче (#/©, С, $), и получим, таким образом, 
некоторые необходимые условия для разрешимости задачи (#/©, С, ф)/ 

Пусть с: А-> № — произвольный  гомоморфизм группы А = Кегф в 
мультипликативную группу ядра № алгебры №. Обозначим через №’. нов 
группу, состоящую из тех элементов / ЕЁ, для которых 


2 (а') = (а), аЕеА. 9 
Так как 2 (а) 6 №, то при / 6% будет 


х (а) = < (а). 


| 
С другой стороны, мы предположили, что $! (9) — абелева группа! 
поэтому а! =а для 6%. Отсюда вытекает, что ЁР.. > % и, следовательно 


принадлежащая Ё. подалгебра №, содержится в ядре Ау, т. е. является 


полем. [ 
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Положим 
А, = Кег (2), @.=Ф"(Е,), 6,.=6./ А» 


и обозначим через ф, естественный гомоморфизм С. на К =. Очевидно, что 
задача погружения (#/№., С», фх) сопутствует задаче (#/©, С, $). При 
этом ядро гомоморфизма ф. — группа А/ А. — является элементарной 
Е»„-операторной группой. Действительно, 


х: А/А,>№ 


является Рх-мономорфизмом. Поэтому задача погружения (# Из. Сб», фх) 
элементарна. 

Легко показать, что любая элементарная задача погружения, сопут- 
ствующая задаче (А /О©, С, $), сопутствует обязательно и одной из задач 
вида (# /®х, С», фх). Поэтому условия разрешимости для задач (# / х, @х, фх) 
будут одновременно условиями разрешимости для всех элементарных 
задач, сопутствующих задаче (Ё/О, С, $). Условия же разрешимости 
задач (#/К,, С, фх) следуют из теоремы Вгамег’а. Они заключаются в том, 


это классы когомологий 


рае Н?(Е„, А) 


томоморфизмом 


2’ Н?*(Ех, А) > Н*(Рх, №) 
должны переводиться в единицу. Здесь через р обозначен оператор огра- 
ничения классов когомологий с Ё на Ех, а через а — фундаментальный 
класс точной последовательности (1). Классы 2’ра будем обозначать 


через С». 
Определение 3. Классы когомологий 


С, = рае Н?(Е., №), хЕНош(А, №), 
называются первым препятствием для задачи погружения (й/ ©; С, $). 
Если первое препятствие исчезает, то говорят, что поле #/© согласно 
2 задачей погружения (Ё/О, С, $). 


8$ 2. Второе препятствие 


В этом параграфе мы будем рассматривать случай, когда группа С 
ость р-группа. Как показывают результаты КосвепабгИег’а (5), задачу 
погружения достаточно решить в этом случае. Если С — р-группа, то 
з А будет содержаться подгруппа 4А:, являющаяся нормальным дели- 
гелем в С и имеющая в А индекс р. Положим С/ А, = Е! и пусть ф бу- 
цет естественным гомоморфизмом Ё* на К. Очевидно, что задача погру- 
кения (#/О, Ё*, $) сопутствует исходной задаче погружения (®] ©,С, $). 
’ По предположению, корни степени р из единицы содержатся в ядре № 
\лгебры А, а так как (#:О) есть степень р, то они содержатся в ©. 
‘Группа А/ А, есть нормальный делитель порядка р в’ р-группе ЕТ и, 
‚ледовательно, лежит в ее центре. Отсюда следует, что задача (#/©, 
71, ф) — элементарная. Если мы предположим, что алгебра А / < согласна 

задачей погружения (# / О, С, $), то задача погружения (#/О, Ё*, $) 
удет ‘разрешима. Обозначим через А! одно из решений последней задачи. 


9* 
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Предположим сначала, что исходная задача погружения разрешима и’ 
К — ее решение. Подалгебра А! алгебры К, принадлежащая 41, с одной 
стороны, является решением задачи (Ё/©, Ё*, $); с другой стороны, 
погружение А в К есть решение некоторой новой задачи погружения, 
а именно той, которая связана с точной последовательностью 


1 д Зорем (2) 


В частности, решение #! будет согласно с этой новой задачей погружения. 

Ввиду этого мы исследуем в настоящем параграфе вопрос: когда 
решение задачи погружения (А /©, Ё*, ф) — поле А! — можно выбрать так, 
чтобы оно было согласно с задачей погружения, связанной с точной 
последовательностью (2)? Получающиеся условия необходимы для раз- 
рещимости исходной задачи погружения (А / ©, С, Ф). Мы будем называть 
их вторым препятствием. Мы не вычисляем в общем виде второго пре- 
пятствия, но выводим некоторые его свойства, которые дадут нам воз- 
можность доказать, что для локального поля © оно исчезает. 

Дальше мы исследуем такую, несколько более общую, ситуацию. 
Дана задача погружения (Ё/О, С, $), соответствующая точной последо- 
вательности (1), и в группе А — подгруппа А, индекса р, являющаяся 
нормальным делителем С и такая, что задача (А / ©, Ё*, ф), соответствующая 
точной последовательности 


1— АГА. > Е 1, 


элементарна, центральна и разрептима. Пусть А' — одно из ее решений. 
Исследуем связь между первым препятствием для задачи погружения 
(К/О, С, Ф) и первым препятствием для задачи погружения (А! / О, С, фл), 
соответствующей точной последовательности (2). 


Пусть 21 6 Нот (Ах, №) и х — продолжение х, на А. Обозначим через | 
(С. и С», централизаторы хи 2 в С. Очевидно, что 


56—24, азы, 
Соответствующая цепочка алгебр будет: 


Отеле СВЕ 


В силу сделанного ранее замечания, А, и А, будут полями. 
Положим 


С./А =ЕР., @.[А = Ех, 

РР И Е Уи 

Первое препятствие для задачи погружения (#/О, С, $) имеет вид \ 
О 26 ] 

а для задачи (Ё / О, Ц, $!) — 
С, — Хблат, | 


где а и а, —фундаментальные классы. последовательностей (1) и (2),\ 
р — гомоморфизм ограничения с К на Р., р, — гомоморфизм ограничения 
с Иуна И $ 
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ТЕОРЕМА 1. С, ©. —С,. 
Доказательство. Как известно, 


вы [5 Е: — (№ / №, тт1б1ал), 


где г — гомоморфизм ограничения с ЕЁ на Е. 
С другой стороны, 


х— (А /Ё,, Ахра), 


где Х — гомоморфизм подъема с К, на Ёх. Следовательно, теорема 1 
утверждает, что 
ы * 
г р1а1 = №2'ра. 


Очевидно, что тд = т. Гомоморфизм гр, обозначим через г, — эте 


ограничение с Ё' на Ех. Нам надо доказать, что 
* * 
гал = №х’ра. 


Коцикл, стоящий слева, принадлежит к Н?(Е\, 2. (А1)), а коцикл, 
стоящий справа,— к Н*(Еу, х(А)). 

Рассматриваются эти коциклы в Н*(Е%, Кг). Мы докажем, что они сов- 
падают уже в Н?(Е%, х(А)). Для этого достаточно применить лемму 1, 
которая будет доказана в следующем параграфе, к случаю, когда в 
качестве а берется рг а. Тогда, очевидно, 


(ре, @)1 = рр. Чл 


и лемма 1 дает: 
1 
Е 
й в = вора 
х 
Применяя к последнему равенству 2”, будем иметь: 
Е! 
+ 21 в Хх. ЕР 
жир ба = Лет ре а 
х 
1 
. х 
(х перестановочен с №к,,). 
Теорема 1 доказана. 
Теорема 1 показывает, что при выполнении условия согласности для 
задачи погружения (Ё/О, С, $), т. е. [при С„—1, первое препятствие 
после первого шага С», будет разлагаться полем №.„, так как 


ео 1. 


Это означает, что алгебра С», будет циклической алгеброй, Чтобы убе- 
_ 5 1 

диться в этом, достаточно показать, что (№; :»,) = р или 1. Для дока- 

‹зательства последнего утверждения рассмотрим функцию, определенную 


Ва А, 
—=(2°) 
— 20)’ 
| тде 2 — образующий элемент А / А1, = его представитель в А. Функция 7 
| не зависит ни от выбора представителя дв А, ни от выбора продолже- 
‘ния 21 на А. Равенство / (с) =1 означает, что с Е Ра. Кроме того, прямое 


‚вычисление показывает, что 


1 (т) = 1 ()*1 (<), 
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т. е. } является коциклом. Ясно также, что значения. / — корни степени р 
из единицы, так как 


во (2) Ви 
2 (22° 21 (2) 
Поэтому будет выполняться равенство 
1 (ат) = 1 (з) 1 (т). | 
Отсюда, в частноети, получается, что РЁ, — нормальный делитель Р.т, 
так как | 
1 (тат 1) = 1 (т) [(в=) 1 (51) = 1 (9) =1 
при с. 6 РЁ». 
Докажем, что (Р.„,:Ё»„) =р или 1. Достаточно рассмотреть случай 
(Е‚,:Р.)=1 и показать, что 
(Р.Р) = 


Пусть с — такой элемент Ё»,, что (с) = бр. Тогда сЕЁЕ., сРЕР, и 


рЬ—1 
В = У Ехо, 
1=0 


чт. ©. 
(ЕР х. : Е. х) БЕРИ 
Коцикл / постоянен на классах смежности К,, по Р., следовательно, 
он получается поднятием с Р.,/Р, на Р,, некоторого коцикла. Обозначим 
его снова через {. 
Рассмотрим коцикл / в к.. Как одномерный коцикл он распадается, 
т. е. в Ё, существует такое число &„,, зависящее только от 21, что 


Рау 
Если последнее равенство возвести в степень р, то получим: 
(ее -Т 


т. е. ах, = ох, 6, Отсюда получаем, что 


р 
1 

К, = № (Уа..). 
Таким образом, если С, —1, то С;, — (ах, 6х,) и является циклической | 
алгеброй. | 
& йе 
Перейдем к формулировке теоремы 2. | 
`’Пусть у нас имеются три точные последовательности: 


1>А—С->Е->1 (с классом а), 

1>А-.С->Р->1 (с классом 65), 

1 Аа 1 (с классом а-5). | 
Пусть А, — нормальный делитель труппы @, содержащийся внутри А. ‚ 


Тогда А, будет нормальным делителем ив (, ив(. Следовательно, можно 
поставить задачи погружения 


| 

(К/ ©, Р.Ф), (%/©, 21, $), (&1/9, №, $, | 
где | 
и -бид, №614, РВ], | 

р 
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Предположим, что задачи (#/О, Ё1, $) и (Ё/О, Еф) разрешимы, и 


пусть Ё и Ё — некоторые их решения. Рассмотрим тогда алгебру 


К -= № ©, №. Группу алгебры К над © обозначим через Г. Это будет 
прямое произведение групп Е и Ё' с объединенной фактор-группой И 
Она будет также расширением прямого произведения А/А, Хх А/ А, 
< помощью группы Ё с коциклом аА, х БА,. В ‘группе АС а в 
выделим нодгруппу А, состоящую из элементов (а, а *). Пусть алгебра 
® по определению принадлежит в К подгруппе А. Алгебра Ё! имеет 
над О группу Г [А, которая ‘изоморфна группе Ё.. Следовательно, #1 будет 
решением задачи погружения ( /©, #", $). 


Пусть 2, 6 Ном (А,, №). Рассмотрим соответствующие характеру #1 
первые препятствия для задач погружения 


(+ / ©, С, ф1), (1/0, С, ф,) и (1/0, 6,9), 


Еде $1, фи о естественные гомоморфизмы С, Си СД на Е, № и №. 
Они имеют вид: 
С = (ЕЁ, , т 11ба1), 
Се, , Рав), 
С, = (в, В! , 1 (а6),), 


где р,ри р— ограничения соответственно с Ё? на РЁ, с Е на РЁ и с 
Ра на РЕ. Но, как легко видеть, поля йх, №, и 11, совпадают (мы их 
юбозначаем через №). Поэтому алгебры С.„С», и С», определены над од- 
ним и тем же полем. 
Пусть Г», — подгруппа Г, к которой принадлежит Ах, в К. 
ТЕОРЕМА 2. С„, ©С.,— С». 
Доказательство. Как известно, 
С.К, Г», Ара), 
(А, Ма ОВ), 
С. — (КИ, Гы, Ааа р (ав), 


ры ых к Г 
где ^ — подъем с На. на Г.,, ^ — подъем с Ёх, на Г.,, ^ — подъем с Ё 


ина Г». 
Теорема 2 утверждает, следовательно, что классы, в которых лежат 


коциклы №5 р а, Пр 6, и №1 р (ав), совпадают. Но, очевидно, 1. комму- 
тирует со всеми подъемами ^, Ли», поэтому достаточно показать, что 
совпадают классы ра: ^рЬ и То (аб). 

Для того чтобы еще больше упростить "последнее утверждение, рас- 
смотрим коммутативные диаграммы: 


бро мар 14 Г 
Е ие 12 


п Ге, т = 
РИ в Г, 
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Здесь гомоморфизмы, обозначенные буквами п иП, — проекции, а гомо- 
морфизмы, обозначённые буквами Ги /[,— вложения. 
Тогда коммутативными будут и соответствующие диаграммы для 
трупп когомологий (мы их пишем только для размерности 2): 
Н* (61, АНГ, А,) 
о} {Р 
Н* (ЕТ, Ау)->Н® (Гл А) 
Н? (В, АН" (Г, 4) НР, АН" Г, 4) 
НБ А 
Н? (Рь, А)^>Н*(Г,, А) НР, АН? (Гы, Ау). 


Отсюда мы получаем, что 


Хо-ЕРА, 
Хр =Р^Л, 
0 =РА. 


Равенство, которое нам нужно доказать, сводится к следующему: 
РАа,-РЛЬ, = РА (45), 
или 


Ла, - ЛЬ, = А (аБ)1. 


Но последнее равенство следует из леммы 2, которая будет доказана в ' 
следующем параграфе. 
Применим теорему 2 к случаю, когда Б=1. Решение А задачи \ 

‚ (Е/О, Е, ф) имеет вид | 


р — 
м=А(Иш)- 


Группа Ё! будет прямым произведением Ё.и А/А;:, поэтому решением 
задачи (А/©, 1, $) будет 


В 
| и=А(Ит), тео. й 
По самому построению, 
м в — 
№ =К(Уш т) 


и поэтому является решением задачи (К/Ф, Е*, $). 
Теорема 2 дает в таком случае для 2:6 Нощ (А1, К,): 


Сл, (шо) © С», (т) — С. (шот). 


Так как в рассматриваемом случае аё =а и С = С, то | 


ом (шт) =Сх, (ш т) 


и) 
и теорема 2 показывает, что при переходе от решения (Ув) задачи 


рую алгебру ты (т). 


В 
а | 
(Е/О, Е*, ф) к решению А(У шт) алгебра С;,(ш) умножается на пом 


ЗАДАЧА ПОГРУЖЕНИЯ ДЛЯ ЛОКАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 833. 


Нрямое вычисление показывает, что 
С», (т) тая (а, т). 


Из только что сделанного замечания и из замечания к теореме 14 по- 
лучаем следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 3. Если для задачи погружения (Е/О, С, ф) выполняется: 


7) 
условие согласности, то после первого шага (построения поля №=К(У ш)). 
первое препятствие для задачи (К/©, С, $1) будет набором циклических: 
алгебр вида 


(ах, 6.) 1 6 Нот (А, К.), 


РИ у) 
причем при переходе от решения К = К(У шо) к решению К (У вот) все они 
умножаются на циклические алгебры (ах,, тук, . 
5 1 


Таким образом, второе препятствие заключается в невозможности 

выбрать такое те О, что 
(ах, т) — (а. Ь.., 1 

для всех 2.6 Нот (А,, №»). 

Задача погружения распадается, следовательно, на две задачи: 

1) можно ли для данного 2.6 Нот (Ау, К) найти тх.6 О такое, что. 
(@х,, т»,) бат (ах,, В», 1? 

2) Если для каждого х, можно найти такое т„,6 ©, то (каковы усло- 
вия того, что выбор можно сделать согласованно? 

Остановимся на ‚некоторых нужных вам свойствах гомоморфизма 


переноса {, который определяется так [см. (?)]: если Ге Ношн (А, В), 


Я — подгруппа С, Аи В— С-модулии С = Я разложение С на 
И 


смежные классы по НЯ, то 
(Иа) = (а) 


При таком определении #/ будет уже С-гомоморфизмом А в В. Если 
классы когомологий понимать как гомоморфизмы членов резольвеять. в 
соответствующий модуль, то гомоморфизм переноса становится опреде- 
ленным для классов когомологий. 

Гомоморфизм переноса обладает свойствами: 

1. Инварианты алгебр С;, и {С х, совпадают (в локальном случае). 

в 1х, = Сл». 

Утверждение 1 следует из теории алгебр над локальными полями. 

Доказательство утверждения 2. Класс когомологий а, есть 
некоторый Р1-гомоморфизм второго члена Х, резольвенты для Ё" в А,: 
а.е Ношк*(Х., А!); ра:— это тот же самый гомоморфизм, только понима- 
‹(емый как Е -гомоморфизм. К последнему коциклу применяем 21. Тогда. 


хара: 6 Ношр1, (Хь, №). 


Пусть Е — некоторый элемент из Х». Тогда 


(е(азрал)®) = ТП елре ет Эра. 
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Но а, Ношь:(Х., А!), поэтому 
< (лба) =П [2; (аа (991 = П 21 (а ())= ПТ 21.) (а, (5) = (ма (©), 
ме. ее С. 
$ 3. Две леммы 


В этом параграфе доказываются две групповые леммы, которые мы 
использовали при доказательстве теорем 1 и 2. 
Пусть группа С получается из точной последовательности 


АР 1 
< коциклом аи А,— нормальный делитель С, лежащий внутри А. Тогда 
группу С мы можем рассматривать как расширение А,;. Это приводит к 
точной последовательности 
1 А,->4->Е\-1, 
‚фундаментальный коцикл которой мы обозначаем через а. 
Пусть у нас имеются три точные последовательности: 
1-> А-а Е->1 (с фундаментальным коциклом а), (1) 


1-> А->С->Е->1 (с фундаментальным коциклом 6), (1) 
Ре у Е (с фундаментальным коциклом а.6). 
Если С, и С», имеют нормальные делители 4, [и 4, и :: С/Ал> 
-—С./А.= Е — изоморфизм, то элементы (51, 2.) Е С: х С., для которых 
&2А= в (211) | 
‘образуют подгруппу С’, называемую прямым произведением С, и С, с 
объединенной фактор-группой Е. |Мы эту подгруппу обозначаем через 
С. хЕС.. Эта группа содержит подгруппу, изоморфную А, Хх А,, и 
@/А, ХА.=Е. 
Группы А, и А.— нормальные делители С’ и 
СА. =а., 6'7А.=6.. 

Если у: А,-> А, = А — изоморфизм, то элементы (а, а) Е А, х А,, для 
для которых ау (а!) =1, образуют, нормальный делитель группы С”, ко- 
торый мы обозначаем через (И. Фактор-группа С’/07 обозначается через 
С х Е, о. 


Пусть Г = Р\Х РА и {: А/>А — вложение для первоначальных нор- | 


мальных делителей группы С. 
Тогда имеют место следующие утверждения. 
ЛЕММА 1. Га =^Еа. 


ЛЕММА 2. Ара; Хава = Ат (аб). 

Здесь Х обозначает гомоморфизм подъема. Мы докажем эти соотно- 
шения между двумерными классами когомологий, интерпретируя' их как 
соотношения между соответствующими расширениями групп. Это удобно, 
так как переход от а к а, определяется теоретико-групповым образом. 
Но для этого нам нужно напомнить теоретико-групповую характеристи- 
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ку умножения классов когомологий и оператора подъема ^ (они хорошо 
известны). , 


1°. Умножение. Если а и 6 фундаментальные коциклы последова- 
тельностей (1) и (1), то а-6 — фундаментальный класс последовательности 
1 > Аб АС>Е-—1. 


2°. Подъем. Если а— фундаментальный класс последовательности 
{1) я 
ФР (2) 
— эпиморфизм с ядром М№, причем № действует на А тривиально, то 
^? а — фундаментальный класс последовательности 


< РЕФ Ф_>1. 


Обратно, если задан эпиморфизм (2), ядро которого М действует на А 
тривиально, а в носледовательности 


Е ею 


Р? (№) = Ах №', где №’ М и М№’ является нормальным делителем ©, 
то фундаментальный класс 9 этой последовательности представляется в 
зиде 

9 = ЛРа, 


тде а — фундаментальный класс последовательности 
1 А-—> @/№М-—Е-—1. 


Доказательство леммы 1. Класс а, является фундаментальным 
классом последовательности 


1 А, > <-> 21-1. 


При вложении А, в А группа С переходит в группу ©, которая полу- 
чается простым расширением ее нормального делителя А, до А. В груп- 
пе © будут, таким образом, содержаться два нормальных делителя, изо- 
морфных А, причем пересечение их есть А;. Для того чтобы их разли- 
чать, мы второй из них, до которого А, расширяется формальным образом, 


обозначим через А. Так как АПА=А,, то А, = А.. 

Рассмотрим в @® подгруппу, образованную элементами вида аа. 
Эту подгруппу мы обозначим через Р и отображение а—а-а* будем 
записывать в виде: 

4(а) = аа". 
Это будет гомоморфизм с ядром А.. Таким образом, 4 : А/А.->) есть 
изоморфизм. Подгруппа 0), как легко видеть, будет в © нормальным 
делителем, даже прямым множителем, изоморфным А/А;. Подгруппа А 
не пересекается с 0), поэтому в ® содержится нормальный делитель 
Ахр. При проекции р группы © на Е этот нормальный делитель, 


переходит В 
р(АхрЬ) = р(Б) = А/А,, 


причем р есть изоморфизм Ш с А/4А,. Таким образом, 
21 (4/4) = Ахр 
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и 

= А) Ат. 
Согласно 2°, коцикл Га, постоянен на классах смежности $/Б и полу- 
чается поднятием на Р` фундаментального коцикла последовательности 


1 А-—> 6/0 Е—1. 


Но @/) . изоморфно С, поэтому окончательно имеем: 
. : 
Гал= № а. 
Лемма 1 доказана. 
Доказательс тво леммы 2.. 
Согласно. 2°, т, а; является. 
фундаментальным классом_ после- 
довательности - 
1 А, >@—Р—1. 
где @®'=С х Р'Г. Нормальный" де- 


литель 4/А, группы РЁ! обозначим через В, аналогично А/А,— через 
В. Тогла Г 5ВХхВи 


рис Рис. 2 


ВА ПВА ВВ. 


По определению прямого произведения с объединенной фактор-грунной, 
© содержит подгруппу, изоморфную А, х`В. 

В группе © содержится подгруппа, порожденная элементами (а, аА1)- 
Эта подгруппа изоморфна 
А, имы обозначим ее сно- — 
ва через А. Обозначим 
Ах Вс © через 91. Тогда 


Ах ВИ. 
Иначе говоря, мы видим, 
что 

@=СхЕМ. 

Обозначая аналогичные 
объекты для 6 чертой на- 
верху, получим: 


б=схЕм. 
Для того чтобы получить 
Фра, Ат ба, мы Должны, | Рис. 3 


согласно 1%, рассмотреть 
прямое произведение ® х ©. 


Положим Фхг@ — ©. Для того чтобы получить эту группу, нам 
надо рассмотреть ‘те элементы (5, )Е6х ©, для которых (А!) =ВА, 
где = — изоморфизм: 

: ®/А, > /А, =Г. 


Заметим, что 
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В группе ВхАХх АхВс @х@ рассмотрим подгруппу, состоящую из 
элементов вида 


а ‘А, лажа ход... 
Эту подгрупну обозначим через %. ‘Очевидно, что % С 6, так как 
(а *А, 1А, хаА:) =а а ТА, х аА:. 
В заключение обозначим через И, подгруппу элементов вида 
та) оо! 
По определению, 
@/ О, —= <хи ©. :* 
Яено, что (1 с Физ / 0, = А / А,. Подгруппу % / 0, группы ФИ, обозна- 
чим через В. 
Рассмотрим гомоморфизм 
п: ©_-®/0.. 
Непосредственная проверка показывает, что гомоморфизм п действует на 
А изоморфно и что В является нормальным делителем ©. 


Так как о ‚ал т `6, является фундаментальным классом последова- 
тельности 


1 А, -@ И. 


то из сказанного выше следует, что коцикл ал Краб постоянен на 
классах смежности Г/В (здесь В отождествляется со своим образом в 
=©/тА, —=Г). В группе Г подгруппа В состоит из элементов 9х ЕВХ 
х В, для которых 6:6. =1. Таким образом, 
Г/В Е'! и мы видим, что 

ПИ “Хутб = ХС, 


’тде с — некоторый класс из Н?(ЁЕ*, А,). Чтобы 
| ся Е 
найти этот класс, нам надо, согласно 29°, рас- 


‹ смотреть л @/В = (С. Класс с будет фундаменталь- 
‹ ным классом последовательности Рис. 4 
Е 


‘Так как В = 3, то @ ==т@/т% > /%, и нам достаточно доказать, что 
&=@6/%=0. 
‚ Для этого заметим, что 
ФВ. ОВ-а 
'и, следовательно, существует изоморфизм 


7: @хб/ВхВ—Схб. 


[Непосредственная проверка показывает, что 


1б=6х АЙ 0, 
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ге Ос АхАсСхС есть подгруппа, состоящая из элементов вида 
(@ а 


Таким образом, 
6=6%=„б/в=бх"б/И=6хЕб = 6, 
что и требовалось доказать. 


$ 4. Задача погружения над локальным полем 


Предположим теперь, что поле © локальное. В этом случае имеет 
место 

ТЕОРЕМА 4. При выполнении условия согласности задача погруже- 
ния (Ё/О, С, $) будет разрешима. | 

Доказательство. Как уже отмечалось, теорему достаточно до- 
казать для случая, когда С есть р-группа. Тогда внутри А будет со- 
держаться нормальный делитель А, группы С и (А: А!) =р. Задача по- 
гружения, соответствующая точной последовательности 

И И 

будет сопутствующей к исходной задаче и, следовательно, должна быть. 
разрешима. 


р ры 
Пусть одним из ее решений будет А? = &(Иш), где шЕЁ. Элемент 


ш определяется с точностью до множителя т из основного поля о. Зада- 


р 

ча заключается в таком выборе множителя т, чтобы алгебра Ё(У шт), 
тоже являющаяся решением задачи погружения (Ё/©, Р*, 4), была со- 
гласна с группой С. Покажем, что выбор такого множителя т возможен. 
Для этого заметим, что так как {С,, имеет такой же инвариант, что и 
С, то достаточно рассматривать только алгебры С»... Но {С., = Су», и ха- 
рактер {х, инвариантен относительно всей группы Ё'. Поэтому достаточ- 
но рассматривать только препятствия для характеров 2, 6 Ноше: (А1, ва). 

Обозначим через х продолжение характера 2: на всю группу А. 

В силу теоремы 3, алгебра С, (ш) имеет вид (а. 6.) и при пере- 


Р-.-. ВЕ 
ходе от решения К(Уцшо) задачи (Ё/©, РЁ", $) к решению & (ИУшт) ум- 
ножается на (ах, т). 

Пусть 2:, 1.,..., Я. — все Е1-инвариантные характеры группы А.,. 


Множитель т нам нужно выбрать так, чтобы алгебра (ах, т) принима- 


—1 
ла наперед заданное значение С, (ш,). Выражение (ах, т) является ха- 
рактером при фиксированном т, и система уравнений 


(а>, т) = С». (№) 
будет разрешима, если из любого соотношения 
П (ах. ту а 1 


о 


(при всех т) следует, что 


П(Са му =А. 


1 
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Покажем, что это действительно так. Равенство 


В; 
П (а, те =1 
р 
означает, что Па: — р-я степень в ©, т. е. 


1 
[а ео. 
< 
р 
Это в свою’ очередь означает, что 


[= 1, 


1 


где /+ — коцикл, построенный по формуле 


й 


(1; — продолжение 2; на А). Отсюда следует, что 


(СТ „в (во) —1. 


Остается заметить, что для Е1-инвариантных характеров х1 и 2 


Сх, (шо) 2 С», (1) ©) С», (шо). 
Из СП в (ш)—1 получаем: 


Пса фа. 


Доказательство теоремы закончено. 
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Замечание 41. Условие согласности для задачи погружения (#/<. 


С, Ф) заключается в том, что все. алгебры С, = ра, где 


р — ограни- 


чение с Р на ЁР,, распадаются. Но, как мы видели, С; и С. имеют 
один и тот же инвариант в локальном случае, {С; = Сь и йх уже инва- 
риантно относительно всей группы Ё. Поэтому в локальном случае 


условие согласности достаточно проверять только для 
* 
‚ ФеНошк(А, №). 


характеров 


Остановимся на вопросе о том, когда решение задачи погружения 
(&/О, С, $) (Ё— локальное поле) будет полем. В случае, когда С — 


‚ Р-группа, этот вопрос решает 


Предложение. Если число образующих группы С равно числу 
‹ образующих группы Е, то любое решение задачи погружения (К/О, а, Ф) 


( будет полем. 


Для доказательства утверждения предложения нужно решать задачу 
| погружения последовательными центральными шагами степени р (сделать 
‘это можно, так как С — р-группа). Тогда в случае равенства числа об- 
| разующих Си РЁ при каждом шаге число образующих не будет увели- 
‘чиваться. Достаточно, следовательно, проверить утверждение только для 


р — 
‹ случая, когда (@:Е) =р. Решение такой задачи К = В будет по- 


, с 
лем тогда и только тогда, когда и ЕВ р | еА. 
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Если и =’ в К, то С будет прямым произведением Ри А (это лег- 
ко проверяется). Отсюда получается доказательство предложения. 


Поступило 
18.1.1959 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
23 (1959), 841—870 


Л. М. ГЛУСКИН 


ПОЛУГРУППЫ И КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ ЛИНЕЙНЫХ 
ПРОСТРАНСТВ 


(П редставлено академиком А. И. Мальцевым) 


В настоящей работе свойства вполне простых полугрупп (Ё, А, А') 
используются для исследования полугрупп и колец линейных преобра- 
зований и некоторых классов абстрактных колец. 


Настоящая работа, ставя своей целью изучение полугрупи и колец 
эндоморфизмов линейных пространств, является одновременно опытом при- 
ложения методов теории полугрупи в теории колец. Основным аппара- 
том является использование свойств минимальных идеалов (Ё, А, А1) 
мультипликативных полугрупи колец Р (Е, А, А!) (см. п. 2.10). Для ко- 
‚нечномерных пространств единственной полугруппой (Ё, А, А!) являет- 
ся полугруппа (Ё, А, А*) всех эндоморфизмов пространства А в свой од- 
номерные подпространства. 

Значение полугрупп (Ё, А, А), помимо их роли в изучении полу- 
групп и колец эндоморфизмов (см., например, теоремы 2.8, 2.10, 3.5.1, 
6.4, 6.10, 6.11) и характеристики линейного пространства А (теоре- 
мы 3.3, 3.3.2), состоит в том, что они являются фактически вполне про- 
стыми идеалами мультипликативных полугрупп некоторых классов по- 
лупростых колец. В частности, полугруппы (Ё, А, А!) полностью харак- 
теризуют простые кольца, содержащие минимальные односторонние иде- 


алы (теорема 5.5). 
В $2 рассматриваются вполне простые правые идеалы полугруппы 


(Е, А, А“) и прежде всего правые идеалы типа (РЁ, А, А!), а также 
порожденные ими кольца эндоморфизмов. 

В $3 исследуются изоморфизмы полугрупи (Ё, А, А!) и полугрупп 
5д, содержащих (Ё, А, А1) в качестве двустороннего идеала. Теорема 
3.3 устанавливает, что любая полугруппа (Ё, А, А!) с точностью до изо- 
морфизма характеризует само пространство А. Перечисление изоморфиз- 
мов широкого класса полугрупи и колец линейных преобразований яв- 
ляется тривиальным следствием результатов этого параграфа. В частно- 
сти, в нем получен бесконечномерный аналог теоремы об изоморфизмах 


г 
матричных полугрупи С» [см. (®)]. 
$ 4 носит вспомогательный характер, однако теорема 4.8 представля- 


ет самостоятельный интерес в теории абстрактных полугрупп. 
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В $5 рассматриваются кольца с минимальными односторонними иде- 
алами. Теорема 5.2 устанавливает, что минимальные двусторонние идеалы 
мультипликативных полугрупи полупростых колец этого класса являют- 
ся вполне простыми полугруппами. Теоремы 5.3, 5.4 указывают на клас- 
сы колец, допускающих изоморфные представления кольцами эндомор- 
физмов линейных пространств; сюда относятся, в частности, прямые сла- 
гаемые всех атомичных колец. Теорема 5.5 дает представление простых 
колец правыми идеалами кольца Р(Ё, А) всех эндоморфизмов простран- 
ства А. Отсюда вытекает известная теорема Джекобсона (теорема 6.4.3) 
о структуре простых колец, содержащих минимальный односторонний иде- 
ал, и, как частный случай, — теорема Веддербёрна — Нётер. Далее нахо. 
дится внутренняя характеристика ряда колец эндоморфизмов (теоремы 
5.5, 5.8, 5.9, 5.14, 5.11.1), причем характеристика колец Р(ЁР, А) и 
Р(Р, А, А!) дается только в терминах их мультипликативных полугрупи. 
Это связано с тем, что указанные кольца являются кольцами с един- 
ственным сложением (см. 5.10, 5.10.1). Указывается класс абстрактных 
колец, являющихся кольцами с единственным сложением. 

В $6 рассматриваются транзитивные полугруппы и кольца эндомор- 
физмов. Основными теоремами здесь являются теорема 6.11, обобщаю- 
щая аналогичный результат Джекобсона, полученный им для дважды 
транзитивных колец, а также теорема 6.12. 

Основные результаты работы сформулированы в заметке (13). 


$ 1. Некоторые определения 


1.1. Полугруппой называется множество 5 с однозначным бинарным 
ассоциативным действием. Действие в 5 будем записывать мультиплика- 
тивно. Если А, В — два подмножества 5, то через АВ будем обозначать 
множество всех элементов аб, где а6 А, БЕВ. Простейшие понятия тео- 
рии полугрупп (подполугруппа, идеал, нуль и т. д.) предполагаются 
известными [см. (!)]. 

‚1.2. Левый идеал Г, полугруппы © называется минимальным, если 
Г- О и Г не содержит отличных от С и 0 левых идеалов полугруппы 
5. Аналогично определяются правые и двусторонние минимальные иде- 
алы. Полугруппа 9 называется 1-простой * 
ных от нуля и 9 двусторонних идеалов. 

Если С = ("Ц 0, где С" — группа, а О— нуль полугруппы С, то @ 
называется группой с внешне присоединенным нулем. 

1.3. :-простая полугруппа 5, содержащая минимальный левый идеал 
Г, называется вполне простой [см. (1) — (4)], если 5 содержит по край 
ней мере один ненулевой идемпотент. 

Пусть С — группа с внешне присоединенным нулем 0; [, Л — два 


множества индексов. Каждой паре индексов 61, ЕЛ поставим в со- | 


ответствие элемент р. ЕС так, что для любого 161 (аналогично для лю- 


+ з 
Обычно в литературе такую полугруппу называют простой. Автор предночи- 


тает не употреблять этого термина, которому часто придают и другие значения [см., 
например, (°)]. 


‚ если она не содержит отлич-. 
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бого ЕЛ) найдется элемент р»; -Е 0. Пусть 5 = 5 (@, Г, А, р№.) — мно- 
жество всех троек (а, Й), где аЕС, ЕТ, ЕЛА. Все тройки (©, 1\) отож- 
дествим между собой и обозначим их символом О. 5 является вполне 
простой полугруппой с нулем О относительно действия 


(а, 2%) (6, 7^) = (арв, 1). 


Всякая вполне простая полугруппа изоморфна некоторой полугруппе 
5 (С, Г, Л, р,.). Обозначим 


< =Ца й), Ци а) Вв=ус, д). 
асс ЕТ ЛЕА 


При р; = 0 полугруппа (С, #\) изоморфна полугруппе С, т. е. является 
группой с внешне присоединенным нулем. Каждое множество [х явля- 
ется минимальным левым идеалом полугруппы 5, а множество А; — ее 
минимальным правым идеалом. Всякий ненулевой правый идеал полугруп- 
пы 5 является объединением некоторого множества ее минимальных пра- 
вых идеалов А; и имеет вид 
= (С, п), 
ЕТ’ ЛЕА 

‘где Г с Г. В’ тогда и только тогда является вполне простой полугруп- 
пой, когда для всякого ^ЕЛ найдется такой индекс #6 Г’, что р +0. 
Каждый идеал А; содержит хотя бы один ненулевой идемпотент е;, при- 
чем В; =е,;В:. 

Пусть г;, 2 — любые элементы из @`\\ 0, Ф— изоморфизм `С на полу- 
группу С’, а 1—1, ^^’ — взаимно однозначные отображения Ги Л 
на некоторые множества [’и Л’. Отображения 0 и.ф полугруппы 65 на 
полугруппы © (С, Г, Л, [5, рат) и 9(С’, Г, А’, 94): 

ы з 1 74 : 
(пуб (ая (1) 
(а, \) ф= (@$, Г№), Че = рф (2) 
являются ее изоморфизмами. Каждый изоморфизм полугруппы 6 мож- 
но представить в виде произведения изоморфизмов тина (1) и (2. 

1.4. Пусть © — некоторое множество, А — некоторая совокупность ото- 
бражений © в себя; отображения 6 Аиих суперпозицию будем записы- 
вать мультипликативно: 

1(®) ==), &)Ф=2ф (260, 1564) 
> / 
через О’А обозначим множество всех элементов 2], где хе0’, ТЕЛА (О’— 


подмножество 2). 

1.5. Пусть Р — кольцо. Всюду в настоящей работе’через %Р будем 
обозначать мультипликативную полугруппу кольца Р. 

Если А — подполугруппа %Р, то через $А обозначим множество всех 
элементов из Р вида а -+а2-+...+а4» где ие А. ФА является мини- 
мальным подкольцом кольца Р, содержащим множеетво А. Если А— 
левый (правый, двусторонний) идеал полугруппы 3%Р, то ЖА является 
пересечением всех левых (соответственно правых, двусторонних) идеалов 
кольца Р, содержащих множество А. 

1.6. Идеал А полугруппы (кольца) Р называется нильпотентным, если 
А" —=0 при некотором натуральном п. Полугруппа (кольцо) Р назы- 


3* 
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вается полупростой, если она не содержит собственных или несобственных 
ненулевых двусторонних нильпотентных идеалов. 

Кольцо Р называется простым, если оно не нильпотентно и не со- 
держит собственных двусторонних идеалов. 

1.7. Пусть Е — тело, т. е. кольцо, в котором 5% является группой 
с внешне присоединенным нулем. Линейным пространством над телом 
Е (линейным многообразием над телом Ё, Е-пространством *) называет- 
ся аддитивная абелева группа А = (Ё, 4) с областью (мевых) операто- 
ров Р. Мы будем считать известными понятия подпространства, допол- 
нения подпространства, ранга г (.А’) подпространства А’С А базиса, ли- 
нейной зависимости и т. д. 

Линейной формой (линейной функцией) над Ё-пространством А назы- 
вается отображение } 


х—> [х/] =[х, Л (х64, [5ЛЕР), 
удовлетворяющее условиям: 


[х+у,Л = -Е[УЛ, Пх, Л=Х[Л (<, убА, ЕР). 


Обозначим через А” совокупность всех линейных форм над А и оп- 
ределим следующим образом сложение линейных форм и умножение их 
на числа ЕЁ `(элементы из Ё будем называть числами, элементы из 
А — точками): 


[х, Да Е 1] = [А -Е [ХР [Хх = [ЛХ (х6А, УЛ, 64°). 


Относительно введенных таким образом операций А” является Р-прост- 
ранством, которое называется пространством, сопряженным пространству 
А. В отличие от А, А” допускает Ё в качестве области правых опера - 
торов. 

1.8. Эндоморфизмом пространства А (линейным преобразованием А) 
называется такое однозначное отображение а пространства А в себя, что 


(хтуа=ха Руа, (жа =^(ха) УСА, ЕВ). (3). 


Множество Р (Е, А) всех эндоморфизмов А является кольцом относи- 
тельно операций 


х (а -- 5) = ха х0, х(45) = (5а)6 (ЕЛА, ое). 
Обозначим %Р (Е, А) =5 (Ё, А) (см. 1.5). Эндоморфизм, отображающий 
все пространство А в его нулевой элемент, обозначим через О; подколь- 
цо Р(Ё, А), состоящее из нуля и всех эндоморфизмова ЕР (РЁ, А), для 
которых г(Аа) конечен, — через Р, (К, А). | 

1.9. Подмножество МСР(Ё, А) называется п-кратно транзитивным 


[см. (°)], если для любых линейно независимых точек х+, х.,..., хь6 А 
и любых у, у.,..., УЕ А найдется эндоморфизм а@ М такой, что х; а = 
= у: (1 =1,2,..., п). В частности, множество М 1-транзитивно (мы бу- 


дем называть его транзитивным), если для любой ненулевой точки хе А 

и любой точки уеА найдется эндоморфизм а6 М такой, что ха=у. 
1.10. Пусть РЕ и Нр— два тела, А =(Ё, А) — Е-пространство, В = 

= (Н, В) — Н-пространство. Взаимно однозначное отображение а = ау 


(0. (©) 
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пространства А на пространство В называется полулинейным преоб разо- 
ванием, если существует такой изоморфизм ф тела Р на тело Н, что для 
любых х, уСА, ЛЕЕ 

(ху) а = ха -- уа, (ха =. ха. 
Пространство А называется изоморфным пространству В, если суще- 
ствует полулинейное преобразование пространства А на В. 

Пусльз4 = (Е,-4), В = (НВ; В) —два изоморфных пространства, а = 
=а‹у — полулинейное преобразование А на В, Ё = {е,} — какой-либо базис 
пространства А. Тогда множество Е’ = {е,а} является, очевидно, бази- 
сом пространства В. 

Пусть / — произвольная форма из А* и [е,/] = а, для любого е СЕ. 
Форме /] поставим в соответствие форму /” = /4"6 В* такую, что 


[ела 7] =, ф. 


Легко проверить, что а* является взаимно однозначным отображением 
А” на В”, не зависит от выбора базиса, является полулинейным пре- 


образованием А” на В” и что для любых хЕЛ, /6 А* имеет место усло- 
вие 


[ха, /а“] = [хЛ$. (4) 
Преобразование 4” назовем сопряженным преобразованию а. 

Аналогично, для любого СсЕР(Ё, А) однозначно определяется сопря- 
женный ему эндоморфизм с” пространства А“, удовлетворяющий при лю- 
бых хЕА, /Е А” условию 

[хс, ДП = [х, "| 
[см. (5)]. 

1.11. Если для любых элементов а, 6 полугруппы © существует эле- 
мент 165 такой, что ха =, то 5 называется полугруппой с левым де- 
лением. Уравнение ха = ф для любой пары элементов такой полугруп- 
ны 5 разрешимо однозначно тогда и только тогда, когда 9 является 
группой. 


$ 2. Полугруппы (Ё, А, В") 


2.1. Обозначим через (Ё, А, А*) подполугруииу 9 (РЁ, А), состоящую 
из нуля и всех эндоморфизмов пространства А = (Ё, 4) в свои одномерные 
подпространства. Поскольку (КР, А, А“), как мы увидим ниже, в значи- 
тельной мере характеризует структуру всего кольца Р(Ё, 4), мы рас- 
смотрим в настоящем параграфе строение (К, А, А”) и некоторых ее под- 
полугрупи. 

Каждому одномерному подпространству А» пространства А сопоста- 
вим взаимно однозначно некоторый индекс х, а одномерному подпро- 
странству 4; с А” — индекс {. Множество всех индексов х обозначим 
через Ад, множество всех индексов { — через ТА. Выберем произвольно 
по одному ненулевому элементу е„ Е А», 4х. : 

2.2. ТЕОРЕМА *. Полугруппа (Е, А, А“) изоморфна вполне простой 
полугруппе 5 (%%Е, Г, ЛА, [е»]:]) (см. 1.3). 


: 7 веденном ниже доказательстве 
* Для Р-пространств конечного ранга см. ("). В ЕЕ . к Г аз Ь 
по существу использован метод Веддербёрна так же, как и в работе (°). 
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Доказательство. Обозначим через 1 какой-нибудь индекс из А. 
Если а, — любой эндоморфизм Ав Аа, то для произвольного х 6 А имеем 


ха = } (х)е.. 


Из (3) следует, что ] является линейной формой над А и 
ха! = [хЛе.. (5) 


Пусть х, ^ — произвольные индексы из Л, а„х —такой эндоморфизм 

из (Р, А, А”), что 
`е,а,х =е), а» =0 при и =», 
а— произвольный эндоморфизм А в А». Тогда аа» является эндомор- 
физмом Ав А; и, в силу (5), найдется форма Ее А” такая, что для лю- 
бого ХЕА 
хаа»: = [хЛе:. 
В силу того, что ааа» =аи в силу определения а», для любого х6 А 
имеем: 
ха = [х/] е». 


эндоморфизм а (Е, А, *), что для любой точки хе А 

ха = [х/;] ме». (6) 

Эндоморфизму а, определенному в (6), взаимно однозначно соответ- 
ствует тройка аф = (а, Й\). Обозначим 

К = Па. = 
аЕЕ 4ЕГА ЛЕЛА 

Каждой тройке (я, ^) ЕК, по формуле (6), соответствует один и только 
один эндоморфизм а = (а, Й)ф!. Если 6% = (В, /^) ЕК, то из (6) для 
любой точки хЕА следует: 


х (46) = (ха) 6 = ([х/}] мех) В = [х/] чех, /;] Ве» = [х/ ® [е›/;] Ве» 


Обратно, каждой форме } = 4% 6 А” однозначно соответствует такой 
И | 


(а6) ф = (а [е/ ЛВ, 44). 
Таким образом, 


(а, 1%) (В, 7) = (®[е/ ЛВ, №, К = (Е, ТА, ЛА, [©]. | 


(см. 1.3), что и доказывает теорему. 

2.2.1. Всюду в дальнейшем для любого подмножества Ме (%Е, | 
Та, АА, [е»/:]) будем обозначать через М’ прообраз множества М при’ 
изоморфизме ф полугруппы (Ё, А, 4*) на 5 (5%Е, ГА, Лд[е„}]), м 
ном в конце п. 2.2. В частности, элемент а = (х, )ф* в формуле (6) | 
будем обозначать через а = (я, Й)’. | 

2.3. Подпространство В" < А* (см. 1.7) назовем Ниобпрбсть рано 
если для любой ненулевой точки хе А найдется такая форма 16 В*, что | 
[х, Л=1. 

ЛЕММА. Если В" — {-подпространство пространства А“, то для дю- 
бых линейно независимых х1, х.,..., х®@ А найдется такая форма } © В", | 
что [51] =. [5] =... = [рой = 0. 
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Доказательство. При п=1 лемма тривиальна. Будем считать 
ее доказанной для п—1, и пусть х,, х,,..., х„ — любые линейно неза- 
висимые элементы из А (п<г(А)). По предположению, существует та- 
кая форма 1 ЕВ", что 

< а ы [%и—1]1] = 0. (7) 


Пусть [х,)Й1 |=. Если «=0, то достаточно принять / =). Будем 
считать, что &-= 0. По предположению, найдется такая форма 7. ЕВ", 
что 


Е (8) 
Обозначим / =], — Ля, где 1 = [х„/5]. Из (7) и (8) следует: 
[х57] = имо = „ай == () 


и, кроме того, 
[1] = [х/>] — [1/1] & == (15 №) ® 1“ =4, [х„/| =. 


_ 2.31. ЛЕММА. Пространство А* тогда и только тогда не содержит 
собственных 1-подпространств, когда ранг А конечен. 

Доказательство. Пусть {е,} ем — какой-либо базис пространства А, 
В" — подпространство 4” с базисом {],} ем, где [е,/,] =1 и [е,/,] =0 при 
= у. В* является {-подпространством А”, причем 


В”) =г(А). 


В* = А* тогда и только тогда, когда г(А) конечен, так как только 
в этом случае г (*) =г(А) [см. (5)]. Если г(А) конечен и С“ — произ- 
вольное {-подпространство 4А*, то, по лемме 2.3, В*С С” и, значит, 
"= А: 

2.4. Пусть Г — произвольное непустое подмножество Гл (см. 2.1, 2.2). 
Из 1.3, 2.2, 2.2.1 следует, что ненулевыми правыми идеалами полу- 
группы (Р, А, А*) являются полугруппы В (Г) =5 (5% Е, Г, ЛА, [е/;]) и 
только они. Обозначим через /ЁР множество всех форм вида + ®, где 
61, а СР, через А" (Г) — подпространство пространства А”, порожденное 
всеми формами из /Р. 

ЛЕММА. Пусть В (Г) — правый идеал полугруппы (Е, А, А). Сле- 
дующие предложения эквивалентны: 1) В(Г) вполне прост, 2) В(1) 
транзитивен, 3) А*(Г) является 1-подпространством А“. 

Доказательство. Пусть А(Г) вполне прост, х = ве,, у = Ве. — 
любые точки из А, х-Е 0. В силу п. 1.3, найдется такой индекс ТЕГ, 
что ри -Е 0. Тогда 


= (риа, В)’ЕК(1. 


Из (6) следует, что ха =у, В(Г) транзитивен, и из 1) вытекает 2). 
Пусть теперь В (Г) транзитивен, х = хе» — любая точка из А. Тогда 
найдется такой элемент а6 В (Г), что ха=е»:. Из (6) и 2.2.1 следует, 


что 
а= (41, )’, ха=[х, ре =е и [х, д =1, 
тде {6Г. Таким образом, А”(Г) является Гподпространством А*: . из 


2) вытекает 3). 
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Наконец, пусть А” (Г) —1-подпространство А”, Х — любой индекс из Л. 
Если бы [е/:] =0 для всех 6Г[, то [е›/] =0 для всех 16 А*(Г). Следо- 
вательно, существует индекс (61, для которого [е›}#] = 0, и, в силу 2.2 
и 1.3, из 3) следует 1). 

ТЕОРЕМА. Всякая транзитивная подполугруппа 5С (ЕЁ, А, А") 9в- 
ляется правым идеалом полугруппы (Е, А, А°). 

Доказательство. Пусть (1, 2)’ — любой ненулевой элемент из 5. 
Для любых «ЕР, ХЕЛ найдется элемент $65 такой, что 

(без 5 402: 
Тогда (1, №)’; = (х, ’ЕФ (см. 2.2, 2.2.1) и ВС (см. 1.3). Таким 
образом, © является объединением некоторого множества идеалов А», 
т. е. правым идеалом (РК, А, 44°). 

2.5. ЛЕММА. Р.(Е; А) =3(Е, А, А) цем. 1.5, 1.3). 

Доказательство. Пусть с— любой эндоморфизм из Рь(Ё, 4), 
Ь, = я, е», (" =1,2,..., п) — базис пространства Ас. Для любого элемен- 
та хЕА имеем: 


Хе У о„В,. (9) 
Т=1 


Из (9) при г=1,2,..., п следует 
хсал,^, — В». 


(см. 2.2). Вместе с (9) это дает: 


у 


хе = к ха, 
т 


п 
т 
== — са. 
Т=1 
Отсюда и из того, что са (Е, А, 4“), выводим: 
АХ 


сеУ(Р, А, 42°). 


2.6. ЛЕММА. Пусть [С Га, 1Ё = А*(Г). Каждый ненулевой элемент 
кольца ФЕ (Г) можно представить в виде 
т 
З : 2 : 
== р т), Г, ва (10) 
Г=1 
где все е„,(г=1,2,..., п) линейно независимы. 
Доказательство. Каждый ненулевой элемент СсЕЗФА (Г) имеет, 
в силу 1.5, вид (10), где точки е„, могут быть, вообще говоря, линейно 
зависимыми. Если найдется такой индекс г, что 


ех., == Вх е„,, 
т<К 
то для любого хЕА, в силу 2.2.1 и (6), 


а [5/9] е„„ = ра [х, Ва] ех; =Х У (а, Ви, иж)", 


Е<г к<г 
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. 3 : 
(@, т, %х). == > (%. Вх, ь хх)’. 
К<г 
Повторяя это преобразование нужное число раз, мы снова придем к вы- 
ражению для с типа (10), но различные точки е„, будут в нем уже ли- 
нейно независимыми. Если при этом окажется, что х, =х; при г -Е А, то. 


х { (0, р) —- (0%, ик)’ } — [х, 1.9, = Пк] е,.. (х [5 А). 
Так как (РГ — подпространство А“, то найдется такой индекс 1 Е Г, что. 


Дубы, вбк = 9 


и 
(и;, ах," Е (бой)? = (а, 1%)’ 6 (1). 


Используя эту замену необходимое число раз, получим для с выра- 
жение типа (10), где все е„„ линейно независимы (в частности, различны) 
вх. 0. 

2.7. В дальнейшем особую роль будут играть те правые идеалы Л (/) 
полугруппы (РЁ, А, 4*), для которых /Ё = А*(Г), причем А! = 4" (1) яв- 
ляется {-подпространством пространства .4“. Мы будем обозначать их 
через (Р, А, и Из 2.3.1 следует, что: (ЕЁ, А, А*) является единствен- 
ной полугруппой типа (Ё, А, А*) в том, и только в том случае, когда 
ранг А конечен. 

Из 1.5 следует, что всякое подмножество $В(1) является правым 
идеалом кольца Р.(Ё, 4). 

ЛЕММА. Бсякий ненулевой правый идеал кольца $(Ё, А, А!) имеет 
вид ФВ (Г), где 1ЁР = А*(ГСА1. 

Доказательство. Пусть С — любой ненулевой правый идеал 
кольца $(К, А, А!), с — произвольный ненулевой элемент из С. Пред- 
ставим с в виде (10), где все е,, линейно независимы, я, = 0. Суще- 
ствует форма +6 А! такая, что 


[е„„ 7 = 1» ==0, [е»,/] = при $ = г. 
Если а, =(1. 1, 1х,), то 


са, 0, са, = (0, цх) Е СП(Е,А, А). 


СП(Е, А, ие) является ненулевым правым идеалом полугруппы (Ё, А, А!) 
и, в силу 1.3, 2.4, имеет вид Л (Г), где [ЕС А! (см. 2.4). 
Обозначим через /, множество всех индексов Ё6Гд, для которых 
ВЕА"(Г. Из ГС Г, следует: 
ВЕ В(1,) 
$“ (ПСА (1,). 


Пусть # — любой индекс из /1. Тогда 
7 
т 
Й == > Те 
т==1 р 


где »Е/, 1. СК. Для произвольной точки хеЕА и любого элемента 
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(®, >)’ ЕВ (Т,) имеем: 


* 


х(а, 5%) = Гкдае, = [х, Уйдия] е = х Ух, >, 
т=1 Т= 
(а, 5)’ 6$8(0, ВС УВи) 
УВ) св (р. 


Вместе с обратным включением это дает: 
$8 (Л =$8 (Г). 

Так как са. В (Г) для любого элемента сЕС, то 
сс$в(П=$В(Г,). 


С другой стороны, В (СС, $Е() СС и С =3Б(Г,). 

2.8. ТЕОРЕМА. Правый идеал Р кольша Р,(Е, А) тогда и только 
тогда` является простым кольцом, когда Р = 3$ (Е, 4, 4} ). 

Доказательство. Из леммы п. 2.7 следует, что Р = ЗВ (ПД, при- 
чем /Ё = А! = А*(Г) — подпространство 4” Если В(П =(Р, 4, 4) и 
С — ненулевой двусторонний идеал Р, то, по лемме 27, С =% К (Г,), 
где А; = Г.Е = А*(1,) С А!. Полугруппа СП(Ё, 4, 4') =В(Г,) являет- — 
ся ненулевым двусторонним идеалом вполне простой полугруппы 
(Е, А, А') (см. лемму 2.4). Из 1.3 следует, что 


В(1) = (Е, 4, 4), С=ЗВ(.) = ЗЕ, А, = Р. 


и, следовательно, 


Не будучи нильпотентным, $(Р, 4, 4") является простым кольцом. 
Обратно, если А" не является {-подпространством, то, в силу 2.4, 
полугруппа А (1) не вполне проста и найдется такой индексе ЕЛ. что 
Раз = [©] =0 
для любого (6Г. Тогда множество 
Г. = 9 (С, 2) 
ЕТ 


является собственным двусторонним идеалом кольца Р =%К (ПЛ и Р не 
является простым. 

2.9. Обозначим через 5, =5,(Р, 4) множество всех таких зндомор- 
физмов а65 (ЕЁ, 4), что г(Аа) <», где у— некоторое (конечное или бес- 
конечное) кардинальное число. Так как 

г (А аб) <г(Аа), г(Ааб) < г(АЪ 


для произвольных а, 665 (Ё, 4), то все 5, являются двусторенними иде- 
алами полугруппы 5(Р, 4). В случае конечного у 5, не является иде | 
алом кольца Р(Р, А), так как может оказаться, что 

г (Аа) <», г(АБ)< у, г(А(а-+ 6) >». 


Нетрудно показать, что всякий ненулевой идеал полугруппы $ (Е. А 
совпадает с одним из идеалов 5,*. Если г(А) <», зо 5, =5(Е. 4) 


* Доказательство по сути содержится в книге Бэрг (5). Там, правда, это утверж- 
дение доказывается для двусторонних идеалов кольца Р(Р, 4) при условии, 
у — бесконечное кардинальное число. 
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2.10. Пусть А1 — произвольное' {-подпространство 4°. Обозначим через 
Р(Е,А,„А“) множество всех сЕР(Ё, А), для которых А1с* С А" (см. 1.10). 
Очевидно, что Р(Е, А, А!) является подкольцом кольца РР, А). 

ТЕОРЕМА. РКЕ, А, А!) является объединением всех подколец Р 
кольца Р(Е, А), содержащих (Е, А, А1) в качестве двустороннего иде- 
ала полугруппы Р. 

Доказательство. Пусть = (, Й\))’ — любой элемент из (Ея, 9, 
с — любой элемент из Р(Р, А), х— произвольная точка из А. Из (6) 
следует, что 

хей = [хс, ра] ех = [х, с*р о] ед. 
Таким образом, с тогда и только тогда содержится в Р(Ё, А, А'), ког- 
да сА6(ЁР, А, А!) при любом КЕ(Ё, А, А'). Аналогично из (6) следует, 
- что Асе(ЁР, А, А!) при любых АЕ(Ё, А, А'), СРК, 4). 

2.10.1... Из 1.5 следует, что Р(Е, А, А!) является максимальным 
подкольцом кольца Р(ЁР, 4), содержащим $ (Р, А, А') в качестве идеала. 


$ 3. Изоморфизмы колец и полугрупи линейных преобразований 


3.1. Пусть РЁ и Н— два тела, А = (Е, А), В = (Н, В), а— попули- 

нейное преобразование А на В. Отображение фа 
Рф=а ‘ра (рЕР(Р, 4)) (11) 

кольца Р(Ё, А) на Р(Н, В) является, очевидно, изоморфизмом. Гово- 
рят, что Ф. индуцируется полулинейным преобразованием а. 

Отображение (11) является также изоморфизмом всякой подполугруп- 
пы или подкольца кольца Р(ЁР, А) на некоторую подлолугруппу или 
подкольцо кольца Р(Н, В). Ниже (теоремы 3.3, 3.3.2, 3.5, 3.6, 3.7) 
мы покажем, что этими отображениями исчерпываются изоморфизмы 
ряда подполугрупп и подколец кольца Р(Ё, 4) при г(А) >22. Всюду 
в этом параграфе будем считать (не оговаривая этого особо), что г (А) > 2. 

3.2. ЛЕММА. Пусть А=(Ё, 4), В = (Н, В), г(А)>2, А! — 1-под- 
пространство А* (см. 2.3), Г — такое подмножество [в (см. 2.1), что 
для любых линейно независимых точек х1, х›@ В найдется индекс ЁЕ[, 
удовлетворяющий условию [х1}] + 0, [х›}] = 0; ф — изоморфизм ЭР на 
%Н, аи В — взаимно однозначные отображения А на Ви А, на 1Н 
такие, что при любых хЕА, Ем. 


[ха, 2] == [х, Л ф. (12) 


Тогда ф является изоморфизмом тела Е на тело Н, а — полулинейным 
преобразованием а’ пространства А на В, 1Н — Г-подпространиством 
пространства В*; № = а’ для любой формы 16 А! (см. 1.10). 


Доказательство. Пусть х1, Х»,..., Хи, — любые линейно незави- 

симые точки из А. Покажем, что точки х:4, х›а,..., х,а также линейно 
<“ * 

независимы. В самом деле, найдутся формы ]1, /»,..., ъ6.А, такие, что 


[хв/] = 1,  [хё/в] = О при 2: #. 
Тогда из (12) будет следовать, что 
[хка, «Ы =1, [ха, р =0. 
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Допустив, что 
^ (ха) НЕ ^. (х> а) = оаэ — Л» (5$ а) =— 0, 


получим при А =1,.2,..., п: 


№ = [жк а, ьы- Ув, (жа), & = [0, «=0. 


== 


‚Аналогично, если ха, ха — любые линейно независимые точки из В, 
то найдем такие формы /16, 26 е1Н, что 


[71] = [х2/2] =1, [х/] = [х2/1] = 0, 


и покажем, что х:, х› линейно независимы. В частности, ха = 0 тогда и 
только тогда, когда х = 0. 
Если х — любаязточка из А\\ 0, ^ — любое число из Ё`\\ 0, то ха и 
(\х) а являются ненулевыми линейно зависимыми точками из В и 
(Лх) а = в (ха) 


при некотором иЕН. Из (12), выбрав / Е А; так, что [х/] = [ха, /6] =1, 
получим: 


и —К [ха, 76] == [2 (ха), 0] г. (Ах) а, 6] Е. 
= а, Л = р, ИФ = 2$, ха = (ма). (13) 


В силу Оа =0, 0ф =0, формула (13) остается справедливой при ^ =0 или 
х = 0. 


Пусть теперь х, у — любые линейно независимые точки из А. Тогда 
точки ха, уа, ха -- уа линейно зависимы. Следовательно, и 


Саше =х батуте" 
линейно зависимы. Так как х,у линейно независимы, то 

(ха -|- уада * = ^х -- цу 
при некоторых ^, дЕЁ или 

ха -- уа = (^х - ву) а. 

Отсюда, пользуясь (12), получим: 
[х, Лф - [у, Лф = [ха, 76] + [уа, 16] = [ха -[ уа, 16] = 
= [(\х -- ву) а, 0] = [Ах ву, Лф = 0х, 1 - щу, Л). 
Выбрав / 6 ый так, что [х/]=1, |у/]| =0, найдем: № =1, лЛ={ и 
аналогично, и =1. Следовательно, 

(х -- у) а = ха-- уа (14) 
для любых линейно независимых х,уЕЛ. Если х=0 или у=0, то 
соотношение (14) тривиально. Если же точки х, у линейно зависимы, то 
выберем произвольную точку #6 А так, чтобы уи 2 были линейно неза- 


висимы. Тогда х и у--# линейно независимы; х-Ру и # линейно неза- 
висимы или х-- у =0. В силу (14), 


ха -- уа -- га = ха | (у *)а = {х -- (у- я} а = 
= {(% У) + 2} а = (х Уа@- па, 
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откуда следует справедливость равенства (14) для линейно зависимых 
точек х, у. 


Пусть ^, и — любые числа из Ё, х, у— любые линейно независимые 
с * 
точки из А, Ни ], — такие формы из А,, что 


[х] = [97] =1, [хр] = [УД] = 0. 
Обозначив / = /1^ -- /. и, получим: 
ВБ = 
и, в силу (12), (14), 
(А+ иф= (&Л - УЛ) $ = х+у,Лф= 
= [(х - у)а, /6] = [ха, 76] - [уа, 16] = © - в, 


т. е. ф является изоморфизмом тела К. Из (13) и (14) следует тогда, 
что а есть полулинейное преобразование а, пространства А на В. Из (4) 
и (12) для любых хае В, /ЪЕ[Н выводим: 


[ха, 76] = [ха, /а"] 


и, следовательно, /6 = /а’ для любой формы 76 А.. Так как А, — Ёпод- 
пространство А”, тои Аа =1Н также является #-подпространством. 
3.3. ТЕОРЕМА *. Пусть А = (Е, А), В=(Н, В), А, — &-подпростран- 
ство А“, 1 С [в. Полугруппы К, = (Е, А, А1) и К. =ь (5 Н, Г, Ав, [е./;]) 
(см. 2.4, 2.1, 2.2.1) изоморфны тогда и только тогда, когда существует 
такое полулинейное преобразование а пространства А на В, что Аа’ = 
= /Н (в частности, ГЫ является 1-подпространством В: пространства 
Ве К. =(Н, В, В1)). Всякий изоморфизм полугруппы К: на К. имеет вид 
(11), где ‚РЕКа, а — такое полулинейное преобразование А на В, что 
Аа = Е = В!. Фа = Фь тогда и только тогда, когда 6 = ^а (ЕР) * 
Доказательство. Достаточность условий теоремы легко прове- 
ряется непосредственно. Докажем их необходимость, используя тот же 
метод, что и в статье (7). Пусть 0, и 0, — изоморфизмы полугрупи К: и 
К», на полугруппы ©, =5 (5%, Г,, Лл [е„}:]) и 5, =5 (%Н, Гь, Ав, [е„,/’]), 
тле ЛЕ = А", ГС Тв, Г, ЖЕАл, ГЕ [хе Лв; Ф— произвольный 
изоморфизм А\на К.. Какив (7), можно считать, что изоморфизм фи: = 9; ‘+6, 
полугруппы 5, на 5, имеет вид (2), где ф— изоморфизм 5% на ЭН, 
1—7, ^->^’ — взаимно однозначные отображения Г, на Г. и Ла на Льв, 
причем 
[ел/,/+.] = [е», 7$. (15) , 
Определим взаимно однозначные отображения а и В пространств А 
ти А: на Ви [Н: Е 
(жел) а = афе», (В) =Ги-ВФ. (16) 
`В силу (15) и: (16), для отображений а, 6 выполняется соотношение (12). 
* Для пространств конечного ранга частный случай см. в работе (?). 


** х (а) = (ха; а и ^а индуцируют одно и то же проективное отображение 
.А на В [см. (5)]. 
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Пусть Х = деи, у = Ве», — любые линейно независимые точки из В. 
Тогда х’-2^’. Так как А! — 1-подпространство д. то найдется индекс 
61, такой, что 

Рив = [е„ }:] +0, р» = [е 4] =0. 
Из (2) следует, что 
Чее =ех = 0, 49 = [ех{а] = 0. 
Обозначив х 
= №", 
получим: 
[Л =1, [УЛ =0. 

Таким образом, отображения а и $ удовлетворяют условиям леммы 3.2, 


из которой следует, что’ ф— изоморфизм Ё на Н, а полулинейное 
* 
преобразование а’ и /5 = }а* для любой формы 7/6 А.. В частвости, 


е»/ = еха, Г; — а” 


для любых 16 [|, ЛЕЛА. 
Если х— любая точка из В, р любой элемент из К, р6, = (и, 2), 
то из (2), (12), (16) имеем: 


х(рф)= х(р61ф1в ) = х{(аф, #^/) 0} = [х/’ и] афех, [х, НЫ] -©ф- (е—а) = 
= [ха`*, до] ф- (еха) = {[ха*, дж] ех} а = х(а ра) =х(р Фа), 
дер Фар = Фа 
Пусть для любых хЕВ, р= (*, п), ЕК и некоторых полулинейных 
преобразований а,6 пространства А на В имеет место равенство 


х (РФа) = х(р$»), 


[ха 1, }} а] ела = [хб\1, /1 «] еб. 

Тогда при любом ХЕЛ точки ела, е»Б коллинеарны и полулинейные 
преобразования а, $ индуцируют одно и то же проективное отображение 
А на В [см. (5)]. Поэтому 6 = Ха, где КЕР. 

Из теоремы 3.3 вытекают следующие теоремы. 

3.3.1. ТЕОРЕМА. Всякий автоморфизм полугруппы (Е, А, А!) имеет 
вид (11), где а — такое полулинейное преобразование пространства А на 
себя, что Аа” = и 

3.3.2. ТЕОРЕМА *. Полугруппы (Е, А, А*) и(Н, В, В") изоморфны 
тогда и только тогда, когда изоморфны пространства А и В. Всякий 
изоморфизм (Е, А, А*) на (Н,В, В°) имеет вид (11). 

3.3.3. ТЕОРЕМА *. Всякий автоморфизм полугруппы (Е, А, А”) име- 
ет вид (11), где а— полулинейное преобразование А на себя. 

3.4. ЛЕММА **. Полугруппа (Е, А, А°) не изоморфна. никакому соб- 
ственному правому идеалу полугруппы (Н, В, В°) (см. 2.4). 


* Для пространств конечного ранга см. (7), (8). 
** Лемма тривиально проверяется и при г (А) =1. 


== == к 
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Доказательство. Пусть ф— изоморфизм полугруппы (ЁР, А, А°) 
на правый идеал А (Г) полугруппы (Н, В, В°). Из теоремы 3.3 следует, 


что ф индуцируется полулинейным преобразованием а пространства А на 
В таким, что 


А‘ = ТН: 
По определению преобразования а” (см. 1.10), 
А’а“= В", 


откуда 
ТН = В", В(Г)=(Н, В, В’). 


3.5. ТЕОРЕМА. Пусть А=(Е, А), В=(Н, В), бл и 5в — подиолу- 
группы 5 (ЕР, А) и5(Н, В), содержащие соответственно К, = (Е, А, А\) и 
К, = (Н, В, В!) в качестве двустороннего идеала. Всякий изо. морфизм Ф 
бд На 9в имеет вид (11), причем Клф=К.. 

Доказательство. Пусть С — любой ненулевой двусторонний иде- 
ал полугруппы бд, с — произвольный элемент из С `\\ 0. Тогда найдутся 
элемент а6 К, и точки х, УЕА\ 0 такие, что хс =0, уа =х. Следо- 
вательно, уас -Е 0, асе(СПК,) 0 и, так как полугруппа К, 2-проста 
(см. 2,4, 2.7), бк К,, К.С С, К, является пересечением всех не- 
нулевых идеалов полугруппы бд. Поэтому К1ф = К» для любого изомор- 
физма ф полугруппы 9лд на 9в. Из теоремы 3.3 следует, что 


К1ф = К, - Фа. 


Но тогда фа ^ф =, является изоморфизмом 5 в 5(ЁР, А), индуцирую- 
щим тождественный автоморфизм на Ку\. 
Если (%, ^)’ — любой элемент из К!1, с— любой элемент из бд, то 
(*, )’сЕК: и 
(, 2)’ с = {((а. йе} д = (ай) чи: св, = (х, ^)’сф. 
Отсюда для любой точки х@А имеем: 
х (=, #\)'с =х (=, п)’ СФ, [х, Ё %] ес = {[х, Ё 9] е»} СФ. 
Выбрав #6 А! так, чтобы [х, 2] Е 0, получим: 


(хе») с = (а е») сфл, 

откуда следует: сф, =с, $: — тождественный автоморфизм полугруппы 
бл, Ф. = Фа. 

3.5.1. Из 3.5, 3.1 следует 

ТЕОРЕМА. При условиях теоремы 3.5 всякий изоморфизм полугруппы 
5 на 5в может быть однозначно продолжен до изоморфизма полугруп- 
пы © (Е, А) на полугруппу 9(Н, В). 

В частности, взяв А = В, бд =, 9в = К», получим следующее ут- 
верждение. | 

ТЕОРЕМА. Всякий изоморфизм полугруппы (Е, А, А!) на (Е, А, А.) 
можно однозначно продолжить д0 автоморфизма полугруппы 9 (Е, А). 

3.6. Всякое полулинейное преобразование а пространства А на.В 
сохраняет ранг любого подпространства [см. (5)]. Так как (ЕР, А, А) С 
с 5, (Е, А) при любом у (см. 2.9), то из теоремы 3.5 следует 
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ТЕОРЕМА *. Полугруппы 5,(Е, А) и 5, (Н, В) (в частности, 5 (Е, А) 
и 5(Н, В)) изоморфны тогда и только тогда, когда А изоморфно В и 
= у. Всякий изоморфизм полугруппы 5, (Е, А) на 5, (Н, В) имеет вид (11). 
В частности, всякий автоморфизм 5,(Е, А) имеет вид (11). 

3.7. Всякий изоморфизм кольца Р является и изоморфизмом полу- 
группы %Р (см. 1.5). С другой стороны, из 3.5 и 3.1 следует 

ТЕОРЕМА. Пусть Р — произвольное подкольцо кольца Р(Е, А), со- 
держащее некоторую полугруппу (Е, А, А!) в качестве двустороннего иде- 
ала полугруппы %\Р, ф— изоморфизм Р в кольцо Р(Н, В), при котором 
(Е, А, А.) = (Н, В, В,). Тогда. ф имеет вид (11). 

Эта теорема дает, например, возможность найти все изоморфизмы 
колец Р(Е, А), Р, (Е, А) [см. (5)], Р(Е, А, А,), $ (Р.А, А,) (см. $5,6). 


$ 4. Структура г:-простых полугрупи, содержащих минимальные 
левые идеалы 


Настоящий параграф носит вспомогательный характер. Его резуль- 
таты будут использованы в $5. 

4.1. Если 1-простая полугруппа не является полупростой (см. 1.2, 
1.6), то легко показать, что она изоморфна полугруппе ТУ = {0, а}, 
а? = 0 [см. (2), (6)]. В дальнейшем, говоря об 1-простой полугруппе 9, 
мы будем считать, что 5 = И, 9-0 и, следовательно, 5 является полу- 
простой. 

4.2. ЛЕММА. Пусть 9 — полупростая полугруппа (или кольцо), 
Т, — ее левый идеал. Г, тогда и только тогда является минимальным 
левым идеалом 5, когда 9с = Г. для любого элемента с Г 0. 

Доказательство. Если 9с =0, то 9 (с5) =0, (с5)? = 0 и с9 (или 
00с) было бы ненулевым нильпотентным идеалом 5. Следовательно, 9с 
является ненулевым левым идеалом 9, содержащимся в КЁ. Г, тогда и 
только тогда является минимальны т левым идеалом 5, когда 9с = /.. 

4.3. ЛЕММА. Пусть 5 — полупростая полугруппа, содержащая ми- 
нимальный левый идеал Г, або, сЕГ`\ 0. Если са=0, то и Г[а=0. 

Доказательство. Из са =0 и леммы 4.2 следует: 


Га = бса = 0. 


4.4 ЛЕММА [см. (3)]. Пусть Г — минамальный левый идеал полу- 
группы 5, с— любой элемент из 5. Тогда либо [с =0, либо [с также 
является минимальным левым идеалом полугруппы 9. 

4.5. ЛЕММА [см. (3)]. Пусть М — минимальный двусторонний идеал 
полупростой полугруппы 5. Если М содержит хотя бы один минималъ- 
ный левый идеал полугруппы 5, то всякий левый пдеал полугруппы М 
является левым идеалом полугруппы 5. 


4.6. Пусть 5 — полупростая полугруппа, содержащая минимальный. 


левый идеал Г. По лемме 4.4, полугруппа К = [5 является объедине- 
нием некоторого множества минимальных левых идеалов полугруппы ©. 


* Для пространств конечного ранга см. (7), (8). Аналогичное предложение можно 
формулировать для полугрупи 5, (Ё, А, А) (см. 6.1). 


== 
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Каждому из них взаимно однозначно сопоставим некоторый индекс Хи 
обозначим его через Г». Пусть Л — множество всех таких индексов Х^. 
Тотда [02 =0 при х= Х и 
| Кк=иЬ. (17) 
^6А 
ЛЕММА. При любых х, ЕЛ существует такой элемент а) в Г», что 
[ма> — И, 
Доказательство. Допустим сначала, что [1.,, =0. Из леммы 4.2 
следует, что [„ = 9[»„ и тогда мы имели бы: 


О Е Зо 


в частности [2 =0, и Г, был бы левым нильпотентным идеалом полу- 
группы 5. Тогда 5 содержала бы и некоторый двусторонний нильно- 
тентный идеал [см. (3)]. Аналогично, допустив, что [„[, = 0, мы имели бы 


Ао ГО. 
Следовательно, ГГ, - 0. Из леммы 4.4 вытекает, что 
У ВТ ПЕЙ 
Поэтому для любых х, ЕЛ имеем: 
ыыы) ве (РР) Ро = Г. 


4.6.1. ЛЕММА. К = [5 является 1-простым двусторонним идеалом 


полугруппы 5. 
Доказательство. По лемме 4.6, Г, = [2 с $ и К является нену- 


левым двусторонним идеалом полугруппы 5. Допустим, что А содержит 
идеал А полугруппы 9, и пусть с — произвольный элемент из А\ 0. 
Из (17) следует, что с содержится в каком-то из левых идеалов [»„. Но 
тогда А содержит и все множество Г» = 9с (см. лемму 4.2). Пс лемме 
4.6, при любом ХЕЛ имеем: 

ОС АА СКА И ЮО А. 


4.7. Пусть [= {6 р,к,...} и АЛ={х^№ц,...} — два множества ин- 
дексов; каждому индексу #61 поставим в соответствие непустое мнвоже- 
ство Л; СЛ так, что 

1) из Л, = А; следует # = 7; 

2) каждый индекс ХЕ Л содержится хотя бы в одном подмножестве А:. 

Пусть, далее, К — полугруппа с нулем 0, являющаяся объединением 
нуля и попарно не пересекающихся подмножеств Аг, (161, ЛЕЛ): 

А ОЕ 
ЕТ ^ЕЛ 
причем для любого элемента а. 6 А» 
0, если ХЕЛ,, 
Арази, = (18) 
Иа А;„, если ЕЛ, 

Нетрудно проверить, что такая полугруппа {-проста и что каждое ее 

подмножество 
Фо ОА) 
ЧЕТ 


4 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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является минимальным левым идеалом полугруппы К. Если ЛЕЛ,, то 
Аз является полугруппой с левым делением (см. 1.11). | 
4.8. ТЕОРЕМА. Всякая {-простая полугруппа 5 с нулем, содержа- 


щая минимальный левый идеал [, изоморфна некоторой полугруппе К. 


ва. 

Доказательство. Из п. 4.6 следует, что 5 = [5 имеет вид (17). 
Пусть с — какой-нибудь ненулевой элемент из Г = 1Г:. По лемме 4.2, 
5с = [.. Из леммы 4.4 следует, что элементу с однозначно соответствует 
непустое подмножество Л; С А такое, что 

[ис = [т ебли хеЕЛь Гис =0, если х6Л.. (19) 


Обозначим через [ множество всех таких индексов 1, а через Аз — 
множество всех элементов с@[., которым сопоставляется одно и то же 


подмножество А; С А. Тогда 
Га ^^. 0 = О Ан. (20) 


По лемме п. 4.6, при любом ХЕЛ существует такой элемент ах 1», 
что 
Гала» — Ре 
Допустим, что при некоторых 246 Ан, х;6 А; (1-)]) имеет место равен- 
ство 
а» = х.а». 
Если хеЛ, А; (аналогично рассуждаем в случае, котдахеЛ;, \ А; 
то, в силу (19), 
Го = Глах = (<) ах = (Г. 2} ах = 0. 
Обозначим Ана» = Ав. Тогда Ад П Ал = Я при +7; из (20) и лем- 
мы 4.3 следует: 


л\0 = (11 \0а = (9 Ан) ах = К Ар. 


Пусть х — любой индекс из А, ть = 51.ах — произвольный элемент из 
Аз. Тогда 21 Е Аз иесли х@ Л, то при любом ]ЕГ из (19) имеем: 


Ато, = Ала» с Гиза» = 0. 


Если же хЕЛ,, то существует такой элемент а, 6 Г», что А» = Ала». Тогда 
Гла» = Г», Гу» — [21а» = Глах — Г» 

и, следовательно, 

| [лат = Гл» 


По определению множества Аз», 
Аз» тр = (Ала») то = Аз (ато) = Ал. 


Тем самым доказана справедливость соотношения (18) *%. 


* По существу теорема 4.8 доказана в работе (10). Для доказательства теоремы 
5:2 достаточно более слабое утверждение: при х Е Л, множество А, „ является полу- 
группой с левым делением. Однако теорема 4.8 представляет интерес для исследо- 
вания полугрупп с минимальными левыми идеалами. С ее помощью можно, напри- 
мер, определить структуру полугрупп с минимальными левыми идеалами, не 
обладающих нетривиальными гомоморфизмами (другим способом это сделано в 
работе ()), или вполне простых полугрупп (см. 1.3). 


Я 


ПОЛУГРУППЫ И КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ 859 


4.9. Пусть А — произвольное подмножество полугруппы 5 с нулем 0. 
Обозначим через (А), множество всех таких 565, что ХА = 0, через 
(А), — множество всех таких 165, что Ах =0. 

ЛЕММА. Пусть Г, — левый идеал полугруппы 5. Тогда (Г). является 
двусторонним идеалом 5. 

Действительно, 


(Г = 50=0,  (Губре(Рри, = 0, 


$ 5. Кольца с минимальными левыми идеалами 


5.1 ЛЕММА. Полупростое кольцо Р тогда и только тогда содержит 
минимальный левый идеал, когда полугруппа %%Р содержит минимальный 
левый идеал. Минимальные левые идеалы полугруппы УР и только они 
являются минимальными левыми идеалами кольца Р. 

Доказательство. Полугруппа %Р полупроста: если бы УР со- 
держала ненулевой нильпотентвый идеал М№, то $М было бы, по 1.5, не- 
нулегым нильпотентвым идеалом кольца Р. Если Г, — минимальный 
левый идеал кольца Р (полугруппы %Р), то, по лемме 4.2, Г, является 
минимальным легым идеалом полугруппы ХР (кольца Р). 

5.2. ТЕОРЕМА. Пусть Г, — минимальный левый идеал полупростого 
кольца Р. Тогда К = ГР является вполне простым идеалом полугруппы %Р; 

К = 010" (@;о). (21) 
ЕТ ЕЛ 
Каждое из множеств (С, \) является подкольцом кольца Р. 

Доказательство. Из леммы 5.1 следует, что Г, является мини- 
мальным левым идеалом полугруппы ХР. По лемме 4.6.1, К является 
:-простым двусторонним идеалом полугруппы УР и, по теореме 4.8, К 
имеет структуру, описанную в п. 4.7. Пусть Х — любой индекс из Л; 

тогда найдется такой индекс #61, что ХЕЛь следовательно, множество 
А; является полугруппой с левым делением (см. 1.11). 

Если бы множество Аг не было группой, то вашлись бы такие элемен- 

ты а, Р, л, 26 Ар, 2. Ех», что гла = ха =6, и мы имели бы: 


1 — 12 = 0, (21 — 2) а =0. 
Из А)СГ,, в силу леммы 5.1, следует, что 1: — 12 6 Гл. Так как 
2—1, =0, то, по лемме 4.2, 
Р (1, — т). — Тб 


‘Значит, 
Гра —= Р (1, —1>)а — 0. 


В то же время 
0 = Ар = Ара С лв. 

Таким образом, А; — группа. Из п. 1.3 следует, что полугруппа К 

вполне проста, т. е. имеет вид (24). Для любых ТЕТ, ЛЕЛ 
(С, п) =В ПГ, (22) 
‘`дег В; и Г»- соответственно микимальвые правый злевый идеалы полу- 
группы К и, всилу 4.5, — полугруппы %Р. Из 5.1 и (22) следует 
4® 
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(аа 1.5): 


(С, п) 9, = 15; 
аналогично, 
фам, 
ще 


$ (С, СА, ПЕР — (С, п). 


5.2.1. Из теоремы 5.2 и п.п. 4.5, 5.1 следует, что для полупростого 
кольца Р эквивалентны следующие условия: 

1) Р содержит минимальный левый идеал; 

2) Р содержит минимальный правый идеал; 

3) УР содержит вполне простой двусторонний идеал. 

5.3. ТЕОРЕМА. Пусть Р— полупростое кольцо, содержащее мини- 
мальный правый идеал А, К =РА. Если (А), =0 (см. 4.9), то А явля- 
ется Р-пространством над некоторым телом Е и существует изомор- 
физм. 6 кольца Р в некоторое кольцо Р\Е, А, А*) (см. 2.10), при котором 


К® = (Е, А, А!), (@9К)0=9У(Е, А, А). 


Доказательство. Из 5.2, 5.2.1 следует, что К является вполне 
простым двусторонним идеалом полугруппы %УР и имеет вид (21). Если 
А= А, (см. 1.3), то существует такой индекс хЕЛ, что р - 0. Вслед- 
ствие 1.3, 5.2, Е = (С, >) является телом. А — аддитивная группа и, в 
силу 1.3, РГА = А; таким образом, А является Р-пространством. 

Так как А — правый идеал Р, то ха А для любых тЕА, аЕР. При 
этом очевидно, что для любых х,УуЕА, а, БЕР, «ЕЕ 


(2+ уа=за-уа, (хлт)а=а(та), (23) 
х (а-- 5) =ха-- 26, (ха)б = х (аб). (24) 


Каждому элементу аЕР, в силу (23), соответствует такой эндомор- 
физм а9ЕР(Р, А), что х (а0) = ха для любого х6ЕА. Если бы существо- 
вали различные элементы а, ЕР, для которых а0 = 69, то, по опреде- 
лению 0, при а—6 +0 мы имели бы: 


А@—5=0, (4), +0, 


что противоречит условию теоремы. Следовательно, отображение @ коль- 


ца Рв Р(К, А) взаимно однозначно. Из (24) следует, что оно является 
изоморфизмом. 


Если (а, /\) — любой элемент из К, то 
А {(@, 20} = А(а, Л) = (С, А) = Р(а, п) 


является одномерным подпространством Аи К@С (Р, А, А*) (см. 2.1). 
Если х = (х, 1) + 0, у = (В, 14) — любые элементы из А, то найдется та- 
кой индекс ] ЕР, что р»; = 0. Пусть 


а = (рр 918, 11); 


тогда а6 К, х(а9) = ха =уи КФ является транзитивной подполугруп- 
пой (Р, А, А"). Из теоремы 2.4 следует, что КФ является правым иде-. 
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алом полугруппы (РЁ, А, А*). Тогда кольцо 
($К)8 =$(К6), 


в силу п.п. 1.5,`4.5, является правым идеалом кольца Р.(ЁР, А) и по 
леммам 2.7, 2.4 


(ФК) 0 = $(Р; 4, Ау), 1 
где А! —-подпространство А*. Имеем: 
К0с (К) 0 П (Е, А, А*) = (Р, А, А!), 
и КО является ненулевым двусторонним идеалом полугруппы 
3 (ФК) 0 = 3$ (Е, А, Ау), 


а следовательно, и полугруппы (Р, А, и Так как полугруппа (Ё, А, А!) 
вполне проста, то 


Ко = (Р.А, А). 


Из п. 2.10 следует, что РВСР(Р, А, А\). 
5.4. ТЕОРЕМА. Пусть К — вполне простой идеал полугруппы ЭР, со- 
держащийся во всяком ненулевом двустороннем идеале кольца Р. Сущест- 


вует изоморфизм 0 кольца Р в некоторое кольцо Р(Е, А, А}), причем 
К0 = (Р, А, Ау), (ФК) =У(Р, А, 4). 


Доказательство. Если С — любой ненулевой идеал кольца Р, то 
КСС, К?=К, С*-0иР является полупростым кольцом. Пусть Е 
‘минимальный пракый идеал полугруппы К. Тогда, по 4.5, 5.1, А яв- 
ляется минимальным правым идеалом кольца Р, РА — двусторонним 
идеалом полугруппы %Р, содержащимся в А, А= 4?СРА, РАО, 
следовательно, РА = К. 

Допустив, что (4), =0,„’мы имели бы, в силу 49, КСА,, АК =0, 
А? = 0, тогда как 4?= А (см. 1.3). Таким образом, Р удовлетворяет 
Условию теоремы 5.3. 

5.4.1. Заметим, что для выполнения условий теоремы 5.4 достаточно, 
чтобы С П К -Е 0 для любого ненулевого идеала С кольца Р. Действитель- 
но, в этом случае С Г] К является ненулевым двусторонним идеалом полу- 
группы К и, в силу 1.3, 


СОРАеКОЧААСИС 


5.5. Обозначим через Я, класс всех простых колец, содержащих ми- 
нимальный левый идеал или минимальный правый идеал. 


ТЕОРЕМА. Для того чтобы кольцо Р было изоморфно некоторому 
кольцу $ (Е, А, А*), необходимо и достаточно, чтобы РЕЗ,. 


Доказательство. В силу 2.8, всякое кольцо ф (Е, А, А!) содер- 
' жится в классе ®. Пусть теперь Р — произвольное кольцо класса %, и 
’Ё— его мивимальный левый идеал. Из теоремы 5.2 следует, что полу- 
группа (К =ГР является [вполне простым идеалом полугруппы %Р. 
Единственвым ненулевым двусторонним идеалом кольца Р является Р. 
Из п.п. 1.5, 5.4 вытекает, что Р = А и Р изоморфно некоторому коль- 
цу $(Р, А, Ау. 
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5.5.1. Аналогично доказывается следующее утверждение: 


Если вполне простая полугруппа К с УР порождает полупростое . 


кольцо ФК, то ФК изоморфно некоторому кольцу $ (Е, А, А}. 

5.6. ТЕОРЕМА *. Кольцю Р тогда и только тогда изоморфно неко- 
торому кольцу Ро(Е, А), когда РЕ, в Р не изоморфно никакому соб- 
ственному правому идеалу простого кольца Р”. 


Доказательство. Из 5.5 следует, что Рь(ЁЕ, А) ЕЯ. Допустим, _ 


что существует изоморфизм ф кольца Р.(ЁР, А) на некоторый правый 
идеал Р” простого кольца Р’. Пусть В — минимальный правый идеал 
кольца Рь(Ё, А), 6 — любой элемент из Р’. В силу 1.3, существует идем- 
потент её В такой, что еВ = В. Тогда 


ВАф-ЬеР”, Нф-Б = (Ве) ф-6 =еф(Вф-5) < Еф 


и Аф является минимальным правым идеалом кольца Р”. 

По теореме 5.4, существует изоморфизм 0 кольца Р”’ на некоторое 
кольцо $(Н, В, В!). Значит, $8 является изоморфизмом кольца Ру (Е, А) 
на некоторый правый идеал кольца $(Н, В, В!). Из леммы 2.7 и теоре- 
мы 2.8 следует, что 

Ро(Р, 4) 98 =$(Н, В, В;), 


где В-—{-подпространство пространства В!, По теореме 5.4, 
(Е, А, А*°) 0 =(Н, В, В). 
Из леммы 3.4 следует, что В, = В” и, в силу В.С В,, имеем: 
В =В’, Р.(Е, А) 90 = Р'0=Р,(Н, В), Рь(Е, А)ф=Р". 


Обратно, пусть Р — кольцо, удовлетворяющее условиям теоремы. По 
теореме 5.5, существует изоморфизм ф кольца Р на некоторое кольцо 
$ (Р, А, 4,). Если бы А! было собственным подпространством А, то 
Ро=у (Е; А, А!) являлось бы собственным правым идеалом кольца 
Рь(Ё, А) (см, 2.8), что противоречит условиям теоремы. Следовательно, 


А! = А’, (Е, А, А) = Ро=Рь(Е, А). 


5.7, Двусторонний идеал К полугруппы 5 называется плотно вло- 
женным в 9 [см. (1), (4)], если для него выполняются условия: 

1) всякий нетривиальный ** гомоморфизм полугруппы $ индуцирует 
нетривиальный гомоморфизм полугруппы К; 

2) для всякой надполугруппы Г полугруппы $, содержащей К в ка- 
честве идеала, ‘существует нетривиальный гомоморфизм, индуцирующий 
изоморфизм наК, 

В работе (4) доказана следующая теорема. 

Пусть К — транзитивная подполугруппа 5 (РЕ, А), бк — максимальная 
подполугруппа 5(Е, А), содержащая К в качестве идеала. Для того 
чтобы некоторая подполугруппа 5 была изоморфна полугруппе 5к, не- 
обходимо и достаточно, чтобы 5 содержала плотно вложенный идеал, 
изоморфный К. 


Ры Другая характеристика кольца Ро (Е, 4) дана в статье (11). 
* Отличный от изоморфизма. 
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5.8. Обозначим через Я, класс всех таких колец Р, что 5% Р содержит 
плотно вложенный вполне простой идеал К (Р). 
ТЕОРЕМА. Для того чтобы кольцо Р было изоморфно некоторому 
кольцу Р(Е, А, А!), необходимо и достаточно, чтобы РЕ®.. 
ео Из п.п. 5.7, 2.10, 2.4, 2.7 следует, что впол- 
не простая полугруппа (Р, А ый) является плотно вложенным идеалом 
полугруппы 5Р (Р, А, УЕ Пусть теперь полугруппа %Р кольца.Р со- 
держит плотно вложенный вполне простой идеал К, С — произвольный 
идеал полугруппы %Р. Если бы С ПП] К =0, то отображение ф полугруп- 
пы %Р на разностную фактор-полугруппу Риса 5%%Р — С [см. (1), (?)] было 
бы нетривиальным гомоморфизмом полугруппы %Р, индуцирующим изо- 
морфизм на К, что противоречит условию 1) п. 5.7. Если же С П К-О 
для любого ненулевого идеала С полугруппы УР, то из 5.4.1 и теоремы 
5.4 следует существование изоморфизма ф кольца Р в некоторое кольцо 
 Р(Р,А 4), причем 
Ко= (Е, А, А). 


Так как Аф является плотно вложенным. идеалом в (а Р) и в 
 Р(Р, А, А\), то, по теореме п. 5.7, существует изоморфизм @ полугруппы 
`(%%Р)ф на полугруппу %Р(Е, А, А'). Е(А, А!) является единственным ми- 

нимальным двусторонним идеалом полугрупп (5%Р)ф и Р (Е ‚А, Ат), поэтому 


(Е. А, 41) 8 = (Е, А, А), 


По теореме 3.5, изоморфизм @ индуцируется некоторым полулиней- 
‚ным преобразованием а пространства А на ‘себя и, следовательно, явля- 
‚ется изоморфиз» ом кольца Рф на кольцо Р(ЁР,А, А!). $0 является, таким 

образом, изоморфизмом кольца Р на кольцо Р(Ё, А, А). 
5.9. Из теоремы 5.8 вытекает следующая теорема, дающая внутреннюю 
характеристику кольца Р(ЁР, А) всех эндоморфизмов пространства А. 

ТЕОРЕМА *. Кольцо Р тогда и только тогда изоморфно некоторому 
‚ кольцу Р (Е, А), когда: 1) РЕ®», 2)полугруппа К (Р) не изоморфна никако- 
‚му собственному правому идеалу полугруппы К (Р") кольца Р’ класса $», 

Доказательство. По теореме 5.8, Р(Ё, 4) 6%. Пусть ф— изо- 
‚морфизм К (Р(Е, А)) = (Р, А, А*) на некоторый правый идеал В полу- 
‘группы А (Р”) кольца Р’ класса %. По теореме 5.8, существует изоморфизм 
‘9 кольца Р’ на некоторое кольцо Р(Н, В ‚ В!); по теореме 5.4, 


К (Р')0 = (Н, В, В. 


‘Значит, (Р, А, А“) $0 является правым | идеалом полугруппы (Н, В, В*) 
(см. 1.3). Из леммы 3.4 следует: 
(Е, А, 4”) фд.= (Н.В, В°) = К(Р)0, (Е, А, А*)ф=К(Р) 
и Р(Е, А) удовлетворяет условию 2). 
Обратно, если кольцо Р удовлетворяет условиям 1), 2), то, по тео- 


реме 5.8, оно изоморфно некоторому кольпу Р(ЁЕ, А ‚ Аз). Если Ато 
то полугруппа К(Р) изоморфна собственному правому идеалу 


* Другая характеристика кольца Р (Р, А) дана в статье (А 
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(ЕР, А, А!) полугруппы К\(Р(Р,А)) = (Е,А, А"), что противоречит ус- 
ловию 2). 

5.10. Кольцо Р называется кольцом с единственным сложением 
[см. (1?)], если всякий изоморфизм полугруппы %Р на полугруппу %Р” 
является изоморфизмом кольца Р на кольцо Р”. 

ТЕОРЕМА. Пусть полугруппа УР содержит собственный вполне 
простой идеал К, входящий во всякий ее ненулевой идеал. Тогда Р 
является кольцом с единственным сложением. 

Доказательство. Пусть ф — изоморфизм полугруппы %Р.на по- 
лугруппу %Р’ некоторого кольца Р’. Тогда Кф является собственным 
вполне простым идеалом полугруппы %Р”, входящим во всякий ее ненуле- 
вой идеал. По теореме 5.4, существуют изоморфизмы 0 и 0’ колец Ри Р” 
в кольца Р(Е, А, А,) и Р.В: В!), причем 


К = (Р, А, А!), Коб’ = (Н, В, В). 
Значит, 0`190’= ф; является изоморфизмом полугруппы 


(\Р) С РЕЕ, А, А!) 
на полугруппу т 
(ФР ИСР(Н, В, В), . 
причем 
(Р, А, А1) 1 = (Н, В, В). 


Если бы г(А) =1, то Р(Р, А, А!) =(Е, А, А!), Р0=К0,Р=КиК 
не было бы собственным идеалом полугруппы %Р. Следовательно, г(А)> 
> 2 и, аналогично, г(В) >2. По теореме 3.5, $: индуцируется некото- 
рым полулинейным преобразованием а пространства А на В; значит, ф: 
является изоморфизмом кольца РО на кольцо Р’’, а ф= 0р.0—*— 
изоморфизмом кольца Р на кольцо Р”. 

5.10.1. Из теоремы 5.10 следует 

ТЕОРЕМА. При г(А)>2, все кольца Р(Е, А, А!), %(Е, А, А,) (вча- 
стности все кольца Р(ЁЕ, А) и Р. (Е, А)) являются кольцами с единст- 
венным сложением. 

5.11. Следующая теорема вместе с теоремой [5.6 (или с упомянутой 
в 5.6 характеристикой кольца Р,(Ё, А), принадлежащей Вулфсону) дает 
еще одну внутреннюю характеристику кольца Р(Р, А). 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы кольцо Рбыло изоморфно кольцу Р(Ё, А), 
необтодимо и достаточно, чтобы полугруппа УР содержала плотно 
вложенный идеал, изоморфный %\Р. (Е, А). 

Доказательство. 9%Р,(Ё, А) является, в силу 2.4, 2.7, транзи- 
тивным идеалом полугруппы %Р(Е, А) =5 (Е, А). Из теоремы п. 5.7 
следует, что условие теоремы является необходимым и достаточным 
для существования изоморфизма ф полугруппы ЭР на %Р(Е, А). Из 
теоремы 5.10.1 следует, что ф является изоморфизмом кольца Р на 
Р(Е, А). 

5.11.1. Из теорем 5.8, 5.6, 2.8 и из леммы 2.3.1. вытекают следую- 


щие две теоремы, каждая из которых дает внутреннюю характеристику. 
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кольца Р(Ё, А) в случае конечного г(А), отличную от характеристик, 
предложенных Вулфсоном (1). Доказательства этих теорем мы опустим. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы кольцо Р было изоморфно кольцу Р(Ё, А), 
где А — пространство конечного ранга, необходимо и достаточно, чтобы 
Р было простым кольцом класса %5. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы кольцо Р было изоморфно кольиу Р(Е, А), 
где А — пространство конечного ранга, необходимо и достаточно, чтобы вы- 
полнялись следующие условия: 1) РЕ%,, 2)Р не изоморфно никакому соб- 
ственному правому идеалу простого кольца Р’, 3) никакой собственный 
правый идеал кольца Р не является простым кольцом. 


$ 6. Транзитивные полугруппы и кольца эндоморфизмов 


Всюду в настоящем параграфе мы предполагаем, что г{А) > 2. 
6.1. Пусть А, —1{-подпространство А” (см. 2.3, 2.7, 2.10). Обозначим 


(Е, А, А!), =-5, (Е, А) ПР(Р, А, А!) 


(см. 2.9). Будучи пересечением идеала 5, полугруппы 5(Ё, А) с подпо- 
‚ лугруппой я 
5>\Р(Е, А, А) С5(Е, А), 


(Р, А, А!) является двусторонним идеалом полугруппы УР (Е, А, А). 
В частности, 


(Е, А, А!), = (Е, А, А!). 


Если п — конечное число, то, в силу 2.4, 2.7, (Р, А, А!)„ является пра- 
вым идеалом полугруппы %Р, (Е, А). 

ТЕОРЕМА. Пусть п — любое конечное число, не превосходящее г(А). 
Полугруппа (Е, А, А!) п-кратно транзитивна (см. 1.9). 

Доказательство. Если х;, у; = Ве», (] = Па ик 
любые точки из А и х; линейно независимы, то, в силу п. 2.3, най- 
дутся такие формы 

=, 6А: (1=1,2,...,п), 

что [х;/] =, [х/ = 0 при # +7. Обозначим 


1 


е= 21 (*;В;, 1х, 


КД 


| 


= 


(см. 2.2.1). По определению, сЕ(Ё, А, т одарит ие 
Ко аух и (Р.А, ИИ является п-кратно транзитивной полугруппой. 
6.1.1. Так как 


Ф(Р, А, 41) = Ц (В, А, А), 
П=1 


то из теоремы 6.1 следует 
ТЕОРЕМА. Кольцо ф(Р, А, А!) п-кратно транзитивно при любом 
п</(А). ` 
6.2. ЛЕММА. Всякий ненулевой двустороний идеал С транзитивной 
полугруппы 5СР(Е,А) тавже является транзитивной полугруппой. 
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Доказательство. Пусть х, у— любые элементы из А, х-Е 0. Су-. 
ществуют такие #6 А, СЕС, что 2с = 0. Так как полугруппа 5 транзи- 
тивна, то она содержит такие элементы а,б, что 

ха=7,. (225 =. 
Значит, ас ЕС, х (а65) =у и идеал С транзитивен. 

6.3. ТЕОРЕМА. Всякая дважды транзитивная полугруппа 5С 5 (ЕЁ, 4), 
имеющая непустое пересечение с Ру (Е, А), содержит двусторонний иде- 
ал, являющийся вполне простым правым идеалом полугруппы (Е, А, А°). 

Доказательство. Предположим, что с — любой ненулевой элемент 
из © ПРо(Ё, А), е,,е.,...,е„ — базис пространства Ас. Допустим, что 
п_> 1. Существует эндоморфизм а, 65 такой, что 


еа! = е:, е а: = 0. 
Обозначим са: = с, с, 69. Тогда 
т (Ас1) = 0, г(Ас,) <п—1. 


Повторяя процесс достаточное число раз, найдем элемент с^ 6% такой, 
что г(Ас,) =1 и скЕ(Ё, А, А"). Таким образом, К =9 П (РЁ, А, А`) не 
пусто. К является ненулевым двусторонним идеалом 9. Из лемм 6.2, 2.4 
и теоремы 2.4 следует, что К является вполне простым правым идеалом 
полугруппы (Ё, А, 4°). 

6.3.1. Можно показать, что при 7 (А) <3 всякая транзитивная. под- 
полугруппа 5бС (РЁ, А) либо содержится в полной линейной группе 
СГ (Е, А), либо содержит двусторонний идеал, являющийся вполне про. 
стым правым идеалом полугруппы (Ё, А, А"). При г(А) > 3 это утверж- 
дение неверно. 

6.4. ТЕОРЕМА. Всякое дважды транзитивное подкольцо РСРь(ЁЕ, А) 
совпадает с одним из колец $ (Е, А, у 

Доказательство. Пусть Р — дважды транзитивное подкольцо 
Ро (ЕЁ, А). Из теоремы 6.3 следует, что В(Г) =РП (Е, А, А*) является 
вполне простым правым идеалом полугруппы (ЕЁ, А, А"). Пространство 
А* (Г) = А, является, по лемме 2.4, {-подпространством А”. Кольцо ФВ(Г) 
{см. 1.5) является правым идеалом кольца Рь (РЁ, А). По лемме 2.7, 


Е (17) =$ (Е, А, Ау. 
Так как УД (Г)СР, то 
(Е, А, А\) С (Е, А, А") ПР=В(1) 
и, вследствие В (1) С КЁ, А, А!), имеем: 
(Е, А, А!) = В (Г) =РП (Е, А, 4А*). 


Пусть с — любой элемент из Р. По лемме п.2.6, с можно предста» 
вить в виде (10), где все е„ линейно независимы, 9, - 0. Тогда най- 
дется такая форма /:3 А", что 


[е,,/] = =0, [е,/] =0 
при $. Значит, (1, &*,)'6(Р, А, А!) и, так как (ЕР, А, А*) — идеал 
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полугруппы 5%Р, 
(%,, 1, х,)’ =с (И 8, х,)' Е (Е, 4, 7.9 
сЕФ(Р, 4, 41), РЕЗ(ЕР, А, 4"). 


“Таким образом, 
Р=$(Е, А, А!). 


6.4.1. Из п.п.6.4, 2.7 вытекает следующее утверждение: 

Если г(А) конечен, то единственным дважды транзитивным подколь- 
цом Р(Е, А) является само Р(Е, А). 

6.4.2. Из теорем 6.4, 6.1.1 следует [см. ($)]:. 

Всякое дважды транзитивное подкольцо кольца Рь(Е, А). п-кратно 
транзитивно при любом п<г(А). 

6.4.3. Из теорем 6.4, 5.5, 2.8 следует 

ТЕОРЕМА [см. (5)]. Всякое дважды транзитивное подкольцо кольца 
Р.(Е, А) является простым кольцом, содержащим минимальный левый 
2 минимальный правый идеалы. Всякое простое кольцо, содержащее ми- 
нимальный левый идеал, изоморфно некоторому дважды транзитивному 
подкольцу кольца Ру. (Е, А). 

Ниже (см. теорему 6.11) этот результат будет усилен: мы докажем, 
что всякое ‘транзитивное подкольцо кольца Р.{Р, А) (без предположения 
© двукратной транзитивности) является простым кольцом, содержащим 
минимальный левый и минимальный правый идеалы. 

6.5. Пусть Р — транзитивное подкольцо кольца Р(Ё, А) такое, что 


РПР. (Е, А) = 0, и положим п = ттл (Аа). 
‚а6Р\0 
Обозначим через К множество, состоящее из 0 и всех элементов а ЕР, 


для которых г(Аа) = п. К является двусторонним идеалом полугруппы 
`53>Р и, в силу леммы 6.2, транзитивной подполугруппой 5 (РЁ, 4). Если 
= 1, то, как и в теореме 6.4, легко показать, что 


Р=$(Е, А, А\). 
Будем в дальнейшем предполагать, что п> 2. 


ЛЕММА. Пусть а, 6 — любые элементы из К. Если из ха = 0(хЕА) 
следует хь=0 и существует такая точка ев А, что еа = еб + 0, то 


& — Ь, 
Доказательство. Пусть еа = е,, в. ь6, = какой-либо базис 
пространства Аа, е, =е, е,,..., е« —такие точки из А, что ва = е,. 


ЛДополним множество ЕЁ = {е;} до какого-либо базиса {В,} пространства 
Аа. Если 
п 
Ь, а — о ое; 
4=1 


и В,6 А, то обозначим 
—т 
е, = В, — ых од е;. 


1=1 


Множество {е,} образует, очевидно, базис пространства А, причем 
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ед =е;, если е Е, и еда =0, если е,6 Е. Тогда, по условию, е, В-= 0) 
если е6Е, еб=еа и е (4—5) =0, е,(а—6)=0 при еБЕ, 
г(А(а—5)) <п— 1; следовательно, а—6 = 0, а=6. 

6.6. ЛЕММА. Пусть а, с— любые элементы из К, ее =е для не- 
которой точки еб Аа. Тогда ас =а. 

Доказательство. Если ха =0 для хВА, то и хас =0. Пусть 
еа =е; тогда 

ег (ас) = ес = е = ела. 


Из”леммы. 6.5 следует ас = а. 

6.7. ЛЕММА. Если а, 6 — любые элементы из К и АаП АБО, то 
Аа = 46. 

Доказательство. Пусть хе А 0. х6 АаП АБ. Существует элемент 
сЕК такой, что хс =х. По лемме 6.6, ас==а, 6% =6. Из 


дас де, ‘года = ГАИ 


следует, что Аа = Аас = Ас и, аналогично, Аб = Ас. 

.6.7.1. ЛЕММА. Пусть $ — любой элемент из Р, а— любой элемент 
из. К. Если Аз Г Аа -=0; то АаС 45. = 

Доказательство. Пусть хЕА, хз Аа, у— любая точка из А. 
Тогда найдется элемент сЕК такой, что ус =х. Значит, усз@ Аа и, 
так как К — идеал ЭР, сз ЕК. Из леммы 6.7 следует, что Аа = 45 С 4$. 

6.8. ЛЕММА. Полугруппа К вполне проста. 

Доказательство. Пусть а, 6 — любые ненулевые элементы из К. 
Существуют точки е!, е. © А такие, что еб =е; + 0, еза =е, = 0. Тогда 
найдутся элементы с, ЕК, для которых ес =е,, е. 4 =е.. Значит, 


е; (Бса4) = ез = е16. 


Если хСА, хб=0, то и х([саа) = 0. По лемме 6.5, 6саа =5. Таким 
образом, для любых ненулевых элементов а, 6 Е К в К разрешимо урав- 
нение (5с) аа =6, и полугруппа К гГ-проста [см. (?)]. 

Для любой точки е@ А существует элемент с К такой, что ес =е. 


Из леммы 6.6 следует: с?=с. Допустим, что в К сущесзвует идем- 
потент / == 0 со свойством 


Если хЕА, хе =0, то 
хе) = 
Если еЕ А, е/ == 0, то 


(е/) / =е/ =е(7<) = (е/) с. 


Из ломмы 6.5 следует, что ] =с. Таким образом, {-простая полугрупна 
К содержит примитивный идемпотент с, т. е. полугруппа К вполне прос- 
та [см. (3)]. 
С ; 

6.9. ЛЕММА. РПР,(Ё, А) =9К. | 

Доказательство. Пусть $ — любой элемент из Р\О, е5, е»5,... 
..., ет; — какой-либо базис пространства 45. Как и в доказательстве 
леммы 6.5, выберем множество {е,} так, чтобы е5 =0 и чтобы оно 


вместе се,, е.,..., ем образовало базис пространства А. 
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' Существует элемент с, @ К такой, что (е15) с1 = е:5. Тогда 56 К и, по 
лемме 6.7.1, А5с, С 45. Обозначив $ — 561 =51, получим А$1 С 45; о 
того, е51 =0, е,51 =0 иг(.51) < г( 4$). аа 

Повторяя процесс, найдем последовательность элементов сеК и 
$1 = $—1—5$:—1С: ЕР со свойством 


г (45) <г(Аз— 1). 
Очевидно, что процесс конечен. Следовательно, 
$ = $61 - $162 |... - 5% — 16% 


и, так как с ЕеК, $569К, Р=9К. 

6.10. ТЕОРЕМА. Пусть Р — транзитивное подкольцо кольца Р(Е, А) 
и РПРь(Е, А) - 0. Существует изоморфизм ф кольца Р в некоторое 
кольцо Р(Н, В, В!), при котором 


{РПРь (Е, 4)} ф=У(В, В, Ву). 


Доказательство. Пусть С — любой ненулевой идеал кольца Р 
$ — произвольный элемент из С`\\ 0, х, у, 2 Е А\ 0, хз = у. Тогда найдется 
элемент СЕК такой, что 2 =х. Значит, #(с5) =у, сз (КПС)\ 0. По 
теореме 5.4 и лемме 6.8, существует изоморфизм ф кольца Р в некото- 


рое кольцо Р(В, В, В!), причем 
фК® =У(Н, В, В). 


По лемме 6.9, ФК = РПРь(Ё, А). 

6.10.1. Из теоремы 6.10 вытекает следующее утверждение: 

Всякое транзитивное подкольцо кольца Р,(Е, А) изоморфно некоторо- 
му кольцу $(Н, В, В). 

6.11. Из 6.10.1 и 2.8 следует 

ТЕОРЕМА. Всякое транзитивное подкольцо кольца Ро(Ё, А) явля- 
ется простым. 

6.12. ТЕОРЕМА. Если г(А) — простое число и Р — транзитивное 
подкольцо кольца Р(Е, А), то либо Р является телом, либо Р=Р(Е, А). 

Доказательство. Пустьп = и т (Аа). Из леммы 6.7 следует, что 

аёР\о 

А является прямой суммой своих п-мерных подпространств Аа, где 
аЕК.г(А) делится на п; следовательно, или п =г(А) (и тогда Р — тело) 
или п =1, КС (Р, А, А") и тогда, как и в доказательстве теорем 6.4, 
6.4.1, устанавливаем, что Р =Р(Ё, 4). 


Поступило 
7. ШУ. 1959 
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В. Г. БОЛТЯНСКИЙ 


ОТОБРАЖЕНИЯ КОМПАКТОВ В ЭВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА 


(Представлено академиком П. С. Александровым) 


В работе решается задача о нахождении наименьшей размерности 
эвклидова пространства, для которой К-регулярные отображения любого 
п-мерного компакта образуют всюду плотное множество во множестве 
всех отображений этого компакта в рассматриваемое эвклидово про- 
странство. Доказывается, что эта наименьшая размерность равна пк -+ 


п А. 
1. Введение 


Проблема вложения (т. е. гомеоморфного погружения) компактов в 
эвклидовы пространства, нашедшая свое решение в классических рабо- 
тах Л. С. Понтрягина, Нёбелинга и Ван-Кампена, может быть сформу- 
лирована в двух различных, а рг!ог! неэквивалентных формах: 

1) Найти такое (наименьшее) натуральное М, что любой п-мерный 
компакт Х может быть вложен в эвклидово пространство Е при 
4 Е > М. 

2) Найти такое (наименьшее) натуральное №, что при дат Е > № 
множество всех вложений любого п-мерного компакта Х в эвклидово 
пространство Е всюду плотно в множестве всех непрерывных отобра- 
жений Х Е. 

Ясно, что имеет место неравенство №’ > М, связывающее числа М и №’; 
совпадение же этих чисел отнюдь не очевидно заранее. 

Теорема вложения Понтрягина — Нёбелинга [см. (1), (?)] утверждает, 
что при 4 ЕЁ =2п {1 ситуация, указанная во второй из приведенных 
выше проблем, имеет место, и потому №’ <2п |1. Ван-Кампеном (3) 
были построены примеры п-мерных полиэдров, не допускающих вложения 
в 2п-мерное эвклидово пространство; тем самым было показано, что 
№ >2п +1. Таким образом, 


№М = № = 21-1. 


Проблему отыскания чисел № и М’ можно рассматривать также для 
К-регулярных вложгний, определэнных К. Борсуком в докладе на 3-м 
Всесоюзном математическом съезде [см. (“)]. Будем, следуя Борсуку, 
‘’ называть отображение / компакта Х в некоторое эвклидово пространство 
Ё-регулярным (К > 1), если для любых # -- 1 различных точек 2%, 21,..., Тк 
компакта Х точки } (2%), / (х,),...,/(2«) не лежат в одной (К — 1)-мерной 

лоскости, т. е. являются вершинами К-мерного симплекса. Например, 
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1-регулярные отображения представляют собой вложения компакта Х 
в рассматриваемое эвклидово пространство; 2-регулярные отображения — 
это такие вложения, для которых образы любых трех различных точек 
не лежат на одной прямой, и т. д. 

Будем теперь рассматривать проблемы 1) и 2), указанные выше, за- 
менив в них «вложения» К-регулярными отображениями. Мы покажем 
в настоящей работе, что 


№’ = ПЕ п К. 


Число же М, которым интересуется Борсук, будет при > 1 несколько 
меньше №’ (гипотеза Борсука: М =2и + КЁ). Таким образом, при > 1 
проблема А-регулярных вложений расщепляется (т. е. две указанные 
выше проблемы не эквивалентны в случае А-регулярных вложений). 

Для установления соотношения М’=иА-+п-- А доказываются два 
неравенства: 


№' ЗЕ -птп Е № >пиЕ-П-Ь, 


первое из которых может быть сформулировано в виде следующей тео- 
ремы: 

ТЕОРЕМА 1. Если Е — эвклидово пространство размерности > пЁ 
+ п- Ё, а /— произвольное отображение п-мерного компакта Х в ЕЁ, 
то при любом => 0 существует К-регулярное отображение ф: ХЕ, 
отстоящее от } менее чем на в. 

Заметим, что при А > 1, п>0 теорема 1 нетривиальна даже для 
полиэдров, ибо никакое кусочно-линейное вложение полиэдра в простран- 
ство Е" "т" неприемлемо: ведь никакие три точки не должны лежать 
на одной прямой, т. е. полиэдр должен быть весьма замысловатым об- 
разом искривлен в сколь угодно малом своем куске. | 

Теорема 1 (и ее бесконечномерный аналог — теорема 4) доказывается 
в п. 4. Для доказательства используется результат, представляющий 
собой усиление теоремы вложения Понтрягина — Нёбелинга (он был 
получен автором (5) в 1948 г. в связи с работой о размерной полно- 
ценности компактов, но не был опубликован, так как оказался излиш- 
ним для той цели). Эта теорема вложения формулируется и доказывается 
в п.2. Содержание п.3 не связано с вычислением числа М’ и включено 
в работу как иллюстрация к теореме вложения, изложенной вп. 2. Здесь 
доказывается следующая теорема Гуревича (5): 

ТЕОРЕМА 2. Если Е — эвклидово пространство размерности К < п, а 
/ — произвольное отображение п-мерного компакта Х в Е, то пра лю- 
бом в > 0 существует такое отображение в:Х-—Е, отстоящее от ] 
менее чем на в, что 


ди 2”! (2) <п— 


Оля любой точки 3 ЕЁ. 
Доказательство неравенства №’ > ик п -- К проводится в н.б. Пред- 
варительно, в п.5, вводится понятие индекса расположения трех и более 
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цепей по модулю 2. Этот индекс определяется для у ценей 21,... и 
расположенных определенным образом в пространстве ЕМ и имеющих 


сумму размерностей, равную М — у - 2. (Для двух цепей индекс располо- 
жения сводится к индексу пересечения.) 


2. Теорема вложения 


Пусть Е — эвклидово пространство. Предположим, что каждому 
(прямолинейному) симплициальному разбиению К, расположенному в Ё, 
поставлено в соответствие (без соблюдения каких бы то ни было усло- 
вий непрерывности) определенное число 5(К); тогда мы будем гопорить, 
что в Е задана симплициальная функция 5. Симплициальную функцию 5 
условимся называть почти всюду положительной, если выполнено сле- 
дующее условие: 

(*) Каковы бы ни были симплициальное ‘разбиение К и число в > 0, 
существует симплициальное разбиение К’, которое получается из К 
з-сдвигом вершин и удовлетворяет условию 5(К’) > 0. 

Можно также рассматривать симплициальные функции, заданные не 
на множестве всех симплициальных разбиений, а, например, на множе- 
стве всех симплициальных разбиений размерности / (или размерности < А) 
шт. п, 

Пусть, например, р — фиксированная прямая на плоскости Р. Каж- 
дому отрезку [, расположенному в плоскости Р, поставим в соответствие 
число 


8 (1) =|1|-с08? а, 


где |/| — длина отрезка [, а «— угол, образованный этим отрезком с 
прямой р. Далее, каждому одномерному симплициальному разбиению К, 
расположенному в Р, поставим в соответствие число 


5 (К) = шт 65 (1), 


где минимум берется по всем одномерным симнлексам разбиения К. 
Тогда 6 есть симплициальная функция, заданная на множестве одно- 
мерных разбиений; легко видеть, что функция 5 почти всюду положи- 
тельна. 

Докажем следующее предложение, являющееся усилением теоремы 
вложения Понтрягина — Нёбелинга. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Е — эвклидово пространство размерности 
>2п-+1, на множестве всех не более чем п-мерных симплициальных 
разбиений которого задана почти всюду положительная функция 5. Пусть, 
далее, Х — некоторый п-мерный компакт, }:Х > Е — непрерывное отоб- 
ражение, а =— произвольное положительное число. Тогда существуют 
такое отображение ф: Х > Е и такая последовательность {К.} симпли- 
циальных разбиений, расположенных в Е, что выполняются условия: 

(1) отображение ф: Х—> Е гомеоморфно; 

(2) р(/, $) <=; 

(3) полиэдры |Ка| сходятся к компакту Ф(Х); 

(4) все числа 5 (Ко) (а =1,2,...) положительны; 


5 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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(5) все полиэдры | Ка+1|, | Ка+2|,... И компакт $(Х) расположены в 
5 (Ка)-окрестности полиздра | К«| (& =1,2,...); 

(6) степени мелкости симплициальных разбиений Ка стремятся в 
нулю при &а— с. 

Доказательство. Будем называть открытые звезды О(а) и О(5) 
вершин а и $ некоторого симплициального разбиения К разделенными, 
если замыкания этих звезд не пересекаются. Минимум расстояний между 
разделенными открытыми звездами симплициального разбиения К будем 
обозначать через с (К). 

Для доказательства теоремы 3 построим следующие элементы: 

1) последовательность покрытий Вл, В.,... компакта Х; 

2) последовательность и-мерных симплициальных разбиений К\, К.,..., 
расположенных в Е; 

3) последовательность отображений фи = }, 91, $›,... компакта Х в В; 


5 
4) последовательность положительных чисел 4, = >, ОН СЕЛЕ 


Построение будем проводить индуктивно, причем так, чтобы были 
выполнены следующие условия: 


(а) 4. < ее 


(6) 4. <+<(Ка); 
(в) 4. <8(Ко); 


(г) р (фа, Фа—1) < 4—1; 
(д) степени мелкости покрытий Ва стремятся к нулю при “-— с; 


(е) степени мелкости симплициальных разбиений К, стремятся к. 


нулю при “о; 
(ж) симплициальное разбиение Ка является нервом покрытия Ва; 
(3) если М — элемент покрытия Ва, т — соответствующая ему вер- 
шина нерва К„, а О (т)—открытая звезда этой вершины, то $. (М)сО (т); 
(и) |К«| СИ (|Кв|, 4в) при х> В. | 
Предполагая построение элементов В., Ка, Фа, д» проведенным, мы 
легко докажем теорему 3. Действительно, из условий (а) и (г) следует, 
что 


4 
—1’ 


р (фа, Фа —1) < са 


так что последовательность {ф«} непрерывных отображений равномерно 
сходится. Обозначим предел этой последовательности через х: 


ф = Им ‘фа. 


& — © 
Докажем справедлизость условий (1) — (6), указанных в формулировке 
теоремы 3. 


Условие (1), Достаточно доказать, что отображение ф взаимно одно- 
значно. Пусть 2 и у— две различные точки компакта Х, г — расстояние 
между ними, а & — настолько большое натуральное число, что степень 


1 
мелкости покрытия Ва меньше --т [см. условие (д)]. Пусть, далее, М и 


У — такие элементы покрытия Ва, что ЕМ, УЕМ, а т и п— соответ- 
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ствующие элементам М и № вершины симплициального разбиения К» 
_[см. условие (ж)]. Тогда звезды О (т) и О (п) разделены. (Предположим 
° противное; тогда в К, существует такая. вершина р, что отрезки тр 
° и пр являются одномерными симплексами разбиения К., т. е. в В» су- 
’Ществует такое множество Р, что М ПР-О, МПР-0; выбрав про- 

извольно точки и М ПР, эЕМ ПР, мы получаем противоречивое со- 
| отношение г =р(х, у) <р(х, и) + р(и, 5)  р(, у<5 +=+3.) Из раз- 

деленности звезд О (т) и О(п) вытекает, что 


р (Фа (2), Фо (у)) > (О (т), О(п)) > з(К.) > 444 


[см. условия (з) и (6)]. Далее, из условий (а) и (г) получаем: 


© (Фа, Ф) <Зр (Фа, Фа+ 1) те Е ге о Ча + 444. -+ .. 
< а - - и + — ре: п == 2. 
'Гаким образом, 
р(ф(2), Ф(у)) > р (фл (2), фа (у) — р (фи (2), $ (2)) — в (фа (у), $ (у)) > 
> 44а. — 24а, — 24%, 


т. е. р(ф(т), Ф(у)) > 0, и потому $(2) Е ф(у). 
Условие (2). Из условий (а) и (г) находим (учитывая соотношения 


Ф =, %=-)): | 
(7, $) = (Фо, Ф) < р ($, От НН фз)... < 
И Арт ЕВЕ: М ыы =. 


Условие (3). Пусть Е — произвольное положительное число. Выбе- 
рем такое натуральное число А, что при & > 


р (фа, Ф) < 
ий, кроме того, диаметры всех открытых звезд симплициального разби» 
‚ения Ка меньше  [см. условие (е)]. Из условия (3) вытекает, что 
фа (Х) < |Ка|, 


‘так что имеет место включение: 
Ф(Х) 0 (|Ка|, 9 при «> #. 
Далее, в каждой открытой звезде симплициального разбиения Ко име- 
‘ются точки множества фа (Х) [см. о (ж)и (з)], и потому при «> 
‚имеем 
ва сО ($ (Х), < 0(+(Х), 2). 
Из доказанных включений следует, что 
Вю | Ка | =Ф(Х). 
а—со 


Условие (4). Так как все числа 4а положительны, то из условия 
(в) вытекает, что 6 (Ка) > 0. р. и. 
Условие (5). Из убловия (и) следует, что полиэдры | Каша |, | Кафа 
5* 
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а потому и их предел Ф(Х), расположены в 0 (|Кз|, аа), т. е. и подав- 
но в 0 (| К.|, 5(Ка)) [см. условие (в)]. 

Условие (6) совпадает с условием (е). 

Итак, из выполнимости условий (а) — (и) вытекает справедливость 
теоремы 3. Остается показать, что эти условия осуществимы. 

Допустим, что для некоторого #> 0 все элементы Ва, Ка, фа, а, ине 
дексы х которых меньше 1, уже построены и удовлетворяют условиям 
(а) — (и) (для {= 1 это выполнено, ибо элементы с индексом нуль нам 


5 
известны: фу =], 4 = >) . Построим элементы В№, К;, $Ф;, 4;. Для этого 


1 
выберем положительное число 6 так, чтобы оно было меньше, чем 9 1 
и чтобы были выполнены включения [см. (и)]: 
Ва 85) Кое) Вы 


В силу равномерной непрерывности огображения $Ф;_:, существует 
такое положительное число \, что при р(х, у)) < 1 (2, УЕХ) имеет мес- 
то неравенство 


р (1—1 (2), Фа (9)) < 6. 


Пусть В; — какое-либо \-покрытие компакта Х, имеющее кратность 
п.-- 1. В каждом элементе М покрытия В выберем произвольную точку ам. 
При помощи С-сдвига приведем систему точек {Ф;_.(ам)} в общее 
положение в пространстве ЕЁ и полученные точки будем обозначать 
через {6м} (таким образом, для любого элемента М покрытия В; имеем: 
о (Ф:—1 (ам), 6м) <). Тогда точки {6 м} можно принять за вершины нерва 
покрытия в (ибо этот нерв является и-мерным симплициальным разби- 
ением, а пространство Ё имеет размерность > 2и + 1). Наконец, при 
помощи С-сдвига вершин приведем этот нерв в такое положение А;, что 
5(К;) >0 [см. условие (*)]. Вершины нерва А; будем обозначать через 
{тм}, так что для любого элемента М покрытия В; мы имеем: 


р (ф:—1 (ам), тм) < 4. 

Пусть В; — открытое покрытие компакта Х, которое имеет ту же схе- 
му пересечений, что и покрытие В+, и в которое покрытие В; вписано. 
Тогда можно определить барицент рическое отображение [см. (?), стр. 208] 
ф: компакта Х в полиэдр | К} |. 

Итак, элементы В;, А;, ф; построены. Прежде чем определить число 4;, 
мы покажем, что условия (г), (ж), (3), (и) выполнены при & = (для 
меньших значений % они выполнены по предположению индукции). 

Условие (ж) выполняется в силу проведенного построения. 

Условие (3) выполняется в силу свойств барицентрического отоб- 
ражения. 

Условие (и). Покажем прежде всего, что степень мелкости симпли- 
циального разбиения КА; не превосходит 65. Пусть М и № — такие эле- 
менты покрытия В;, что отрезок тмтм является одномерным симплек- 


сом разбиения К;; тогда множество М Г] М непусто. Выберем произволь- 
ную точку СЕМ ПИ; тогда 


р (ам, От: р(ам, с) < 1, 
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и потому 


р (фё-1 (ам), фра (с)) < 5, р(фь 1 (ам), фра (с)) 6. 


Следовательно, 
р (+1 (ам), фа (ам)) < 26. 
Так как, кроме того (согласно построению), 


р(ф:—1 (ам), ты) < 26, р(фь (ам), тм) < 26, 
то 


о (тм, тм) < 66. 


Таким образом, длина каждого ребра (одномерного симплекса) разбие- 
ния А; меньше 66. 
Так как все вершины разбиения К; находятся от полиэдра | К; | 


на расстоянии, меньшем чем 26 (ибо р(Ф. „(ам), т») <20, а степень 
мелкости разбиения А; меньше 66, то 


[Кс О (А |, 80, 


и, в силу определения числа @, условие (и) выполнено для “=. 
| Условие (г). Пусть х- произвольная точка компакта Х, а М — 
содержащий ее элемент покрытия В. Тогда 


р(<, ам) < 1 
и потому 


р (Ф-1(2), Фр 1 (ам)) < 6. 


Отсюда мы заключаем, что 
6 (Ф;1(2), тм) < 36. 


Так как, в силу уже доказанного условия (з), $ (2) Е О(тм) и так как 
степень. мелкости разбиения А; меньше 66, то 


р (ф: (2), тм) < 65. 
Таким образом, 


р ($: (1), фу (2)) < 96 <ан 


(в силу определения числа ©). 
Перейдем теперь к определению числа 4; и к проверке оставшихся усе 
ловий. 

Условия (а), (б), (в). Выберем положительное число 4; таким об- 
° разом, чтобы выполнялись условия (а), (6), (в) для & = 1 (заметим, что 
‚8(К:)>0). 

Условие (е). Мы видели, что степень мелкости разбиения А; мень- 
ше 65, т. е. и подавно меньше чем 4; в Поэтому справедливость усло- 
вия (е) вытекает из условия (а). 

Условие (д). На покрытие В« налагалось каждый раз единотвен- 
ное ‘условие: его степень мелкости должна была быть меньше не- 
‘которого (определяемого из построения) числа 7. Поэтому ничто не ме- 
` шает нам потребовать дополнительно, чтобы степень мелкости покрытия 1% 
|была по крайней мере вдвое меньше степени мелкости покрытия Ва. 
При таком выборе покрытий В условие (д), очевидно, будет выполнено. 

Итак, теорема 3 полностью доказана. 
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Замечание 1. Из доказательства теоремы 3 видно, что заранее мож- 
но не требовать задания некоторой‘ почти всюду положительной симп» 
лициальной функции. Достаточно, чтобы после построения нерва 
покрытия В; (в доказательстве этот нерв натягивался на точки {6 м}) мож- 
но было (при сколь угодно малом 6) б-сдвигом вершин перевести этот 
нерв в такое симплициальное разбиение К;, для которого по определен- 
ному правилу находится положительное число 65(К;). Иначе 
говоря, можно не предполагать числа 6(К) заранее определенными 
для всех симплициальных разбиений, а считать, что положительные 
числа 5(К!), 5(К›),...,5(К+:),... определяются (с помощью некоторого 
индуктивного правила) постепенно, по мере построения симплициальных 
разбиений К!, Ко,...,К+,....- 

Замечание 2. Если Е — гильбертово пространство (или какое-ли- 
бо другое бесконечномерное банахово пространство), Х — произвольный 
компакт (не предполагаемый, вообще говоря, конечномерным), а 6— 
почти всюду положительная симплициальная функция, заданная на мно- 
жестве всех расположенных в Ё симплициальных разбиений (любой раз- 
мерности), то теорема 3 остается справедливой. Доказательство также 
не меняется (только покрытия В уже не предполагаются имеющими 
кратность п - 1). 


3. Отображения 7-мерного компакта в эвклидовы 
пространства размерности < 7% 


ЛЕММА 1. Пусть Е— эвклидово пространство, Е — его & -мерное 
подп рост ранство, а К — некоторое п-мерное симплициальное разбиение, 
расположенное в Е. Тогда сколь угодно малым сдвигом вершин можно 
перевести симплициальное разбиение К в. такое симплициальное разби- 
ение К’, что прообраз каждой точки ЕЕ при ортогональном проекти- 
ровании р:|К’|-—>Е является полиэдром размерности <п— К. 

Утверждение леммы эквивалентно тому, что несущая плоскость каж- 
дого симплекса разбиения К’ пересекается с ортогональным дополнением 
Н подпространства Р по подпространству размерности < п — №. Так как 


д1т К’ -- 4 Н = аа Е + (п — ^) 


(ибо Чи Н = 4 Е —^), то это требование будет выполнено, если несу- 
щая плоскость каждого симплекса разбиения А’ будет находиться в об- 
щем положении с подпространством Н. Этого легко добиться сколь | 
угодно малым сдвигом вершин комплекса К. 

ЛЕММА 2. Пусть Е — эвклидово пространство, Е — его подпрост- | 
ранство, а К — такое симплициальное разбиение, расположенное в Е, 
что прообраз каждой точки уЕЕ при ортогональном проектировании р: 
|К |-> Е является полиздром размерности <пр—Ё. Тогда при любом | 
> 0 существует такая окрестность И полиздра |К| в Е, что прооб- | 
раз каждой точки УЕЕ при ортогональном проектировании И —Е 90-/ 


пускает ‘открытое (-покрытие кратности < (п— ®- 1. | 
Будем обозначать через Н,, где хЕЁ, ортогональное дополнение | 


плоскости Ё, проходящее через точку х. Так как полиэдр | К | Г\ Н.. име- | 
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ет размерность < п —, то существует замкнутое > покрытие (Ф,, ...,Ф,) 


этого  полиэдра, имеющее кратность «<п—А-+1. Пусть 2в— 
лебегово число [см. (7), стр. 64] этого покрытия; мы можем предпола= 


гать, что << > . Тогда с-окрестности 0 (Ф;, с) множеств Ф; Е 


взятые в подпространстве Н», образуют систему кратности <п—- 1, 
причем диаметр каждого из открытых множеств 0 (Ф;, с) меньше 6, 
Обозначим через У; прообраз множества 0 (Ф;, с) при ортогональном 
проектировании 9: Е->Н, (1=1,...,5). Тогда У.,...,И, суть откры- 
тые множества пространства Ё, причем пересечение И; Г] Ну имеет (для 
любой точки уе Р) диаметр < 6, а открытое множество И, |)... И, содержит 
полиэдр | К | ПН». Так как полиздр |К'’| компактен, то существует та- 
кое положительное число Ё,, что 


И (|К | Пс: 0..9 


Далее, существует такая окрестность О, точки д в Ё, что при УЕО, 
имеем 


ЕЛИ, 10. 


В силу компактности полиэдра р(]К|), существует конечное число 
таких точек 11,...,2: этого полиэдра, что 


Р(] К] )< 0», 0... 0%. 


Выберем такое положительное число &, что 
рр сот 0 9 


тогда р(0(|К|,)) < О, Ц... 0 Ох. 

Наконец, обозначим через Ё наименьшее из чисел Ё бис, бх;. ТОГДА 
0 =0(|К|, & есть искомая окрестность полиэдра | К’|. Действительно, 
если у6О;, 0...0 Ох, то пересечение 0 П Ну пусто (ибо &< Е). Если 
же уЕО..,, то 


ПН, с 0 (К |, =) П Ни< (У, 0...0 У.) ПН,; 


поэтому множества И, Г] Ну,...,Г: П Н, образуют открытое (-покрытие 
множества И Г] Ну, имеющее кратность <3п—А-1. 
Перейдем к доказательству теоремы 2, сформулированной во введении. 
Доказательство теоремы 2. Пусть Е — эвклидово простран- 
ство размерности 2и-- 1, содержащее Ё в качестве своего подпростран- 
ства. Мы сейчас определим в] Е почти всюду положительную симпли- 
циальную функцию 6, заданную на множестве всех симплициальных 
’ разбиений размерности < п. Пусть К — симплициальное разбиение раз- 
мерности «и, расположенное в Ё, а № — число симплексов этого раз- 
биения. Если имеется точка хеЁ, прообраз которой при ортогональном 
проектировании р:|К|-—>Ё является полиэдром размерности >п—Ё, 
то положим 5(К) =0. Если же все прообразы отображения р: |К |-> ЕР 
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являются полиэдрами размерности <п— А, то выполнены условия лем- 


1 = 
мы 2; поэтому, приняв =, мы сможем найти такое Е`>0, что 


окрестность П =0 (|К |, &) обладает свойствами, указанными в лемме р 
Мы положим: 5(К) =. Таким образом, если 6 (К) > 0, то прообраз важ- 
дой точки ЧЕЕ при ортогональном проектировании И (|К |, 5(К)) Е 


допускает отврытое = -покрытие кратности <(п— А) --1 (где М— 


число симплексов разбиения К). Отсюда следует, что если 5(К) > 0, а 
У — компакт, расположенный в 5(К)-окрестности полиэдра | К |, то про- 
образ каждой точки УЕЁ при ортогональном проектировании У —> ЕЁ до- 


1 
пускает открытое (а следовательно, и замкнутое) у покрытие кратности 
<(п— А) - 1. , 
Из леммы 1 вытекает, что функция 6 почти всюду положительна. 


Применяя теорему 3, мы найдем такое гомеоморфное отображение ф: 
ХЕ и такие симплициальные разбиения {А.„}, что 


(1, $) <=, о 


$Ф(Х) < 0 (| Ко |, 5(Ка)) (&=1, 2,....). 


Покажем, что отображение в = роф (где р — ортогональное проектирова- 
ние на подпространство Р) является искомым. Соотношение р(], 2) ев 
очевидно. Остается доказать, что прообразы всех точек при отображении 
2: Х->РЕ имеют размерности <п—. Пусть у — произвольное положи- 
тельное число; выберем такое натуральное число х, что число № сими- 


= 1 
лексов разбиения А»„ больше, чем т (существование такого числа х вы- 


текает при ип >. 1 из условия (6) теоремы 3). Тогда 


$Ф(Х) И (Ка|, 8(Ка)), 


1 
м<*, и так как 


то прообразы всех точек при отображении р: Ф(Х)—>Е допускают (от® 
крытое или замкнутое) \-покрытие кратности <п—А-- 1. Ввиду произ- 
вольности положительного числа 7, отсюда следует, что прообразы всех 
точек УЕСЕЁ при отображении р:Ф(Х)—Ё имеют размерности <%и— А. 
Наконец, так как отображение ф гомеоморфно, то прообраз точки уе Р 
при отображении 5 = роф гомеоморфен прообразу точки у при отобра- 
жении р:Ф(Х)—Р. Таким образом, прообразы всех точек при отобра- 
жении 2: Х->Ё имеют размерности < п— А. 
Теорема 2 полностью доказана. 


4. Доказательство теоремы 1 


ЛЕММА 3. Пусть Е — эвклидово пространство размерности > пи-Е 
+ п- %, а К — некоторое п-мерное симплициальное разбиение, вершины 


которого находятся в общем положении в пространстве Е. Тогда если 
То, Т.,...,Тк — произвольные попарно не пересекающиеся замкнутые 


симплексы разбиения К, то никакие точки 2%ЕТу, жЕТ:,...,хкЕТЬь 
не лежат в одной (Е —1)-мерной плоскости. 
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Допустим противное: пусть некоторые точки 2. @7., жеЛ,...  ж ЕГ, 
лежат в одной (# —1)-мерной плоскости Г. Размерность симплекса Т: 
обозначим через х; (&=0,1,... ‚ К). Пусть Т; — какая-либо грань симп- 


лекса Т:, не содержащая точки 2; и имеющая размерность г; —1 (если 
г: =0, то Т; есть пустое множество). Тогда несущая плоскосль Н мно- 
жеств Г, ТИ я Ел, (т. е. наименьшей размерности плоскость, со- 
держащая эти множества) содержит все симплексы Ту, Гь,...,Ть, т. е. 
содержит 


(О-о --... + бк = юм... ль А+1 


вершин разбиения К. 
С другой стороны, размерность плоскости Н не превосходит числа 


ди Г. -- пи Го -- дю Г. +... К ана Ть = (7—1) 
а 
ЗП А—1<ашмЕ 


(ибо г; < п), и потому Н не может содержать больше, чем 
д Я = м... ть 


вершин разбиения К. Полученное противоречие и доказывает лемму. 

ЛЕММА 4. Пусть Е — эвклидово пространство размерности >>. пЁ 
п - А, а К — некоторое п-мерное симплициальное разбиение, вершины 
которого находятся в общем положении в пространстве Е. Тогда су- 
ществует такое число Ё`>0, что если Ту, Ту,..., Тк — произвольные 
попарно не пересекающиеся замкнутые симплексы разбиения К, то ни- 
какие точки 160 (То, &), 260 (Т,,Е),..., яхкЕО (Ть, Е) не лежат в 
одной (Е — 1)-мерной плоскости. 

Эта лемма легко следует из предыдущей (доказательством «от против- 
ного»). 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 1. Пусть Е — эвклидово 
пространство размерности > ий - п-- #. Мы сейчас определим в Е поч- 
ти всюду положительную симплициальную функцию 6, заданную на мно- 
жестве всех симплициальных разбиений размерности < п. Именно, если 
вершины разбиения А не находятся в Ё в общем положении, то мы по- 
ложим 

(АО, 


а если вершины разбиения А находятся в Ё в общем положении, то 


положим 


5(К) = пищ (ь м №), 


где Ё— число, существование которого утверждается в лемме 4, а М— 
число симплексов разбиения К. Так как сколь угодно малым сдвигом 
можно привести вершины любого разбиения в общее положение, то по- 
строенная симплициальная функция 6 почти всюду положительна. 
Применяя теорему 3, мы найдем такое (гомеоморфное) отображение 
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ф: Х->Е и такие симплициальные разбиения {Ко}, что 
р(1, $)<в, +(Х) = Ив | Ка| 
а—со 
и 


Ф(Х) < ((|Ка«|, 8(Ка)) @=1, 2,...). 


Покажем, что отображение ф является искомым. Пусть 2%, 11,...,2к-— 
попарно различные точки компакта Х. Тогда точки $ф(5о), Ф(21),... 
...,Ф(тк) также попарно различны; обозначим минимум попарных рас- 
стояний между этими точками через 9 и пусть х— такое натуральное 


К 
число, что степень мелкости разбиения Аа меньше С и, кроме того, чис- 


4 ы 
ло симплесков разбиения К. больше, чем а ев а) я о - 


вание такого числа х в случае, если компакт Х содержит бесконечно 
много точек, вытекает из условия’ (6) теоремы 3). Так как 


Ф(Х) 0 (|К-|, 8(Ка)), 
то в К. существуют такие замкнуты? симплексы Ту, Т1,...,Гь, что 
т, 60 (Т., 5(Ка)), 21 60 (Ть, 8(Ка)), хк О (Ть, 5(Ко))- 


Легко видеть, что симплексы Т., Т:,...,Тк попарно не пересекаются. 
В самом деле, если бы существовала точка 26Т; ПТ, то, взяв точки 
у: ЕТ: и у, ЕТ,, удовлетворяющие условию 


р (Ф (21), у.) <56(К.), р(Ф(2}), у) <5(Ко), 
мы получили бы противоречивую оценку: 
1<р(Ф(2.), $(2;)), <р(Ф (т), у) + р(щ, 2) + р(2, у) + р(у;, $(2;)) < 


«(К.Е (Ка) <. 


Но так как симплексы Т., Т,,...,Гк попарно не пересекаются, а число 
6(К.) выбрано так, что при К =К., &=65(Ка) справедливо утвержде- 
ние леммы 4, то точки 2, 21,...,2к не лежат в одной (К — 1)-мерной 
плоскости. 


Итак, теорема 1 полностью доказана. 

Почти дословным повторением доказательства теоремы 41 устанавли- 
вается следующая 

ТЕОРЕМА 4. Пусть }— непрерывное отображение произвольного ком- 
пакта Х в гильбертово пространство Е, а ве — положительное число. 
Тогда ‘существует со-регулярное отображение ф : Х-> Е, отстоящее от } 
менее чем на в (оо-регулярность отображения ф означает, что оно явля- 
ется К-регулярным при любом Ё, т. е. что для любого конечного числа 
точек компакта Х их образы при отображении ф являются вершинами 
симплекса в Е). 

Единственным изменением, котороенужно произвести в доказательстве 
теоремы 1, чтобы получить доказательство теоремы 4, является следующее: 
симплициальная функция 6 оказывается заданной на множестве всех 
симплициальных разбиений (произвольной размерности) в Ё, а ссылка 
на теорему 3 заменяется ссылкой на замечание 2 к теореме 3. 
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5. Индексы расположения по модулю 2 


ЛЕММА 5. Пусть Е — эвклидово пространство, То, Ру... Тк — 
расположенные в нем попарно не пересекающиеся симплексы, вершины 
которых (в своей совокупности) находятся в Е в общем положении, а 
$ —сумма размерностей этих симплексов. Тогда при $5 <З9тЕ— # не 
существует (Ё—1)-мерной плоскости в Е, пересекающейся со всеми сим- 
плексами То, Т1,...,Ть. При з=9тЕ—-- 1 может существовать 
не более одной такой (Е — 1)-мерной плоскости, причем эта плоскость 
(если она существует) пересекается с каждым из симплексов Т; в един- 
ственной точке, являющейся внутренней точкой симплекса Т.. 

Первое утверждение доказывается дословно по той же схеме, что и 
лемма 3. Из этого утверждения сразу же следует, что при $ = ди Ё — 
—А-Е1 каждая (К — 1)-мерная плоскость, пересекающая все симплексы 
Т., должна пересекать их только во внутренних точках и потому 
не может пересекать какой-либо из этих симплексов более чем 
в одной точке (т. е. не может иметь с каким-либо из симплексов 
Т; общий отрезок). 

Остается доказать, что при $ = а Е —К--1 не может существовать 
двух различных (К — 1)-мерных плоскостей Г, и Г’, пересекающихся со 
всеми симплексами То, Т:,...,Гьк. Допустим, что такие плоскости Г, и 
[/ существуют. Без ограничения общности мы можем считать (изменив, 
если нужно, нумерацию симплексов), что при значениях #, меньших не- 
которого 4, плоскости Г и Г” пересекаются с симплексом Т; в одной и 
той же точке 2:, а при #> 4 плоскости Г, и [" пересекаются с Т; в двух 
различных точках 2, 2: (если с каждым ‘из симплексов Т; плоскости 
Г, и Г’ пересекаются в различных точках, то 4 = 0). Так как плоскости 
Г и [/ различны, то хотя бы с одним из симплексов Т; они пересека- 
ются в различных точках, т. е. 4<Ё. Обозначим через г; размерность 
симплекса Т;; далее, при {< 4 обозначим через Т ; произвольную (г; — 1)- 
мерную грань симплекса Г; (эта грань не содержит точки х:, так как 
эта точка является внутренней), а при #>4 через Т ; обозначим какую- 
либо (”: — 2)-мерную грань симплекса Т:, несущая плоскость которой 
не пересекается с прямой, проходящей через точки 2; и 11. Тогда несу- 
щая плоскость Н всех множеств Г, [/, Ть Т; (<94, 7/24) содержит 
все симплексы Гу, Т:,...,Ть, т. е. содоржит 


(а... + =з-Е-1 


точек (вершин этих симплексов), находящихся в общем положении. 

С другой стороны, при 9>>0 точки 2,...,2а— не лежат в одной 
(4— 2)-мерной плоскости, так как иначе вершины симплексов Толя 
..., Та ве находились бы в общем положении. Поэтому плоскости Ё 
и Г’ пересекаются самое меньшее по ((— 1)-мерной плоскости (это вер- 


: ’ 
но и при = 0), и потому несущая плоскость множеств Ги [/ имеет 


размерность 


Зи +(—0—@9-1)=2—1—№ 


884 В. Г. БОЛТЯНСКИЙ 


а размерность плоскости Н не превосходит числа 


а—1 Е 
о И КЕ КЕ 2 ащЕ. 
*=0 1=а 


Но это противоречит тому, что в плоскости Н имеются $ - Е -- 1 точек, 
находящихся в общем положении. Лемма доказана. 

Если при выполнении условий леммы 5 имеет место случай $ = 
—=@щ Е —А--1, то мы будем писать Х(Т., Г1,...,ТГь=1 или 0, 
в зависимости от того, существует или не существует (Е — 1)-мерная 


плоскость, пересекающая все симплексы Г., Т1,..., Тк. Мы будем ечи- 
тать, что Хх (Ту, Г1,...,Гк) есть вычет по модулю 2. 
Далее, пусть 25, 21,...,2к — цепи пространства Ё по модулю 2, сум- 


ма размерностей которых равна 41т Е —А--1. Предположим, кроме то- 
го, что тела этих цепей попарно не пересекаются, а все точки, являю- 
щиеся вершинами симплексов, входящих в эти цепи, находятся (в сво- 
ей совокупности) в общем положении. При этих условиях мы опреде- 


лим вычет у (2, 21...,2) по модулю 2, полагая 
= № ати сквы 
Т; 62; 


где суммирование распространено на всевозможные системы симплексов 


(Т,, Т:,...,ТГк), для которых Т; входит в цепь 2; с коэффициентом 1 
(1=0, 1,...,К). Очевидно, что вычет у (25, 21,...,2к) не меняется при 
любых перестановках аргументов 2), 21,..., 24. 

ЛЕММА 6. Пусть Е — эвклидово пространство, Т\:, Т....., Тк — 


расположенные в нем попарно не пересекающиеся симплексы, вершины 
которых (в своей совокупности) находятся в Е в общем положении, п 
пусть сумма размерностей этих симплексов равна Чи Е—К- 1. Обо- 


значим через В; несущую плоскость симплекса Т;(1=1, 2,...,№), а че- 
рез Т — симплекс, натянутый на все вершины всех симплексов Т1,...,Ть. 
Поставим задачу нахождения таких точек тЕВ,, т.ЕВ.,...,тьЕВ,, 


что (Е — 1)-мерная плоскость, определяемая этими точками, содержит 
заданную точку ЕР. Наконец, обозначим через Е, (0 <<<) мно- 
жество тех точек хЕЁЕ, для которых поставленная задача имеет ровно 
р решений т: ЕТ1,..., ткЕТь. Тозда Е = Еь (] Е, |) Ех ‚ причем Еъ содер- 
жится в объединении несущих плоскостей всех (Чип Е — 2)-мерных граней 
симплекса Та Е. =Н`\\ Ее, где Н — объединение конечного числа ги- 
перплоскостей пространства Е. 
Для доказательства обозначим вершины симплекса Т; через 


м 


; ‚ 
7$ 


Так как размерность симплекса Г равна Чип Ё, то во всем пространстве 


ЕР можно ввести барицентрические координаты ^®, соответствующие 

вершинам а® ((=1,...,К; ]/ =0, 1,...,7+). Пусть т; — некоторая точ- 

ка плоскости В: &=1,...,Й, а и, о №) — барицентрические 
о 


координаты этой точки относительно вершин симплекса 7;. Если мы пред- 
положим, что точка ЕЁ с барицентрическими координатами хо лежит 
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в (Е —1)-мерной плоскости, определяемой точками т 6 В:,..., тьЕ Ву, 
то, обозначая через у,,...,у, барицентрические координаты точки х 
относительно точек т:,...,Т»„, мы легко найдем: 
И $). = и 
9 = ии, У =1, Ув =1, У\=1. (1) 
$ 2 р 


'Гаким образом, поставленная в формулировке леммы 6 задача экви- 
валентна решению системы (1) при заданных координатах №, определя- 
ющих точку ны Суммируя по 7, получаем из соотношений (1: 

о 
Зи о Ем, (ЕШ,....Б), 
1=0 
так что неизвестные у; из системы (1) определяются однозначно. После 
этого должны определяться неизвестные |. Для тех индексов &, для 
которых *-=0, неизвестные (®, и®,..., Ио однозначно определяются 


из уравнений 
ХО = щи. 


Далее, для тех индексов &, для которых г; = 0, неизвестное №0 (един- 
ственное неизвестное с индексом 1 наверху) также определяется одно- 


значно, так как соотношение 

т 

У -1 

3—0 
принимает в этом случае вид 

(2) — 
щ С 
Этим и исчерпываются случаи однозначной разрешимости (т. е. слу- 

чаи р=1) уравнений (1). Действительно, если существует такое 
: Е й О _ 
8(1<2<®), что *=0, г; >0, но не все числа АО. А, 0 равны 
нулю, то уравнения 

аи 
неразрешимы (т. е. р= 0). Если же, наконец, для всех тех значений 1, 
для которых у; = 0, г; > 0, выполнены соотношения 


О =... = 0 =0, 


то уравнения 
па 
=щм Хш’-1 
2 


(первое из которых становится тождеством) имеют бесконечно много ре- 
шений (т. е. р = со). Итак, 
Р=Ю ЦР, 0 Ре», 
причем множество 
Ко ЕН 
состоит из тех точек х, для которых выполнено хотя бы одно из соот- 


ношений 
ЙЕ = ЕО Е саб) 
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Таким образом, множество Н определяется конечным числом (не более 
чем Ё) линейных уравнений, т. е. является объединением конечного 
числа гиперплоскостей пространства Р. Наконец, в множество Ё могут 
входить лишь такие точки, для которых при некотором #(1<2< А) 
выполнены соотношения 


==... =М№М =0, м>0, 


а эти соотношения означают, что точка т лежит в несущей плоскости 
некоторой грани симплекса 1. причем размерность этой грани равна 


а Т — (г: + 1) За Е—2, 


ЛЕММА 7. Пусть Е — эвклидово пространство, То, Т:,..., Тк— 
расположенные в нем попарно не пересекающиеся симплексы, вершины 
которых (в своей совокупности) находятся в Е в общем положении, и 
пусть сумма размерностей этих симплексов равна (т Е — К) -- 2. 
Тогда имеет место соотношение 


х(АТе, Ти. ТРУ Сь М. Т.О т 

(2) 

где симплексы Т., Т1,..., Тк и их границы рассматриваются как цепи 
по модулю 2. 

Если все симплексы То, Т1,..., Тк нульмерны, то соотношение (2) 

очевидно (ибо АТ. = ДТ, =... = АТ» = 0). Пусть поэтому хотя бы один 

из симплексов То, Т1,..., Тк имеет положительную размерность. Так 


как под знаком у можно производить любую перестановку аргументов, 
то мы можем без ограничения общности предполагать, что ии Гу > 0. 
Тогда сумма размерностей симплексов Т:, Т.,..., Тк равна 


Фт Е — А+ 2 — д То, 
а общее число вершин этих симплексов равно 
911 Е + 2 — дам Т. < дм Е- 14. 


Обозначим через Т симплекс, натянутый на вершины всех симплексов 
Т:, То,..., Ть, а через Е — несущую плоскость симплекса Т. Размер- 
ность плоскости Ё равна 


91 Е + 1 — д Го; 


для симплексов Т\, Г.,..., Гк, расположенных в плоскости А, выпол- 
нены все условия леммы 6. 

Предположим, что существует хотя бы одна (й — 1)-мерная плоскость. 
Г, пересекающая все (замкнутые) симплексы Ту, Т:,...,Гь (если такой 


плоскости не существует, то соотношение (2) очевидно). Тогда плоскость. 


Г, имеет с РЁ К общих точек, находящихся в общем положении (а именно, 
точки пересечения плоскости Г, с симплексами Т\, Т.,..., Тю. Поэтому 
гс В; так как, кроме того, Г, Г] То непусто, то плоскость Ё пересека- 
ется с несущей плоскостью А, симплекса То. Плоскости Ву и Ё нахо- 
дятся в общем положении (так как вершины симплексов Ту и Т нахо- 
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дятся в общем положении), и поэтому их пересечение имеет размерность 
91 Ро -- 9 Р — д Е = дна Т. - (ат Е + 1 — а То) — шт Е = 4. 


Итак, А. [] Ё есть прямая линия: обозначим ее через Ро. По построению 
ясно, что любая (& — 1)-мерная плоскость, пересекающая все плоскости 
В, В,,..., В» (в частности, пересекающая все симплексы Те 
лежит в Р и потому может пересекаться с плоскостью А, только в 
точках прямой Ро. 

Прямая Р. не пересекается с несущими плоскостями (411 Я — 2)-мер- 
ных граней симплекса Т (ибо Р.С И., а плоскость Во, в силу об» 
щего расположения вершин, не пересекается с несущими плоскостями 
(911 Ё — 2)-мерных граней симплекса Т), т. е., в обозначениях леммы 6, 
Ро не пересекается с Ре... Поэтому через каждую точку прямой Рь прое 
ходит не более одной ( — 1)-мерной плоскости, пересекающейся со 
всеми плоскостями АД,, В.,,..., Аь. Далее, прямая Р, не содержится 
целиком в множестве Н, построенном в лемме 6. Действительно, вклю- 
чение 


РЕН. 


означало бы (в силу пустоты множества Р. П Р..), что Рус Рь, т. е. 
что не существует (Ё — 1)-мерной плоскости, пересекающейся со всеми 
плоскостями А,, В:,..., В»; между тем такая плоскость (а именно Г) 
существует. Таким образом, прямая Р., пересекается с каждой из гипер- 
плоскостей, входящих в Н, не более чем в одной точке, т. е. пересече- 
ние Н Г) Ру состоит из конечного числа точек. 

Поставим следующую задачу: для заданной точки х6Р. найти такие 
точки т: (1) Е В; (1=1,...,Ю), что все точки х, т, (2),..., тк(т) лежат 
в одной (Ё — 1)-мерной плоскости. Тогда сказанное выше означает, что на 
прямой Р, существует лишь конечное число точек (будем называть их 
«исключительными»), для которых эта задача неразрешима, а для всех 
остальных точек прямой Р. указанная задача однозначно разрешима. 

Рассмотрим теперь вопрос о зависимости точек т; (2) от точки ХЕР.. 
Напишем параметрические уравнения прямой Ру в плоскости РЁ: 


Х — 9-1 р®-Ё (—< <<, 1=1,..., №, 7 =0, 1,..., 9. 


Тогда, рассматривая задачу нахождения точек ти (2),..., тк(2) как за- 
дачу решения рассматривавшейся выше системы (1), мы легко найдем, 
что неизвестные у, однозначно определяемые системой (1), также явля- 
ются линейными функциями параметра #. Наконец, неизвестные и, 


являющиеся барицентрическими координатами искомых точек т, (т), 
определяются из соотношений 


ры 


как дробно-линейные функции параметра #. Исключительные точки пря- 
мой Ру соответствуют тем значениям параметра {, для которых некото- 
рые из этих дробно-линейных функций обращаются в бесконечность, 
т. е. тем значениям параметра # при приближении к которым хотя бы 
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одна из точек 7.(5) удаляется в бесконечность. Так как координаты 
9 @ С - 
№, ти, от т точки 7:(7) дробно-линейно зависят от параметра &, то 


либо точка т. (7) остается неподвижной при изменении х (это будет, 
если указанные координаты не зависят в действительности от #), либо же 
точка т; (2) описывает некоторую прямую линию Р; в плоскости А„, при- 
чем отображение х-> т‚(2) прямой Ро на Р; является проективным. 
Следовательно, если точка х монотонно перемещается по прямой Ро, не 
проходя через исключительные точки, то точка 7.(2) либо стоит на 
месте, либо монотонно перемещается по прямой Р; с В.. 


Исключительные точки разбивают прямую Ро на конечное число ин- 
тервалов (среди которых имеются один или два бесконечных интерва- 
ла), которые мы оусловимся называть допустимыми интервалами. 
Концами этих интервалов являются исключительные точки прямой Р. и 


точки Ё = — со, = + со этой прямой. Поэтому, когда точка 4, двигаясь 
по некоторому допустимому интервалу, приближается к какому-нибудь 
концу этого интервала, одна из точек х, т. (2),..., тк(2) уходит в 


бесконечность. 


Пусть хеР.,— такая точка, что точки д, т: (2),..., тк (1) принад- 
лежат. соответственно симплексам То, Г1,..., Ть. Согласно лемме 5, не 
более чем одна из этих точек может лежать на границе соответствую- 
шего симплекса, т, е. все точки 5, т: (2),..., тк(х), кроме, может 
быть, одной, являются внутренними точками соответствующих симплек- 
сов. Допустим, что точка 7.(5) лежит на границе симплекса Т; (а ос- 
тальные точки являются внутренними). Тогда из леммы 0 следует, что 
точка т; (7) является внутренней точкой некоторой (г; — 1)-мерной грани 
Т; симилекса Т; (где г; — размерность симплекса 7.). Из общности поло- 
жения вершин симплексов То, Т:,..., Ге, Ч Ту аь..:, Тк вытекает, 
что (Е — 1)-мерная. плоскость Г., содержащая все точки х, 7 (х),.. 
..., тк (2), не может пересекаться с симплексом Г, более чем в одной точке, 
и потому никакая точка прямой Р.о, кроме рассматриваемой точки х, не 
принадлежит плоскости Г.. Но Г» есть единственная плоскость, 


пересекающая все симплексы Ту,..., Та, т. Т:41,..., Гк (лемма 5). 
А так как для точки х’@Р., достаточно близкой к х, все точки 
х, т: (т),..., тьа(*), тиа(т’),..., ть(х’), будут (шо непрерывности) 
внутренними точками соответствующих симплексов, то (Ё — 1)-мерная 


плоскость, содержащая точки 5х’, т, (2'),..., тк (х’), не может пересе- 


й 


каться с симплексом Ть т. е. точка т;(2’) не лежит в грани Т; 
симплекса Т.;, т.е. является либо внутренней, либо внешней точкой 
симплекса Т;. Если точка т; (1’) является внешней по отношению к симп- 
лексу Т;, то, взяв такую, достаточно близкую к х, точку 2”ЕР., что 


Би 


х’и х" расположены по разные стороны от 5, мы получим, что все точки 


х’, т, (х”),..., ть(х”) являются внутренними точками соответствующих 
симплексов. Итак, если точки х, т: (5),..., тк(2) принадлежат соот- 
ветственно симплексам То, Т.,..., Гь, то как угодно близко к х най- 


дется такая точка &, что все точки &, т, (®),.. 
ренними точками этих симплексов. 


., тк (2) являются внут- 
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Пусть [Г— один из допустимых интервалов прямой Р., Если 


на интервале / имеется такая точка х, что точки х, т.) Ша) 
принадлежат симплексам Т., Т,,..., Т», то найдется и такая точка 
ЕТ, что все точки д, т, (2),..., тк(т) являются внутренними точ- 


ками этих симплексов. Обозначим концы интервала / через а и би допустим, 
что переменная точка Т монотонно движется по интервалу / от точки 
2 по направлению к концу а. Тогда каждая из точек &, т, (7),..., тк (@) 
либо неподвижна, либо монотонно перемещается по некоторой прямой 
линии, причем при 2->а хотя бы одна из этих точек уходит в беско- 
нечность. Отсюда, в силу выпуклости любого симплекса, вытекает, что 
на интервале (2, а) существует такая точка ха, что при Я 6[=, хо] все 


точки 2, т, (1),..., ть(х) принадлежат, соответственно, симплексам 
То, Т1,..., Ть, а при 2Е(та, а) это не выполняется. Ясно, что при 
1611, то) все точки х, т: (1),..., тк(х) являются внутренними 


точками рассматриваемых симплексов, а при 2 = ха одна из них (и толь- 
ко одна, как было отмечено ранее) становится граничной. Анало- 


гично, если точка х монотонно движется по интервалу / от точки 2 по 
направлению к концу 6, то она лишь один раз пройдет через такое 
положение 2, что все точки 2ь, т: (1ь),..., Тк (55) принадлежат соот- 
ветственно симплексам Ту, Т,,..., Гь, причем одна из них является 
граничной точкой симплекса. Итак, на интервале /[ имеется ровно две 
таких точки х (а именно, д = а, 2 = %), что точки т, т (4), А МО (2) 
принадлежат симплексам Т., Т:,..., Гк, причем одна из этих точек 
является граничной. На произвольном же допустимом интервале таких 
точек имеется четное число (0 или 2). Значит и общее количество таких 
точек четно. Но так как только эти точки следует принимать во внима- 
ние при вычислении левой части соотношения (2), указанного в лемме 7, 
а каждая такая точка дает в левой части слагаемое, равное единице, 
то соотношение (2) справедливо (по модулю 2). 

ЛЕММА 8. Пусть 2%, 21,..., к — цепи пространства Е по модулю 
2, сумма размерностей которых равна Чи Е —&-- 2. Предположим, 
кроме того, что тела этих цепей попарно не пересекаются, а все точки, 
являющиеся вершинами симплексов, входящих в эти цепи, находятся 
(в своей совокупности) в общем положении. Тогда справедливо соотношение 
Аир бр (20, блааь обнял он блик Аз,) = 0: 

Это утверждение непосредственно вытекает из леммы 7. 

Пусть К — некоторое симплициальное разбиение, а / — непрерывное 
отображение полиэдра | К| в эвклидово пространство Ё. Отображение ] 
будем называть правильным, если, каковы бы ни были попарно не пере- 
секающиеся замкнутые симилексы То, Т1,..., Гк разбиения К, сумма 

` размерностей которых < 41 Ё —, не существует (& —1)-мерной пло- 
’скости в Ё, пересекающейся со всеми множествами О 
’..., /(Т®. Легко видеть, что, каковы бы ни были непрерывное отображение 
| /:|К |-> Е и положительное число в, существует правильное отображе- 
ние 2:|К|-Е, удовлетворяющее условию 


р (7, 8) < в. 


(6 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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(Достаточно взять триангуляцию пространства Ё, вершины которой на- 
ходятся в общем положении, а степень мелкости меньше в, и рассмот- 
реть симплициальную аппроксимацию отображения ]{.) Далее, всякое 
отображение, достаточно близкое к правильному, само является правиль- 
ным. Наконец, если ]: | К |-> Е — нравильное отображение, то существует 
такое число 6 > 0, что, каковы бы ни были попарно не пересекающиеся 
замкнутые симплексы Т., Г1,..., Тк разбиения К, сумма размерно- 
стей которых < 9 Е — №, не существует (А — 1)-мерной плоскости в Е, 
пересекающейся со всеми множествами П (7 (То), 5), ПО (у (Ту), 5),.. 
..., О (1(Ть, 5). Такое число 6 назовем степенью правильности отображе- 
ния |. 

Пусть /:|К |-> Е — правильное отображение и 6 — его степень пра- 
вильности. Возьмем триангуляцию ЕЁ’ пространства ЕЁ, вершины которой 
находятся в общем положении, а степень мелкости меньше 5, и допустим, что 
К’— настолько мелкое подразделение разбиения К, что существует сим- 
плициальное отображение р: К’ —> Е’, являющееся симплициальной аппро- 
ксимацией отображения }. Пусть, далее, То, Г:,..., Тк— попарно ве 
пересекающиеся замкнутые симплексы разбиения К, сумма размерностей 


которых равна 
(ЧтЕ—Ю-1. 


Обозначим через 2; (1=0, 1,..., А) цепь разбиения А’ по модулю 2, в 
которую все симплексы размерности 41 Т., содержащиеся в Т;, входят 
с коэффициентом 1, а все остальные симплексы — с коэффициентом 0. 
Тогда цепи | 


8. (20), 8. (21), АИ 5. (2х) 
попарно не пересекаются, ибо они расположены соответственно в множествах 
О (7(То), 8), О (УСТ), 8),..., О (УСТ), 5), 


которые попарно не пересекаются. Кроме того, все вершины цепей 


8. (25), 8. (21), м 933 5. (2к) 
находятся (в своей совокупности) в общем положении, а сумма размер- 
ностей этих цепей равна 4911 Е —А-- 1. Поэтому определен вычет 


Х (5. (20), 8. (21),...,› 8, (2к)) 
по модулю 2. 
Нетрудно видеть, что этот вычет не зависит от случайностей построения, 
а всецело определяется (при заданных К, ]) симплексами Тъ, Г:,..., Ть 
разбиения К. В самом деле, пусть К’ другое подразделение разбиения 


К, аз: К’—> Е’ — симплициальная аппроксимация отображения }. Возь- 


мем цепи 2%, 21,..., 24, аналогичные цепям 45%, 21,..., 2х. Тогда цепи 
5* (2°), 5. (21), -..) 8. (2х) 

соответственно гомотопны цепям 
5. (20), 8. (21), я > 5. (2к) 


в окрестностях 


О (7 (То), 8), О ((Ть, 5),..., (Ч (Ть), 9. 
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Более точно, существуют такие цепи и, и.,... ‚ ик, лежащие в 


и (То, 5). Оо, ОСТА, 5), 


что 
8. (21) + в. (в) + и — 0 
в (0 (7 (Ту, 5), т. е. 
8. (2) в. (м) Ни = Ао, (ис (СТ), 8), &=0,14,..., №. 
Мы можем при этом предполагать, что все вершины разбиений Ё’, Е’ и 
цепей и, 9; (1=0, 1,,.., А) находятся (в совокупности) в общем поло- 


жении, так как в цепи в, (2:), &.(2.) входит лишь конечное число симп- 
лексов, и потому достаточно малый сдвиг всех вершин не изменит зна- 
чений символов 


Х (Е, (20), ..., 8. (2), Х(Е. (10), ..-, 8. (2). 
В силу леммы 8, мы имеем: 


Хх (Азь, 8. (21), 5) 8. (2к)) а Х (50, Дё, (21), 8. (23), ВИ - 2 (2*)) ее 

] 5 Хо (1%, 8. (21), А, (22), 9 5. (2к)) = ...- 
+ Х(%о, 8. (21), 8.(22),..., Ав. (2) = Х(Фо, 8.(А21), 8. (12), ..., 8. (2к)) 
г Х (о, 5. (21), 5. (А2.), ...› 8. (2к)) РАС Х (5%, 5. (21), 8. (25), ...› 8. (Азк)). 


Но последнее выражение равно нулю. Действительно, из включений 
ис И (1 (То), 8), в. (А) < И (1 (Г), 8), 
8. (22) < 0 (У (Т»), 8),..., 8. (2) < И (У (Т»), 8) 


_ вытекает (в силу определения числа 5), что не существует (й — 1)-мерной 
плоскости, пересекающейся с телами всех этих цепей, т. е. 


Хх (9, 5. (Д2,), 8. (22), ...) 8. (2*)) 25 
Аналогично показывается, что и все остальные слагаемые равны вулю, 


Итак, 
Хх (Дж, 8, (21), ..., Е, (2%)) = 0, 
Т.е. 
х (6. (20), В. (21), -.-› 8, (21) Е х (в. (1%), в, (21), ...› 8, (®)) + 
+ Хх (шь, Е. (21), ..., 8. (2) = 0. 
Последнее слагаемое в левой части этого равенства обращается в нуль, 
’ так как 
’  щ<00(49,5), в.) 0041, 5),..., в. @9 © 0 0(ТЭ 5, 
| Следовательно, 
х (Е. (2), Е. (21),..-› 8, (2и)) = Х (8, (29), 8. (1), ..., 8, (вн), 


ит, е. замена цепи 5, (2) цепью 8. (20) не изменяет значения символа 

Х (6. (20), 8. (21), ...› 8. (2и)). 

Аналогично, заменяя цепи 2, (21),..., 8.(2к) последовательно цепями 
№, (21),..., в. (2), мы найдем, наконец, что 


й (Е. (20), Е. (21), к 5. (вл) = уе, (20), 8. (21), 1) 85 (2к)). 
6* 
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Таким образом, вычет Х (2. (2), 5, (21),..., 8. (2к)) не зависит от случай- 
ностей построения, и мы можем положить: 


х (1 (То), СТ), ..., СТ») = Х(. (49), 8. (21), .-., 8. (в). 


Легко устанавливается следующая 

ЛЕММА 9. Пусть К — некоторое симплициальное разбиение, а } — 
правильное отображение полиэдра |К| в эвклидово пространство Е. 
Тогда существует такое число в > 0, что 


х (1(То), 1(Т),..., УСТ») = х (8 (То), 8 (Ть),..., 8 СТ») | 
для любого отображения #:|К | > Е, удовлетворяющего условию р (7, 8) < в, 
и любых попарно не пересекающихся замкнутых симплексов То, Т1,..., Тк 


разбиения К, сумма размерностей которых равна Чт Е —Ё-+ 1. 


6. Доказательство неравенства №’ лЕ-+п-+ ЕЁ 


Пусть Е — эвклидово пространство размерности пё-+п-+ Ё—1, а 
То, Ть,..., Гк— такие п-мерные симплексы этого пространства, что 


УР. 


Положим Х=7 0 Т,0...0 Тк и примем за } тождественное отобра- 
жение компакта Х в Ё. Нетрудно видеть, что отображение ] не может 
быть произвольно малым сдвигом переведено в А-регулярное отображе- 
ние. Действительно, определив число ®, как указано в лемме 9 (для 
симплициального разбиения Х и отображения /), мы найдем, что для 
любого отображения &, удовлетворяющего условию р (], 2) <е, будет вы- 
полнено соотношение 


хе (То бро бо То =Ь 


т. е. отображение в не является А-регулярным. Таким образом, в =-окрест- 
ности отображения } нет К-регулярных отображений. 


Поступило 
3. [. 1959 
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К. В. БРУШЛИНСКИЙ 


О РОСТЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ В СЛУЧАЕ 
НЕПОЛНОТЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком М. В. Келдышем) 


Рассматривается ‹мешанная задача для системы уравнений 


ди и ди 

= 4 (2) 5; + В (=) и 

с распадающимися граничными условиями, решение которой находится 
при помощи преобразования Лапласа по #. Доказывается, что рост ре- 


шения при {- со определяется правой границей спектра оператора 


а 
Не - В, хотя он и не имеет полной системы собственных функций. 


$ 1. Постановка задачи и результаты 


В настоящей работе рассматривается смешанная задача для линейной 
гиперболической системы уравнений 


Е п И, п 
ее ое ь ии (1.1) 
9—1 1=1 

Коэффициенты ау, &; являются дифференцируемыми функциями только 
от х. Гиперболичность системы означает, что матрица А = (а; (1)) при 
всех рассматриваемых х имеет действительные и различные собственные 
‚ значения а; (2). Предполагается, что система (1.1) не имеет особенностей, 
т. е. детерминант матрицы А (2) ни в одной точке не обращается в нуль. 
‚ Другими словами, все а:(5) отличны от нуля. 

Задача рассматривается на конечном отрезке, например, для опреде 
‚ ленности, при О<х<!1. На концах отрезка заданы в совокупности п 
так называемых распадающихся краевых условий — линейных однородных 
соотношений между функциями и;., часть которых связывает значения 
|функций только на левом конце отрезка, т. е. и: (#, 0), а остальные — 
только на правом, т. е. и; (&, 1). При этом число условий слева и справа 
определяется числом характеристик системы (1.1), выходящих с данной 
границы. Характеристики задаются уравнениями 


ах 
а 


55 == бы ль); 


раким образом, выходящими с левой границы будут те характеристики, 


(ля которых () > 0, т. е. а, (0) < 0, а для выходящих справа должно 
х=0 к 


ыть (=) < 0, т. е. а: (1) >0. Поскольку мы предполагаем, что а: (5) 
/х=1 
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нигде на отрезке не обращаются в нуль, они не должны менять знака, 
и поэтому в неравенствах а; > 0 или а «0 можно опускать указание 
точки, для которой неравенство пишется. 

Итак, пусть а! (х),..., ар (2) отрицательны при 0 << 1, аар+1(2),... 
..., ал (1) положительны. Тогда на левом конце, в соответствии со сказан 
ным выше, должно быть задано р, а на правом п — р краевых условий: 


У али, 0 =0, А=4,... р, 
= (1.2) 
У иль, 1) =0, 1=р-1,..., п, 


3—1 


где к;, Ва; не зависят от &, т. е. суть константы. Такие краевые усло- 
вия мы будем называть согласованными с матрицей А. Число р предпо- 
лагается отличным от 0 и п. 

Кроме того, при # =0 заданы начальные условия и, (0, х). 

Основной вопрос, которым интересуются в подобных задачах, — это 
поведение решения при {-» со. В частности, важно выяснить, при каких 
условиях решение остается ограниченным или стремится к нулю при 
возрастании {, а при каких — неограниченно возрастает. 

Задача решается переходом к преобразованиям Лапласа в уравнениях. 
и краевых условиях, причем решение выписывается с помощью формулы. 
обращения в виде интегрального представления через решение системы | 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В работе устанавливаются свойства спектра дифференциального опе- 
ратора | 

ГЕАНВ, (1.3). 

} 

где А = (ах; (1)), В = (6; (х)) — матрицы коэффициентов системы (1.1), и. 
в терминах спектра дается ответ на вопрос о росте решения при #&-> оо.\ 
Доказывается, что рост решения определяется функцией е*!, где $ огра-| 
ничивает сверху действительные части собственных значений оператора’ 
Г, т.е. при $<0 решение убывает, при $ =0 ограничено, а при $ > 0 
могут быть экспоненциально растущие решения. | 

В работе показано, что часто применяющийся в подобных вопросах. 
метод Фурье не приводит к решению задачи, так как оператор (1.3) не 
имеет, вообще говоря, полной системы собственных функций *. >, 

| 


вопрос о росте функций и; (Е, х) решается с помощью «самого правовй 
собственного значения, т. е. так же, как если бы решение составлялосе! 
из собственных функций. ] 

В $2 ошисано решение задачи методом Фурье и с помощью првобрай 
зования Лапласа. 

В $3 исследуется поведение функции Грина оператора Г, — ХГ пр! 
больших | 


* Поскольку это не приведет здесь к недоразумениям, мы будем понимать по] 
полнотой системы собственных функций возможность разложить по ним любуй| 
вектор-функцию из некоторого разумного класса начальных данных нашей задачи|| 


т 
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$ 4 посвящен полноте собственных функций. 


В $5 доказывается, что задачу всегда можно решить преобразова- 
нием Ланласа. 


В $6 вводится преобразование Лапласа от обобщенных функций и в 
терминах этих последних формулируются результаты $ 5. 


$ 2. Метод Фурье и преобразование Лапласа 


Укажем вкратце, в чем состоят оба упомянутых метода и к каким 
трудностям приводит каждый из них. Сделаем это в следующей более 
общей постановке. 

Рассматривается система уравнений 


д 
ак = 14, (2.1) 


где и (2, 2) — искомая вектор-функция, а Г, — дифференциальный оператор 
по 2 на конечном отрезке, не зависящий от {, с какими-нибудь гранич- 
ными условиями. При # =0 заданы начальные условия 
в (0, 2) = в (<). 
Метод Фурье предполагает решение уравнений в виде 
(т) =9(®) Е. (2.2) 


Тогда функция у(5) должна быть решением задачи [лу = ^\у, т. е. соб- 
ственным вектором оператора Г, с собственным значением \. Пусть ух (5) 
и ^„— все собственные функции и собственные значения оператора ДГ. 
Решение задачи можно искать в виде 


ни, = Услу» (х) е^®. (2.3) 
к 


Мы удовлетворим таким способом любым начальным данным и (2), 
‚ если и, (7) можно разложить в ряд по собственным функциям оператора 
Г,. Следовательно, метод Фурье приводит к цели, и любое решение пред- 
‹ ставимо рядом (2.3), если Г, имеет полную систему собственных функций. 
` Рост решения на бесконечности, очевидно, определяется функцией е*, 
| Где $ — «самое правое» собственное значение. 

Исследование полноты оператора [ обычно проводится с помощью 
‘функции Грина оператора Г, —^/, где Г — единичный оператор [см. (т), 
1гл. Ш]. Это — матричная функция С (х, Ё; №) — ядро интегрального опе- 
|ратора (1, — ^Г)-*, которая определена при всех Х; не являющихся соб- 
`ственными значениями /[.. Последние суть ее полюсы. Для полноты до- 
\статочно, чтобы в комплексной плоскости ^Х существовала система замк- 
нутых контуров С„, радиус которых стремится к бесконечности, та- 
ких, что 

ф вы), и. ^) 50 при п->о. 
Си 


Это условие обеспечивается, во-первых, возможностью проводить такие 
контуры не ближе фиксированного расстояния от полюсов и, во-вторых, 
]зужным характером убывания С (2, Ё,^) при |\|-> со вдали от полюсов. 


896 К. В. БРУШЛИНСКИЙ 


Метод использования преобразования Лапласа [см., например, (°), 
гл. УП предполагает, что решения уравнений (2.1) имеют первый по- 
рядок роста по { и конечный тип, т. е. растут не быстрее е*, где 3< оо. 
Как будет показано ниже, это предположение оправдано, если спектр 
Г, ограничен справа. Тогда в уравнениях и граничных условиях можно 
перейти к преобразованиям Лапласа 

со 
М \ (рае а. (2.4) 
0 
Интегралы сходятся и являются аналитическими функциями от ^Х при 
Ве^ >> $. Очевидно, что дифференцирование по х или умножение на 
функцию от х перестановочно с преобразованием (2.4), поэтому 


\ Ги ела =-Гл (х, >») 
р] 


(напомним, что граничные условия мы также включаем в понятие опе- 
ратора Г). Преобразование производных по #Ё дает: 


со 


ди; 
\ эре 4 = №1 (5, ^) — и (0, 2). 


0 


Таким образом, применив (2.4) к уравнениям (2.1) и рассматривая 
Ф; (т, ^) как функции одного переменного х, а ^— как параметр, мы по- 
лучим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

(Е— №) о = — ш (т), 
откуда имеем: 


1 
о (2, ^) = — \2 (=, Е, Л) и, (© 4%. (2.5} 
0 
Решение (2.1) найдем по формуле обращения [см. (3)]: 
в-1со 
(2) = = \ о (2, ^) 1 а®, (2.6) 


где с — любое действительное число, большее, чем 5$, а интеграл сле- 
дует понимать в смысле главного значения. 

$ определяется ближайшим полюсом о (х, ^) как функции от Х или, что 
то же самое, полюсом С (х, Ё, ^). Поэтому контур интегрирования в (2.6) 
должен проходить правее всех полюсов функции Грина С (х.Ё, ^), т. е. 
для применимости метода нужно, чтобы спектр оператора Г, был огра- 
ничен справа. Кроме того, для того чтобы функция ©(х,^) могла 
служить преобразованизм Лапласа некоторого решения (2.6), должны 
выполняться определенные ограничения, наложенные на ее убывание 
при |^|-><о в правой полуплоскости. Ниже мы покажем, что это 
имеет место для задачи, поставленной в $ 1, при дифференцируемых 
начальных данных. Здесь отметим, что это обстоятельство связано 


опять-таки с убыванием функции Грина примерно такого же типа, 
как для полноты собственных функций, но с той разницей, что оно | 
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требуется лишь в полуплоскости Ве^ >> 5 правее всех полюсов. Отсюда, 
уже на первый взгляд видны преимущества этого метода по сравнению 
с методом Фурье. 

Если, в частности, С (х, Ё ^) убывает всюду при |^ | > со, то мы 
можем замкнуть контур интегрирования в (2.6) полуокружностью сколь 
угодно большого радиуса слева. На ней С (х, Ё, ^) и е^ малы, и инте- 
грал стремится к нулю при возрастании радиуса. Таким образом, при том 
же значении интеграла контур становится замкнутым и интеграл превра- 
щается в сумму вычетов по полюсам функции Грина. Последние являются 
собственными значениями, а вычеты пропорциональны собственным функ- 
циям оператора Г, [см. (1)]. Следовательно, в этом случае, который, как 
указано выше, обеспечивает полноту собственных функций, выражение 
(2.6) дает разложение по ним типа (2.3). 

Если С (х, ЕЁ, \) убывает лишь справа, а слева растет, как это имеет 
место для оператора (1.3), то это означает, по-видимому, что «недостаю- 
щая» до полноты часть спектра Г, сосредоточена на бесконечности, но 
только в левой полуплоскости, и задача может быть решена лишь © по- 
мощью преобразования Лапласа. 


$ 3. Функция Грина оператора Г, — *1 


Вернемся к исходной задаче. Мы можем без ограничения общности 
считать матрицу А диагональной. Этого всегда можно добиться, если 
перейти от и; к их линейным комбинациям, т. е. если произвести замену 


и (Е 2) =С(еи(ь 2), 


где С (1) — невырожденная матрица такая, что С 'АС диагональна. При 
этом, очевидно, краевые условия (1.2) не перестанут быть распадающи- 
мися, и число их справа и слева не изменится. 

Итак, рассмотрим систему уравнений 


ди 
01 


- о ты О (3.1) 
И. 


на отрезке 0 <х<\1. Функции а;(2) действительны, различны и не об- 
ращаются в нуль на этом отрезке. Их нумерацию нам удобно выбрать 


следующим образом. Пусть 


вия 
а 


тогда 


д: (2) <... р (2) << 1ьн (<... «3 (). (3.2) 


На концах отрезка заданы согласованные краевые условия: 


р ани, = 0, А зе: при 5 = 0, 
(3.3) 


>! Вии: = 0, РЕ п, при 5 =1. 
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Мы будем предполагать, что р>п— р; если это не так, то замена х на 
1 —х приведет нас к этому случаю. 
При г =0 заданы начальные условия 


и (0, 5) = и (2). 


Как это следует из $ 2, нас будет интересовать дифференциальный опе- 
ратор 


а 
Г=АЗВ 


с граничными условиями (3.3), точнее его спектр и резольвента (функ- 
ция Грина) оператора Г, — ^Г. В обзорной статье Вико! Ра и Гапбег’а (2) 
изучен этот оператор с граничными условиями 


№ у (0) -- 1 у (1) = 0, 

где 1%, ш, — невырожденные матрицы (в книге (') такие условия назы- 
ваются регулярными). Кроме того, там предполагалось, что *; (5) — комп- 
лексные и ато 1; - агр1; при #=Е 7, что, впрочем, не влияет на основной 
результат, который состоит в том, что оператор имеет дискретный спектр, 
собственные значения располагаются асимптотически в конечном числе 
арифметических прогрессий и система собственных функций полна. 

Распадающиеся граничные условия не входят в указанный класс и 
поэтому требуют особого рассмотрения. Некоторые промежуточные факты, 
не использующие регулярности граничных условий, мы будем заимство- 
вать из рассуждений ВикВоЙ’а и Гапоег’а. 

Функция Грина С (5х, ЕЁ, ^), которой посвящен этот параграф, полно- 
стью определяется следующими свойствами [см. (*), гл. Ш]:1 

1) при любом Е из отрезка [0, 1] она является непрерывно дифферен- 
цируемой функцией от 2 в каждом из интервалов [0, & и [Е, 1] в отдель- 
ности и удовлетворяет внутри них однородному уравнению 


дб | 
А а ВС = С; 
2) в точке х =Ё она имеет заданный разрыв 
(Е --0, 6 ^) С 6-—0 5 ^) АО) 


где А (=А (), т. е. А, @=&д, ©); 
3) при любом Ё из [0, 1| каждый ее столбец, рассматриваемый как 
вектор-функция от х, удовлетворяет граничным условиям (3.3). 
Последнее свойство можно записать следующим образом. Пусть 


бт. -. п 0 а 0 
ЙА бр брт , В == 0 0 
0 вв 0 Вр, 1 а 1$ Ва, в 
О АН 


Тогда должно иметь место равенство 


ое и 
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'Исходя из этих трех свойств, мы построим С (т, Ё, ^). Пусть У (х, ^) — 
‘матрица фундаментальных решений системы [у—Ху = 0. Из первого 
«войства следует, что ь 
СЕК о ^) С (Е ^) при < 
ие Л) = 
: У (г, ^) С. (Е, ^) при ®—>ь 
где С:, С, — не зависящие от х матрицы, подлежащие _ определению. 
Второе свойство приводит к соотношению 


У (5, №) 1С» (6, ^) — в, (© 1 =В(®, 
откуда следует: 
С» (5, ^) = С, ($, ^) +2(, ^8(9, 
тде 
26,  =У" (Е, №. 
Третье свойство позволяет определить С, из уравнения 
[«У (0,*^) -- ВУ (1, ^)] С, (Е, + ВУ (1, ^)2(5 ЛВ =0. 
Матрица Ё(^) =аУ (0, ^) -- ВУ (1, №) при интересующих нас Х не вырож- 
дена, ибо, как легко убедиться, нули ее детерминанта 
К (^) = де | Е (^)| 
‹<уть собственные значения оператора Г.. Таким образом, 
С (т, Е №) =У(2, ^)Н (0) 2 №80, (3.4) 
где 
— Е * (^)ВУ(а, №) при х<Ё, 
Н (\) = —1 Я 
1—Е `` (№) ВУ (1, №) =Е `` (%) “У (0, Х) при з>ё. 
Для проведения асимптотических оценок удобно преобразовать фор- 
мулу (3.5), следуя работе (?). Введем в рассмотрение символы 
е 5; при Ве №; < 0, 
а О при Ве»жу,; > 0, 
> при Ве^т; < 0, 
8; (^) = а при Ве»у; > 0. 
Матрицы, составленные из них, обозначим через /* (№) и /“* (№). Очевидно, 
ГОГ =Г. 
Нетрудно проверить [см. также (?)], что 


Анри шо 
Н®=б- Мо ши в (3.6) 


(3.5) 


где 
0 (^) = 21 (А) [ау (0, ) Г") — ВУ (1, ГО]. 
Как показано в работе (°), матрицу У(х, №) можно выбрать так, что 
в каждой из полуплоскостей ВеХ>0 и Ве» < 0 ее элементы при 
|^ |-> со представляются асимптотическим рядом 

$7; (2) 9 № (=) { . 
и 9) , 

(3.7) 


^Г; (х)-+ В; (х) 
У Ене 


* Отметим, что эти ряды в разных полуплоскостях — разные. 
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где 


х х 
Г.) = 4 В; =— фа. 
0 о 
В этом параграфе нам достаточно ограничиться главным членом ряда 
(3.7), а именно, будем писать 


^Г;(х)-- В; (х) ( Ф:; (х, Л 
е 


б:; ыы , (3.8). 


где фи(х, ^) — аналитическая и ограниченная в данной полуплоскости 
функция от ^. В $5 понадобятся более точные сведения о зависимости 
фи от ^. Из (3.7) следует, что 


фи (2, №) =? +0 (5) (3.9) 


причем само выражение для Ф® (2) нам не потребуется. 
Из (3.8) очевидно, что для ох матрицы О ^) 


У; (2, ^) У 


аа (х)— 


Я пуд ЕНЫе (8.10) 


где ф;;(х, ^) — функции того же типа, что и $; за ^). 
Будем обозначать символом []|] такую. функцию от ^Х, которая при 
больших |^| ведет себя, как 


й=/+0(5), 


где / не зависит от ^. В частности, (3.8) можно записать так: 
у ^Г,(х)-Е В; (х) 
У; (т, ^) = ь й [5:5] . 
Теперь нетрудно написать асимптотику: 
К (№) = 90% | “У (0, ^) -- ВУ (1, ^)|. 


Если обозначить для краткости Г; = Г; (1), В; = В; (1), то 


К 0) = 
ово [аъ], [%1, р] мое [бт] 
[01], ...у [“ рр], [р, р] 9..9 [брт 
Г, В: АГ В Г В 
= (Вуаа ВТА ооо АНЯ Тони -ио ЗЕ 
ой В 
. ‚Пр я а 
а р Е. ога, 
(31% 


Отсюда видно, что существует такое $> 0, для которого при Вех > $ 
детерминант К (^) не имеет корней: разлагая его по минорам последних 
п— р строк, мы получим: 


К (^) —= 6 и пт (Че в; [.9>р*9е% | 041 и + 5), 


где е— функция, убывающая к нулю при Ве^-> со. Если один из на- 
писанных Детерминантов равен нулю, то главным членом будет следую- 
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щий минор такого же типа. Таким образом, спектр Г, ограничен справа. 
Аналогично доказывается, что он ограничен и слева, т. е. весь заключен 
в конечной вертикальной полосе плоскости Х. 

Асимптотическое поведение К (^) в каждом из секторов 


п п 
[аге ^ | < 5 — в, и 
при любом е > 0 определяется возрастающими экспонентами е^Г;. Рас- 
<мотрим сначала правый сектор 


п 
Б 


[ат *| < 


не 


Предположим дополнительно, что 


1 = 966 [ аа; ;<р Е 0, В: = 46% | Ва; |.з>р 0. (3.12) 
‘Эти условия имеют следующий наглядный смысл. Пусть в (3.1) &; =0, 
т, е. уравнения сводятся к тому, что функции и:,..., и» переносятся по 
характеристикам слева направо, а Ир:1,..., И» — справа налево. Тогда 
на левой границе первые и; должны выражаться из краевых условий 
через последние, а на правой — наоборот. Это и обеспечивается услови- 
ями (3.3) с помощью условий (3.12). 
Разлагая (3.11) по минорам нижних п — р строк, мы получим в ука- 
занном секторе: 
п % 
г Я ВА д № №. 
Вне Ты А ое [и (3.13) 
где ш, = 0. 
Для построения Ё 1 (^) нам нужны алгебраические дополнения К; (*) 
элементов Ё;; (^) матрицы Ё (^). 
Аналогичными рассуждениями устанавливается, что 


[ х > Гк 
е РН [У] при 2 <р, /<р, 
х х Гк 
е =Р+2 [У] при Ё>р, 7] <5р, 
р ы (3.14) 


ори р, р. 
п 


м Ге 
К=р- 


И Перу 


Здесь и ниже мы будем обозначать через У;; числа или функции от х, 
‚Е, значение которых нас не интересует. В этом смысле можно написать 


= =); (так как и, = 0) ит. д. 
; = 
Если обозначить элементы матрицы Ё `(^) через 


К; (^ 
Ф,; (^) = К (^) ’ 
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И А К 
то из (3.13), (3.14) будем иметь: 
[И] при < р, /<р, 
е^ГрРы [ТГ] при ё<р, > р, 
Ф,; (^) = |] еМГр-гр [У;] при #> р, «р, 
е Г [У при > р, 1 > р. 


Дальше уже простыми арифметическими действиями мы найдем оценки 
для матрицы 0 (^) и соответствующего ей первого слагаемого функции 
Грина 500 (2,1, ^) = У(2,\)0 0) 2, В©: 


ег ГЕН Гр [7] при ё<р, |<р, 
е^@“ (&—гГ; )[У;;] при < Р, 7 ру 
е\ ГГ ГГ: ©) [У] при #>р, /<р, 
е\ Гр Та ® Тат 9) [У] при Ё>р, > Р. 


8$ (в, Е, ^) = (3.15) 


Из неравенств (3.2) и монотонности Г; (1) следует, что все коэффициенты 
при ^ в показателях степени отрицательны при всех х, &, за исключе- 
нием, быть может, точек х =0, &Ё=0и х=1, Ё=1, где некоторые из 
них равны нулю. 

Рассмотрим второе слагаемое функции Грина: 


з _ [—У(,^) Г" 0) 2%) В(® при < 
им и 2Е)В® пизъЕ 


При Вех > 0 все элементы 22 содержат при х < Ё экспоненциальные 


множители 
х 


ху: (ай 
А+) о 


сЕ>р, а при х>Е— те же множители с {<р, т. е. коэффициенты в 
показателях опять отрицательны, кроме случая 5 =, когда они равны 
нулю. 

Итак, доказана 

ТЕОРЕМА 1. Функция Грина С(х,Ё,Х) оператора Г — М, где Г, = 


=. 4 мо В удовлетворяет условиям (3.2), (3.3), (3.12), имеет в секто- 


ре [атс ^ | <> —е с любым > 0 асимптотическое представление при 
Х | > со: 
: 4 
вые, \) = ани [И (в, 9-0 (5) |, (3.16) 
причем функции -}; (х,)<0 при всех 0 < хз, Ё<1, за исключением точек 
х =, где некоторые }; = 0. 
Теперь рассмотрим левый сектор 


[а8® —*| < —е. 


Асимптотика К (^) будет определяться опять экспонентами Ее но уже: 
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с наименьшими номерами 7. Если предположить, что 
оз — 466 | и; |< 0, В» = 4е В, |: 0, (3.17) 
]>п-р 1<п-—р 


то, аналогично (3.13), будем иметь в секторе: 


пр п—? , пр 
лу г Х Вь ху» 
К о ав рне "7 из (3.18) 


где ш»› Е 0. Дальше можно, рассуждая как и выше, получить следующие 
оценки для 80: 


а У] присир е р, 
Г; —Г; (&Ь-—Г; Г; (х) . ь 

Е (т, Е) = ОЕ. У при бр, >, (3.19) 
е при #>п— р, 7 <р, 
е 


МГ; (х)—Г; (Е)) [И] 

9) 

^ Ре ; — . . 
а 


Здесь уже не все экспоненты убывающие. Например, при п—-р<ё< 
</<риз>Е 
Г: (2) — Г; ($) <0 


и соответствующее слагаемое 81 (х, Е, ^) может неограниченно возрастать 
при |^ |-> оо. Подтверждением этому служат примеры отсутствия полноты 
собственных функций в$ 4. 

Тем не менее в случае р=п— р (т. е. при п=2р) подобные непри- 
ятности исчезают, и 8@), как видно из (3.19), убывает в левом секторе 
так же, как (3.15) — в правом. 

Относительно слагаемого &® устанавливается, что оно убывает, как 
и в предыдущем случае, т. е., в частности, не может погасить возраста- 
ния С за счет &@). Таким образом, доказана 

ТЕОРЕМА 2. Функция Грина С(х, Ё, Х) при условиях (3.2), (3.3), 
(3.17) имеет в секторе [а ^—*|<5—е с любым в>0 асимптоти- 


ческое представление (3.16) при |\|->со, причем если п = 2р, то все 
Ру (т, Е) > 0, за исключением точек х =, где некоторые }1; = 0. 

При р>п—р некоторые };(х, ЕЁ) отрицательны, т. е. соответст- 
вующие С;; (х, Ё, Х) могут экспоненциально возрастать. 


$ 4. О полноте собственных функций 


Результаты предыдущего параграфа можно использовать и частично 
дополнить, изучая полноту собственных функций оператора Г.. Мы дока- 
жем, что полнота имеет место в случае п = 2р. Из теорем 1 и 2 следует, 
что в этом случае С(х, Ё, №) убывает экспоненциально в обоих рассмот- 
ренных в $ 3 секторах. Устремляя в к нулю, мы можем в пределе 
утверждать во всяком случае ограниченность С вблизи мнимой оси, если 
только мы находимся на конечном расстоянии от собственных значений. 

Повторяя рассуждения работы (*), можно установить, что при [Х |-> < 
собственные значения асимптотически приближаются к корням целой 


904 К. В. БРУШЛИНСКИЙ 


функции, которая получится, если в детерминанте (3.11) выражения 
[9%;] и [В] заменить их главными членами 9.;, В;. Эта функция имеет 
вид (после разложения по минорам нижних п — р строк): 


(4.1) 


м 
Ко(^) = о Ак е^®к, 
К=1 
пр т 
где 6, расположены в порядке возрастания от 6: = УГ» до 6м = >» Ри 
Е =1 К=р-Е1 
а ее корни, как мы уже отмечали, заключены в вертикальной полосе, 
и в любом конечном отрезке этой полосы их содержится конечное число, 
асимптотически пропорциональное длине отрезка. Таким образом, собет- 
венные значения оператора Г, расположены не слишком часто и это 
позволяет нам провести контуры С„, указанные в $ 2, так, что все они 
пройдут не ближе некоторого фиксированного расстояния от спектра. 
Теперь нетрудно показать, что для любой ограниченной функции 
71(%) интегралы 


стремятся к нулю при п -—> со. 
Разобъем интеграл по Ё на два: 


1 
+ 
оо <  [х->8 
и выберем 9, так, чтобы 
\ сеью/®&| <= 
—<8, 


При этом, очевидно, 


=фх \ бе, ь Ю/04@| <= 
Съ 


[<—Е|<8: 


Оставшийся интеграл разобьем на два по \: 


5-14 


Ст Ст Ст 


где С„:— часть С„ внутри секторов 
[ат [5—8 [ав —^| <, 


а С„›— остальная часть С„. Выберем 85 так, чтобы 


1 
1 @ (х, &, №) 1 (Е) Е 
\ т. ах|<е. 


С по 
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Стремление к нулю 


ый С (х, Е, №) 1 (Е) Е 
2 л 41. 
Ста [х—&]> 81 


следует из теорем 1 и 253. В силу произвольности е, утверждение 
доказано. 


Заменяя, далее, /„ суммой вычетов по полюсам [см. (1)], мы получим 
разложение функции 
1 


у(2) = \б(е, & 070% 


0 


в ряд по собственным функциям оператора [. Такой вид имеет любая 
функция из области определения Г, если точка Х =0 не принадлежит 
спектру. Сформулируем полученный результат. 


ТЕОРЕМА 3. Оператор Г. = АЕ + В, У2озвлетворяющий условиям 


(3.2), (3.3), (3.12), (3.17), обладает полной системой собственных Ффунк- 
ций, если число уравнений п четно и граничные условия (3.3), согласован- 
ные с матрицей А, заданы на обоих концах отрезка в одинаковом числе 
(р=п— р). 

В остальных случаях, т. е. при. р > п — р, теорема 2 не обеспечивает 
убывания С(х, Ё, ^) влево, и полнота, вообще говоря, не имеет места. 
Мы проиллюстрируем неполноту двумя примерами. 

1. Пусть В =0, т. е. система уравнений Гу = у распадается на 
п. отдельных уравнений 


ау; 
с граничными условиями (3.3). Пусть р=п— 1, т. е. 


У} ан У: (0) = 0, ос ..п— 1, 

— (4.3) 
У} Вгу: (1) = 0. 

= 


Знаки @(5) могут быть произвольными, в том числе и согласованными 
с (4.3). 
Общее решение системы (4.2) имеет вид 
Г; (х) 
Е 
Подставляя это решение в (4.3), мы получим систему уравнений для 
констант С: 
п 
Уве С: = 0, к=1,...,п— 1, 
= (4.4) 
мг 
о В: не =0: 
в 
Приравнивая нулю ее детерминант, мы найдем собственные значения 
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которые обозначим через №». После этого С; определяется из любых 
п—1 уравнений системы (4.4), например из первых. Следовательно, 
в качестве С; можно взять миноры (п — 1)-го порядка матрицы (%:) и 
они не будут зависеть от №. 

Таким образом, собственные функции равны 


У Е бет, 


где С; не зависят от А. Допустим, что любую вектор-функцию / (т) можно 
разложить по ним в ряд: 


(©. с ы - .. 
(а) = Ув (2) = СУ ве ®. (4.5) 
К=1 `К=1 
Если п>3, то среди Г;(х) всегда найдутся две функции одного 
знака. Пусть, например, Г; (2) > Г; (5х) > 0. Образуем функцию 
(т) = Ге" Г; (2), 


что возможно вследствие монотонности Г;(х). Она существует при всех 
0<х<1, так как Г;(х) всегда принадлежит области значений Г; (5). 
Тогда, очевидно, Г; (5) = Г: (ф(5)), и из (4.5) следует, что 


со со 
с = Уи = Уве — рф). 
й] 


С. 
К=1 К=1 ы 


Таким образом, компоненты /+(2) и /;(х) не могут быть произвольными 
функциями. 
Итак, доказана 


ТЕОРЕМА 4. Система собственных функций оператора Г = А 
с граничными условиями (4.3), т. е. при р=п— 1, всегда неполна при 
п 3, 

2. Второй пример относится к условиям (3.12), (3.17), используемым 
в теореме 3. Покажем, что они существенны. 

Рассмотрим снова оператор Г, = А С с граничными условиями (3.3). 
Допустим, что среди этих условий можно выделить т < п соотношений, со- 
держащих только т функций у,, для определенности, у1,...,У„. Остальные 
п — т соотношений могут содержать все п функций. Тогда, поскольку 
система (4.2) распалась на отдельные уравнения, мы можем рассмотреть 
оператор Г, — часть С, в пространстве вектор-функций (у1,..., Ут) и полу- 
чить для него собственные значения №; и собственные функции. №; будут 
собственными значениями также и оператора Г, а собственные функции 
Г получатся из собственных функций Г, если доопределить константы С+, 
[> т, из оставшихся п — т граничных условий. Отсюда следует, что 
система собственных функций Г, не может быть полной независимо от 
полноты /л. 

Действительно, если собственные функции [. полны, то разложение 
= (71,...,/м) по собственным функциям Г полностью определяется. 
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первыми 7 компонентами и, значит, функции ]и.1,..., п не могут быть 
произвольными. 

Если у Г; нет полноты, то нам уже не удастся разложить по собственным 
функциям любой вектор (},... ‚/т), т. е. и подавно мы не сможем 
сделать этого с вектором (/1,..., /»). 

Сказанное относится к любым пир< и. В случае п = 2р теорема 3 
утверждает полноту при условиях (3.12), (3.17), которые и исключают 
рассмотренный пример. 


$ 5. Обоснование формулы обращения Лапласа 


Если смешанная задача решается, как указано в $2, с помощью 
преобразования Лапласа, то мы получим решение в виде (2.6), если 
только функция 

1 


(т, №) = — (2, Ь № шо (8) 4, (5.1) 
0 


рассматриваемая как функция от Х при каждом х, может служить 
преобразованием Лапласа некоторой функции от #. Мы докажем это 
в предположении известной гладкости начальных данных и, (5). Кроме 
того, в дальнейшем изложении мы потребуем выполнения условия (3.12) 
для коэффициентов ок, Ви;. 

Будем обозначать символом О (^) функции вида 


—а^ 


е 
@(^) = х не, (5.2) 
1 УМа,е 
В 
где а>.0, 6% >0, Ах — произвольные числа, а число слагаемых в зна- 


менателе ограничено для всех функций одним и тем же числом №. 
ЛЕММА 1. Если начальные данные из(т) имеют ограниченные первые 
производные, то функции э;(х, №), определенные формулой (5.1) в полу- 
плоскости Вех >> $ правее всех полюсов С (х, Е, ®), имеют вид 
1\ 
] 


(и, №) = = А 0(; (5.3) 


› 
где %°(т, Х) при каждом фиксированном х есть линейная комбинация 
конечного числа функций О(®) или интегралов от них по Е в конечных 
пределах. 

Для доказательства рассмотрим функцию Грина С (х, Ё, ^) при Вех > $. 
Как ив $3, будем исходить из формулы (3.14), но теперь в ней нужно 
учесть все экспоненты, а не только старшую. Записывая главный член 


в форме (4.1), находим: 
м 44 

К) =У 4+0 (5). (5.4) 
К=1 


Такой же вид имеют алгебраические дополнения матрицы #Р (Х), а также 
матрицы У(х, ^) и 0(х, ^). Значит, в соответствии с (3.4) и (3.5), 
7 
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элементы С (х, Е, ^) представляют собой отношение функций типа (5.4), т. е. 


де 


№ 
о т | 
И и! 6.5) 
дк 


1 ы. 
Члены, включенные в символ 0(5.), содержат малый параметр в виде 


7 
а [см. (3.8)], или, в силу (3.9), в виде 


92; (+) о = 
2] 
Коэффициентами при этом малом параметре будут, очевидно, отношения 
конечных сумм типа (5.4). Из теоремы 1 следует, что старшие показатели 
5, в числителях этих дробей не превосходят старших показателей в 
знаменателях (иначе функция С (х, &, ^) стремилась бы к бесконечности 
при ВеХ -> со). Поэтому если мы разделим числители и знаменатели 
на старший член знаменателя, то все дроби станут конечными суммами 
функций О (^). Тем самым лемма доказана только для остаточного члена, 
а в главном нужно еще выделить множитель Е 
Из (3.4) следует, Что зависимость С; (х, Е, ^) от Е осуществляется 
в главном члене (5.5) множителем 


Е ^Г; (©)—В; (5) т, (®. 
В силу дифференцируемости и’; (©) мы можем проинтегрировать главную 
часть выражения С; (х, &, №) из; (&) по частям, после чего получим функ- 
ции того же вида или интегралы от них по &, но уже с множителем = : 
Лемма доказана полностью. 

ЛЕММА 2. Функция о О (*) является преобразованием Лапласа 
функции от 1. 

Выберем $, > $ такое, что при Вех >> $1 


|5 Аке т. 


&=1 


Тогда О (*) можно представить в виде ряда 


9) = «У (У т > аа (+2 { в 


п=0 А=1 ПО А1--...НКу=т 


который сходится абсолютно и равномерно при Ве^ >> $1. Про такой ряд 
(ряд Дирихле) известно [см. (“), гл. 2, $ 6], что, будучи поделен на Х, 
он является преобразованием Лапласа функции от Ё в области Ве» > $1. 
Однако интеграл тина (2.6) не зависит от о, и мы вправе двигать контур 
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` интегрирования влево до ближайшего нуля знаменателя, т. е. в нашем 
случае до $. Из лемм 1 и 2 непосредственно следует 


ТЕОРЕМА 5. Функция о(х, ^), определенная формулой (5.1) при 
дифференцируемых начальных данных ис (2), яеляется преобразование 
Лапласа функции 

6-10 
и =ыт | р(х, ^) ем а». (5.6) 


в—1с0 | 
Контур интегрирования берется правее всех полюсов С (х, Е, ^), а инте- 
грал понимается в смысле главного значения. 

Действительно, первое слагаемое в (5.3) есть преобразование Лапласа 
(или его интеграл по Ё, что не меняет дела), согласно лемме 2, а оста- 
точный член является таковым на основании хорошо известных теорем 
о преобразовании Лапласа [см. (3)]. 

Таким образом, доказав законность, мы получаем решение нашей 
смешанной задачи в интегральной форме (5.6). Отсюда можно сделать 
заключение о росте решения по #. Так как %:(5, ^) определены при Вех >> $, 
где $ = зар Ве^», а Х, — собственные значения оператора /,, и являются 
преобразованиями Лапласа и; (Е, 2), то интегралы 


\ ие 


0 


сходятся при указанных ^. Значит, подынтегральная функция стремится 
к нулю при {> со, и во всяком случае 


[из (2, 2) | < ето! (5.7) 


при любом => 0. Наше решение имеет, таким образом, конечный эксно- 
ненциальный тип, определяемый спектром дифференциального оператора Д.. 

В заключение этого параграфа отметим, что полученные результаты 
существенно зависят от согласованности краевых условий с матрицей А. 
При отсутствии согласованности мы не можем утверждать, что теорема 5 
имеет место. Например, если, сохранив неравенства (3.2), задать краевые 
условия наоборот: р— на правом конце отрезка, и п—р— на левом, то 
тем же путем придем к результату, противоположному теоремам 1 и 2: 
функция Грина будет убывать в левой полуплоскости и ре: экспо- 
ненциально возрастать в правой, т. е. мы не сможем, вообще говоря, 


обратить преобразование Лапласа. 


$ 6. Решение задачи в обобщенных функциях 


В предыдущем параграфе теорема 5 требовала дифференцируемости 
начальных данных. Это было существенно, когда речь шла об обычных 
дифференцируемых функциях в качестве решении задачи. Иногда, однако, 
бывает полезно обратиться к обобщенным функциям, т. е. к функциона- 


лам в каком-либо пространстве функций. Такие вопросы поровно изла- 
гаются И. М. Гельфандом и Г. Е. Шиловым в. работе (5) и книге ($) 


К совету И. М. Гельфанда 
с применениями в основном к задаче Коши. По ‹ у 1 
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мы воспользуемся обобщенными функциями для случая смешанной 
задачи. С этой целью объясним коротко в удобной для нас форме 
преобразование Ланласа для обобщенных функций. 

_ В качестве основного пространства функций рассмотрим пространство 
Ф = {Ф(0)} финитных бесконечно дифференцируемых функций $(1, 
заданных при Ё# > 0 и обращающихся в нуль вместе со всеми производ- 
ными при # =0. Обобщенной функцией и({) назовем любой линейный 
непрерывный функционал в пространстве Ф и обозначим его через (и, $). 
В частности, если и(!) — обычная функция, заданная на полупрямой 
1>0, то она определяет функционал 


со 


(и, $) = и (0+0 4, (6.1) 


0 


т. е. является обобщенной функцией. 
Двойственное пространство $ сконструируем из аналитических функций 
ф(^), являющихся преобразованиями Лапласа функций ф (1: 


$) = \ #0 ем 42. (6.2) 
0 
ТЕОРЕМА 6. Пространство Ч = {$(®)} преобразований Лапласа 
функций $ (]ЕФ полностью характеризуется следующими свойствами: 
1) $Ф(%) — целые аналитические функции. 
2) В любой фиксированной полуплоскости Вех > $ $(^) убывает с 


ростом |\| быстрее любой степени — 


3) Для каждой функции $(®) существуют и >О0исС такие, что 


[Ф.(®) | < Се ®Ве^ при Вех < 0. 


Доказательство. Докажем сначала необходимость перечисленных 
условий, пользуясь формулой (6.2). 

Свойство 1) очевидно. Свойство 2) получается интегрированием (6.2) 
по частям с использованием финитности функции ф(), равенства нулю 
всех ее производных при Е =0 и ограниченности е-^! при ВеХ >> 5. 

„Докажем необходимость условия 3). Пусть ф(ёЁ) =0 при Ё > &. Тогда 
при Вел < 0 

‘, ь 
|= Кофе < елчвех \ [$ (0) [46 = Се-иве, 


0 0 
Установим достаточность условий. Пусть Фф(^) удовлетворяет усло- 
виям 1), 2), 3). Тогда [см. (3)] она является преобразованием Лапласа 
функции 
6-10 


в =— \ $(®) гал, (6.3) 


6—1 


где интеграл абсолютно сходится при любом конечном с и не зависит 
от с. Нужно доказать принадлежность ф(!) к классу Ф. 
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Дифференцируя (6.3) по &, мы, в силу условия 2, будем опять полу- 
чать сходящиеся интегралы, т. е. ф(!) бесконечно дифференцируема. 

Пусть #< 0. Тогда, в силу ограниченности е^ при Ве» >> с и малости 
$ (.) при больших |^ |, мы можем замкнуть контур интегрирования (6.3) 
справа полуокружностью сколь угодно большого. радиуса, не меняя при 
этом значения интеграла. Поскольку под интегралом стоит целая функ- 
ция, отсюда следует, что ф(!) =0. Аналогично доказывается равенство 
нулю всех производных при # = 0. 

Пусть {> 1, где ® определено условием 3) для данной Фф(^). Тогда 
при Вел < 0 

1$ 0) ем | < Сей-ь ве», 


т. е. подынтегральная функция убывает влево настолько быстро, что мы 
можем замкнуть контур таким же образом полуокружностью слева. Отсю- 
да опять получим ф (1) =0, т. е. финитность $(!). Итак, формула (6.3) 
определяет для любой ф(\) с Ч функцию ф(ЙЕФ. Теорема доказана. 

Введем в пространстве Ч линейные непрерывные функционалы (9, $) 
п назовем их обобщенными функциями 2 (^). 

Определение. //реобразованием Лапласа обобщенной функции и (#) 
назовем обобщенную функцию т(\), определяемую равенством 


(с, $) НЕ (и, ф), (6.4) 


где $ (Г) — обращение Лапласа (6.3) функции Ф(\). 
Обращение и (1) функции 2 (^) задается той же формулой (6.4), а ф(\) 
есть преобразование Лапласа (6.2) от $Ф(1. 
Пусть и (1) — обычная функция экспоненциального типа при #>0, а 
2 (^) — ее обычное преобразование Лапласа. Тогда из (6.4) можно по- 
лузить явный вид функционала (5, ф): 


со б-1со 


со 7 
(>, УЕ ® = деда = ит \ Фоемай = 
0 0 6в—160 
—в- 100 со 1 —0в- 10 
1 С 59 т 
= \ \ иде мф(— 44 = > \ 2 (4) Ф(— №) а; 
—0в—10600 —6—400 
прямую Ве” = — с нужно брать ‘при этом правее полюсов ? (^). Таким 
образом, в рассмотренном случае 
1 8-Рйсо 
(фаз \ 20) (-№ 4, (6.5) 


где $ расположено правее полюсов # (^). р 

Но формула (6.5) определяет лине’ный непрерывный функционал в 
пространстве Уи не только тогда, когда Ф (^) есть преобразование Лап- 
ласа функции. Мы сформулирусм достаточные условия в виде следующен 
теоремы. | м 

ТЕОРЕМА 7. Аналитическая функция 5 (\) определяет обобщенную 
функцию в пространстве Ч с помощью формулы (6.5), если она не имеет 
полюсов правее некоторой прямой Ве ® = 50 и возрастает в полуплоскости 
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Ве» >> 5 при |^|-> со не быстрее некоторой степени \. В этом случае 
она является преобразованием Лапласа обобщенной функции и (1), опре- 
деленной с помощью (6.4). 

Доказательство очевидно. 

Используя теорему 7, можно повторить результаты теоремы 5 для 
любых интегрируемых начальных данных и,(2), если понимать решение 
задачи как обобщенную функцию, и при этом не производить громозд- 
ких оценок $8 5. Непосредственно из теоремы 1 следует ограниченность 
С\(х, ЕЁ, ^), а значит, и 9(х, ^), правее некоторой вертикальной прямой. 
В силу теоремы 7, это оказывается достаточным для того, чтобы 5(х, ^} 
определяло обобщенную функцию и (ё, 2), являющуюся решением постав- 
ленной в $ 1 смешанной задачи. 

В заключение автор приносит искреннюю благодарность И. М. Гель- 
фанду, под руководством которого выполнена эта работа. 


Поступило 
19. ХИ. 1958 
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Ю. Н. ЧЕРЕМНЫХ 


ОБ АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком И. Г. Петровским) 


В работе рассматривается однородное линейное параболическое урав- 
нение, определенное в области (0 < <Ф(1), # > 0). Исследуется вопрос 
о характере убывания при 1 > со решения, обращающегсся в нуль (или 
убывающего) на боковых границах этой области, в зависимости от фун- 
кции ф (1). Работа примыкает к результату Кшижанского (1), показав- 
шего, что решение параболического уравнения, коэффициенты которого 
удовлетворяют некоторым неравенствам, равномерно стремится к нулю 
при {> <о в области (0 <#<1, #> 0), если оно стремится к нулю при 
= и я =. 


Рассмотрим однородное линейное параболическое уравнение: 
Гл == а (5,1) их 6 (хи. с(х, фи и, = 0, (1) 


заданное в области С, граница СС которой состоит из отрезка [а, 6] 
оси х и двух непересекающихся гладких кривых х=Ф(, х=ф(И 
(#0 <$00, 120. 
Коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям: 
1) а(х, 1), Ь(х, 1), с(т, У 6С®в С, @ 
2) а(х, 1) 24% > 0, с(х, 9 <0,6(2, ) <ВвС 
(а, В > 0 — постоявные). о 
Мы скажем, что функция ](х, ) СГ в С, если она непрерывна в С 
и` обладает в С непрерывной второй производной по 5 и непрерывной 


первой —по {. 
Под решением и (х, #) уравнения (1) в С будем понимать функцию, 


принадлежащую классу Гв С 
При сделанных предположениях справедлива следующая 


ЛЕММА 1. Пусть существует функция 5 (т, 1) ЕГвС (7 (х, ЦЕГвС), 
удовлетворяющая требованию 
[о > 0(2[9% < 0)вб, 
и пусть и (т, 1) — решение уравнения (1) в С, для которого выполняется 
условие: _ 
и (х, Ро (а, 9 (<) (т, 4) на СХ С. 


Тогда в @ 
ива (а, 9 (< (а, 4). 
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ЛЕММА 2. Пусть существует ФункцияУТ (х, #) С Гв С, удовлетворяю- 
щцая требованиям: 

1) У (=, )>0 в С, 

2) ГУ < 0 в С, 


и пусть и(т, Г) — решение уравнения (1) в С, для которого выполняется 


условие | 
и (т, [0 =и (я, [= = 0 при > 0 (*) 
Тогда в С 
|ш (2, 9155 ВУ (6 9, 2) 
где 


шах [и(х, 0) | 
7» __ а<х< 
И у 
а<х<ьЬ 


„Лемма 2 легко доказывается с помощью леммы 1 *. 
Рассмотрим частный случай области С — область 


С, (0=$(1) <х<$(1)==<1, > 0). 
Заметим, что если 2(5) есть решение дифференциального уравнения 
@2” —- В --1 =0, (3) 


обладающее второй непрерывной производной на [0, =] и удовлетворяю- 
щее условиям: 
2 (2) >0, 27’ (2) 20, #’(2)<0 при О<а<ь, (4) 


то для него справедливо неравенство: 
а (х, 2 -6(х, 2 с(х, 232’ - В =—14. 
Решение 
2. (= Ва к 
2(2) = — в е% АЕ ее ре“ (5) 
уравнения (3) ** удовлетворяет условиям (4) и условию 
В 


В 
< ее "< 2) 52 <овем' (0<;<э. (6) 
0 


ТЕОРЕМА 1 ***. Пусть граница области С. образована осью & (# > >0), 
прямой х=в<1 и отрезком [0, =] оси т, и пусть и(т, 1) — решение 
уравнения (1) в С., удовлетворяющее условию (*). Тогда в @, 

@5 и 
[и (2, | <2 шах [и (2, 0)[е На, 
0<х<= 


ТЕ 
где Н =е%. 


* См. также теорему 1 работы (1). 
** Решение (5) получается из общего интеграла уравнения (3) 


ИР 
2 (2) = — ве 4% В 8 


*** Теорема 1 доказывается почти так же, как теорема 2 работы (1). 
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Доказательство. Положим И (х, 1 =2(2)е М и подберем Х>0 
так, чтобы У (5х, #) удовлетворяло неравенству ЛУ < 0. 


Мы. имеем: 
ГУ =а(х, ем Ь(х, дем с(ж, даем 4 в-е—м. >, 


или 


&^ ИУ _ ак, 2" Вх, ет, 
р УЕ: 74 


Ека ем, 


Приравнивая правую часть последнего неравенства нулю, находим, что 


Мы нашли функцию У (х, #), для которой выполняются требования 
леммы 2. Поэтому, поскольку и(х, #) удовлетворяет условию (»*), мож- 


но написать: 
шах |и(х, 0) | ах |и(х, 0) | _в. (= 
[ш(жи) [те УЕ (а, < ‚еее, рег и —- 
бек ‚ 1 Е 0 
24 
к - 
<2 шах [и(т, Оше * (>0, 
0<х<Е 
р ев: 
рде Я. = 6 ®. 


Теорема 1 доказана. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть рассмат ривается область С. (0 <х<ф(и, ё> 0), 
где функция х =ф(1) удовлетворяет при Е>0 требованиям: 
1) ФС”, 
2) 0<$() <1, 
В 


В ; - 
ЭФ <о* =. 
Пусть и (5, #) — решение уравнения (1) в С», для которого выполня- 


ется условие (*). Тогда в С» 
{ 
и 
2Н у $" (т) 


| (х, )|<2. шах |и(х, 0)|е 
0<х< (0) 


Доказательство. Заменив в решении (5) и условии (6) = на $ф(0, 


получим: 
в в. В 
(ф(б—х) 8} 1 р $(0 20 а 9 
2 (7, = — в ‚. Ось -- 32 е“ ’ 
(0 
(0<%2<(1). 


-1 - в. 
+) 7 $ 
у. = $ (де м 20. < „фе“ 


* Условия 2) и 3) теоремы будут выполнены для всех &, больших некоторого &, 


если И (ф(0>0) и м (ф’ (0—9. 
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Для частной производной 21(х, #) а: неравенство 


ак ое 5+, 


Положим 
Иа, ое 


где ^ (1) — пока неизвестная функция &, которую мы подберем так, чтобы 
выполнялось неравенство У < 0. 

Мы имеем: 
ГУ ==4 (4, #) 2ххе МО-ЬЬ (5х, 1) хе О-Ес (х,)2е М — пе ^-:е^®.м№ (1), 
или 


«^^ ту а (<, 92, тоя, а, ре да й И 4 2 : 
——=— + ^’@) <——=-- + х< 
1 В Н В 
У (0 -—-+— $? (+ — (4) | ехр ($ (1) 
а Че с а № 
ИО т В = 
Таь ®° (@) ехр 5 +) 


2. _ № Са МХ ВОО . 
< "Я У @ ВФ ти $ (@) о 


Приравнивая правую часть последнего неравенства к нулю и интегри- 
руя от 0 до &, находим: 


1 


м ао 240 “Ф’ (<) В 
= ны бан ачочьео 


Таким образом, функция 


: 
а, ат 24% $" (т) В 
—— ов. томе 


У (<, и =2(, де 


удовлетворяет требованиям леммы 2. Поэтому для всякого решения и (х, () 


уравнения (1), удовлетворяющего условию (+), имеет место в С, неравен- 
ство (2). 
Для функции Т (5, #) справедливы оценки: 


Из условия 3) теоремы следует, что 
| 


ат 2. ф’ (т) 
м\ > Е и“ @20, 
0 


а тогда 
{ + | 


а0 ат 240 ( Ф’ (т) а ат 
га 2 в 2(=) < т (> 0). 
0 0 0 
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Используя (7), окончательно получаем: 


5 ат 
1  2Н340) | 
Ибо рено ль ин); (8) 
Таким образом в 4 
: 
ыы Ат аз Ат 
А 2Н 3 $? (т) На) 
11 (2,0 | <-е у =2. шах |и(х, 0) |е * : 
0 


0<х<$ (0) 
Теорема 2 доказана. 
ТЕОРЕМА 2’. Пусть рассматривается область С, О-о. 
{> 0), где функция х =ф(1) удовлетворяет при ё>0 требованиям: 
1) $0 е — 
ВО 


3) [$' (90| < о 


Пусть и(х, #) — решение уравнения (1) в С., для которого выполня- 
ется условие (*). Тогда в С, 


[и (2, )|<2. шах |и(х, 0) |е . 
о<х<$ (0) 

Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет доказательст- 
во теоремы 2. 

Если в условии (Г) потребовать дополнительно ограниченности 6 (х, #) 
по модулю (|6(5х, | <%, В >0— постоянная), то можно несколько 
улучшить постоянную в оценке для |и(х, #)| в теореме 2. 

ТЕОРЕМА 2". Пусть рассматривается область С. (0 <#<4(1,#>0), 
где функция х =Ф(1) удовлетворяет при Е > 0 требованиям: 

1) Фес”, 

2) $(0 >0, 

3) 5+ < -р *. 

Пусть коэффициенты а(т, ло с(х, #) уравнения (1) удовлетворяют 
условию (1), |6 (2,1) | ЗЫ (% > 0), и пусть и (т, #) — решение уравнения (1) 
в С., для которого выполнено условие (*). Тогда в С 


5 Е 
12 (2, | <И2: шах ев 0) |-е о 
о<х<$ф (0) 
Доказательство. Положим 


уе дот оо. 


= Условие 3) теоремы будет выполнено для всех #, больших некоторого &,, если 
-ф (1) >0 ($(:)>0) и |ф' (1 |< М (М — постоянная). 
{—<о 


918 Ю. Н. ЧЕРЕМНЫХ 


Будем искать функцию ^ (1) так, чтобы удовлетворялись условия 1) п 2) 
леммы 2, затем оценим сверху И (х, 1) (с использованием условия 3) тео- 
ремы), после чего получим требуемую оценку. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть рассматривается область С. (0<х<$(0, 
1 > 0), где функция х=ф(И) удовлетворяет при {>20 требованиям: 

Пф@ЕС”, 

2) 0<$ф( <Т, Ч’ — постоянная, 

3) $’ @®|<М№, М — постоянная. 


Пусть коэффициенты уравнения (1) непрерывны в С. и (т) 
О<«<а<А, |5|<4%, —в<с<0. (с, — постоянная). 


Пусть решение и (х, 1) уравнения (1) в С» удовлетворяет условию (*). 
Если и (т, 0) >0 (0<:<5(0)) для некоторого п 2 удовлетворяет 
условиям: 


1" =О(и(т, 0)) (2—-0), [$(0) —=]" =О(в (2,0)) (—>$(0)—0), 


то в С. будет выполняться неравенство 


и (2, В > Аз” 


90° в. 


где К_> 0 зависит только от и(х, 0) в от эт” ©. а и В— от а, 
А, 6%, Со, в: М, п. 
Доказательство. Рассмотрим в С. функцию 


(а, = У (тие 
где 


У (т) = О п> 2). 


Выпишем частные производные функции у(х, 8): 


Ч 609 
я ду Оо ее 
О Ооо 
ВЕ т  114'(1) 
И О 
Мы имеем в С.: 
е^ ® [4 =аухх -- бух + су + Му— у: = 
Г А пот. 2 тп п? пЗ 
в [по аш. сов дру — паи А 
Ь С М тп 
Нат р озу д] Ну Нм "фу — 
+ поз" 2 ®_, соз РП, 28 


$ $0’ 
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или 
у ^ (0 1 те 
в п 0 оу * 7’ — Из И 
$(#) 


п. к Е 


Пи тс: т - ТС . тиф’ (1) 


Нас будут интересовать те ое > 0, у которых ^' (> 0 
Разобъьем промежуток (0, $ (1)) (1>0) на три части: 


А: = (0,«ф(1)), А» = ((1—а)$(0,$()), А: = 109$ 0), 1—9] 


де «> 0 — малое число, которое мы подберем ниже. 
Для А, и А. имеем: 


2 е р 12 2 . 

ф () —— ж 24п(®— 1) с08' ат. п? — Ап ол- п? — 
я” $@) 

— 5" вт 2ал 4 — сов? ол. 4 — 5. и 2ат «МУ > 0. 


Последнее неравенство будет справедливо, если взять х достаточно 
малым. 
На отрезке А. 


и поэтому 
(1) 
42 (0) и > О — Ап — 9". р — с — п МТ. 
я” т ы 
Положим й 1 
ТО 
тогда 
Т = 9-2 Апиа — В с ИА 0, 


если © выбрать достаточно большим. 
Таким образом, мы построили функцию 


в 
пх В 
АН” о 
ТИ 
для которой в С. выполняется неравенство 
[р > 0. 


Для и(х, 0) найдется такое # >> 0, что 


2 (м. Оз? = Ао (х, 0) (0<х5<4(0)), 


9) 
а тогда, по лемме 1, 
и (х, #) > № (5, 1) 
в С». Теорема 3 доказана. 
Рассмотрим случай, когда решение уравнения (1) не равно нулю на 
граничных кривых х =$(1) и х=ф(1) области С. 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть рассмат ривается область С. (0 <х<$(1,#> 0), 
где функция х =$(1) удовлетворяет при {> 0 требованиям 1) —3) те- 
оремы 2, и пусть коэффициенты а(х, #) и 6(т, 1) уравнения (1) удовле- 
творяют в С. условию (1), а с(х, #) =0. Пусть и (т, #) — решение урав- 
нения (1) в (5, для которого выполняется условие: 


и (х, 5-0 =1(2, В |5=.0= Ф() (>20). (++) 


Пусть, наконец, функция Ф(д ЕС”, Ф(й > 0, Ф’(1<0 (1>0). Гогда 
в @, 
1 
о ат 
и(, 0 > —21 ли ит, м КК 


0<х<ф (0) 


-Ф (2. 


Доказательство. Если И (5, #) — функция, построенная при до- 
казательстве теоремы 2, и 


К=2%| шш и(х, 0) —Ф(0) |, 
0<х<$(0) 
то 


и(х, 0) —Ф(0) > —А7 (2, 0) (0<=<$(0)). 


Кроме того, очевидно, что 


ии: 1.= ФМ (2,0 ‹(=0 2=90: 2-90) 
Следовательно, 


и (х, > —Т (1х, 0 +Ф() на С.^ С.. 


Поскольку 
Ем - ФО 0 


то по лемме 1 имеем: 


и (х, > —АТ (1, ВЕ Ф( в С,, 
или 
: 
= ат 


фз(т) 


и (г, ое +Физб.. 


Теорема 4 доказана. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть рассматривается область С.(0<х<ф(1, 


1 > 0), где функция х =ф(!) удовлетворяет при {> 0 следующим тре- 
бованиям: 


90 еСо, 

2) 0<$0<1, 

3) но тв< У@< 

Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют в С, условию (1} 
и пусть решение и (х, й) уравнения (1) в С. удовлетворяет условию (**). 

Пусть функция Ф (0) ЕС®, Ф(>0, Ф’ (1 <0 (1>0). Тогда если 


Ф’ (1) Г 
Фи? нев (29, © 
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то 
р а 
и (х, "о и (=, )—Ф(0))е 2” + 2Ф0 в @. (0) 
Если же 
Ф’ (1) й 
ФО ЗН Нии (#0). (11) 
то 
$ 
пы а 
2 Вах ое не. 


0<х<4(0) 


Доказательство. Если У (5, #) — функция, построенная при до- 


казательстве теоремы 2, 2(х, И >1ий= 2а( тах и (5, 0) —Ф (0)), то 
0<х<(0) 


и (х, 0) < АУ (х, 0) + 2(2, 0)Ф(0) (0<:<5(0)). 

Далее, ясно, что 

и (, ) < АТ (2, 1) + =(1, ИФ (4) при #=0, = (#8) (82.0): 
_ Положим 

И (х, 1 =АУ (а, В+ 2(, ИФ}; 
тогда 
и (х, ) < И’ (5, 1 на С.М С.. 
Если ГИ’ < 0, то, по лемме 1, 


и (2, | < ЕТ (1, 0 -- (2, ) Ф(1) в С.. (12) 
За 2(х, 1) примем функцию 


2 В 
Ва х Эа = РО а? 


2 ЕВ ат авАке 
2 (5, 1) ТР В? (1) е В? (т) е =. 1 Е и 
которая является решением дифференциального уравнения 


В 
24 а“ 
о 


41) 


бр = (). 


удовлетворяющим условиям: 


25 (т, сре 2-00, Фи =0 


1=2(0, #) < 2" 2х (2, Пе 
Е 2? 230 20-2 _ 
Е в — 
В В _ 8 
м 22 и м, Л 2% › е 
В? (#) Ву (0) 
В В В к 
242 о И: В? (1) а. $ 2ао о) 
Е Аи О ПЕ Ее 1— т, 
ИО ее в О" 


8 известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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* 
4 = 2. 99 р —— 2 $0 
= 8. — де * е т ме * при 0<;<ф(®. 


Покажем, что при таком выборе 2(х, #} ГМ <0вбС.. 
В самом деле, 


[М «Г [Е (т, ИФ (1 ] =а(х, 2. Ф (А +6 (х, =. Ф( + 
+с(х, 2. ФИ лФ()—2Ф’ (0 < 


В 5 В 
2% о А, __ 44%. а. И а Е. 
т Фо ы 
__ 24" 5 +(0 р 24 
ф Ве .Ф (# — 2Ф (< в: т (В Ф и — 


__ 4ао $” (8) 2$' (2) —9Ф’ (И — 
РФ — чер ФО —2$Ф' 0 =. 
Если О (1) < 0, то 


1 2% У ФО — $’ (@) 


Н`РО В 0 90 ФО’ . 
и обратно. 
’ $ о В 
Так-как $’ (@).> — ноев’ 
ща о ош Е 
НО ВУ ФО“ НУ, 


и поэтому из условия (9) подавно следует (13). 
Таким образом, [И < 0 в С.. 
Поскольку 
’ В - В 
“> — нов > ан’ 
имеет место неравенство (8), а потому (12) можно переписать так 
сы 
Н 
ие "о" 
“0 
Из (11) необходимо следует, что 


7 -+2Ф (0. (10) 


1 
а ат 


Ф0<ФОе #8” (>0. 


Очевидно, что 
[и (х, 0) | < 24а, шах |и(х, 0)|-И (х, 0). 
0<%<$(0) 
Используя (7), получаем: 
| 


а ат 


ФИ<Ф(@Ое 2" 2 ФОТ, < 


(14} 


24а ри а И, 2} 


же ЛВ (15) 
. 44 (0) -2= — $" (@) о 
О И 2-Е о 
В 2 2 
ИО те 149 4а В +) 
27 у т + в о ом ро-т Гы в“ - 
та 4 дао" 830 2 -В50 
—У0. у. я +хо. ` 93 (0 Е В @ ВАС г 


29 
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Из (14) и (15), на основании леммы 1, следует, что 
[и (2, 1) | < 24 шах |и(2, 0)|.Г (2, в бы 
0<х<$(0) 


или, в силу (8), 


1 
ао ат 


[и (1, 1)| <2 шах |и(х, 0) |-е о 
0<х<$(0) 

Теорема 5 доказана. 

Рассмотрим случай расширяющейся области С; (0=$() << ф(0), 
1 > 0), где $(0ЕС®, $(0)>0, $ (>0 (#1 >90). 

Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют в С. условию (1). 

Будем искать функцию УТ (5, #) снова в виде 

Их.) =. 0е-^®, 

где 


0 г 0-® 


: 
2 (2, 8) = — зе" г, 


О 40 
в + - а +7 
есть решение уравнения (3), И условиям: 


а а ф(1) 
О < + <2(2,) < су ) 


2х (2, 2) —0, (ан) 0’ да) < О щи 0<;<50(. 
Мы имеем: 
[У =а (т, 1) хе ^® 6 (х, хе М - с(х, зем — дем + 2^' (емо 
и 


т АИ а (=, 2. 6 (5, #2, с (5, #2 2} 
2 2 2 


В 
я а 


Приравнивая правую часть последнего неравенства нулю и интегри- 


руя от 0 до Ё, находим: 


ве 249 


(= ве 4. 
0 
При таком выборе } (1) [7 < = бвС 
Следовательно, если решение и(х, {) уравнения (1) удовлетворяет 
условию (+), то, по лемме 2, в 05 
[и (х, 8) | < ЕТ (1,0. 
Оценим функцию ‚Зы 
= а 
У (а, =2(х, Це ‘о 
в Сз снизу и сверху: 
1 
Ве у 
ев а 
Если, например, положить 


$0 =рш( +4) 
8+ 
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{4> 0 — постоянная), то получим: 
: 


шах [и (т, 0) | шах [и (х, 0) | ео 2 
0<х<$(0) 0<=<$(0) ао = 
[и (5,2) [< Шш УСО. У (2, 0 < г ее о = 
0<х<4(0) Ве 


-Е ша (— ы 11 (1+ а) о а 
= тах |и(х, 0)|-е& ее. 4% = шах |1 (5, 0) | 4% (+ а)", 
0<х<4(0) 0<=<$(0) 


где число п 5—1 положительно при достаточно большом В. 

Отсюда следует, что |и(х, #)| в этом примере стремится к нулю рав- 
номерно по О<х<ф(Й при #-—> оо. 

Если функция $ф(!) будет расти быстро, то, как показывает нижесле- 
дующий простой пример, решение уравнения (1), удовлетворяющее усло- 
вию (*), может стремиться к нулю при {> со неравномерно по х. 

Пример 1. Рассмотрим уравнение 


РИ и 


здесь 


а о сое 
Функция 


Са 0 


ем ИС е 
есть ретение’‘этого уравнения. 


Пусть ф(1) =:--(0); тогда при любом 2 >0 Пщти(хь, #) =0, а 
а ®,) 


т и а 
И В 
{->со а {со 
Однако существуют такие уравнения, для которых равномерное стрем- 
ление.к нулю решений, удовлетворяющих условию {(*), не зависит от 
степени роста функции ф(0. 
Приведем пример такого уравнения. 
Пример 2. Рассмотрим уравнение теплопроводности 
Гл == хх — И! == 0. 
Функция 
: - ия 0 — постоянная) 
У (х, ЕЕ? (#> 
удовлетворяет условиям: 1) И(х, И >0в С, 2) [У =0. 
По лемме 2, 
К 
УЕ+ Е. 
Автор выражает глубокую признательность Е. М. Ландису за руко- 
водство и помощь в работе. 


[и (2, 1 | ЗАТ (®, < 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
ПО Г. Е. ШИЛОВУ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


(Представлено академиком И. Г. Петровским) 


ГВ работе изучаются вопросы существования и единственности реше» 
ния задачи Коши для одного нового.класса систем линейных уравнений‘ 
в частных производных с коэффициентами, зависящими от простран- 
ственных переменных. 


1. В известной работе И. Г. Петровского (!) был введен весьма ши- 
рокий класс систем линейных уравнений в частных производных с ко- 
эффициентами, зависящими лишь от времени, для которых корректно 
поставлена задача Коши. Частными случаями таких систем являлись 
гиперболические и параболические системы. После появления работы (!) 
возник вопрос о корректной разрешимости задачи Коши для систем ли- 
нейных уравнений в частных производных с коэффициентами, зависящими 
от пространственных переменных. В случае! гиперболических систем этот 
вопрос был решен в работах И. Г. Петровского. Впоследствии в работах 
‚ряда авторов изучались параболические по И. Г. Петровскому вистемы 
с коэффициентами, зависящими от пространственных переменных и вре- 
мени [см., например, (?), (3), (15) и др.]. 

В данной работе изучаются вопросы корректной разрешимости зада- 
дачи Коши для одного нового класса систем линейных уравнений. в 
частных производных с козффициентами, зависящими от пространствен- 
ных переменных, а именно для параболических по Г, Е, Шилову систем. 

В работе Г. Е. Шилова (3) дано новое определение параболической 
системы, расширяющее определение И. Г, Петровского. Это определение 


состоит в следующем. 
Рассмотрим систему 


р О 
т =Р (Рави (>, и 


1д 
где и (2, 1) = {и1 (1, 1),...им (2, 1}, # = (бы), Р (; =) — матрица (из № 


строк и М столбцов), элементами которои являются многочлены от 


тей ве - с постоянными коэффициентами. 
1 05 
т 
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Пусть >, (5),..., №м ($) — характеристические корни матрицы Р ($), т. е. 


корни уравнения 
де ||Р ($) —^Е|| = 0, 


и пусть 
Л (5) = шах Ве *х ($), 
к 
Определение. Система (1) называется параболической по 
Г. Е. Шилову, если при вещественном $ = с выполняется неравенство 


А (в) < — Со - Сы, (2) 

где С, С:, В> 0. , 

В определении параболичности по И. Г. Петровскому (') по существу 
предполагается неравенство, аналогичное (2), для характеристических 
корней только главной части матрицы Р’(5) (образованной из всех чле- 
нов наивысшего порядка р) с #й = р. 

В п.2 данной работы будут получены оценки функции Грина пара- 

‚ болических по Г. Е. Шилову систем с постоянными коэффициентами. 
Эти оценки позволят доказать в п. 3 корректную разрешимость задачу 1 
Коши для некоторых типов систем с переменными коэффициентами + з 
классе ограниченных функций. 

2. Обозначим через С(т,Р) функцию Грина параболическ ой пс › 
Г. Е Шилову системы (1) с постоянными коэффициентами. Пусть й- -— 
показатель пораболичности этой системы, у— ее род, р — порядок, ро- -— 
приведенный порядок [см. (3)]. Тогда имеют место следующие оценки: 


у в 
Я за й—у 
|6 (2,0 |< ре О. Я 
в 
ме о 4 
А т, Е Р.—У 7 
| (69 (х, 8) | < -дере Де (4) 
в 


: 
{= (МФ №. 


Здесь и в дальнейшем символ (#) означает производную порядка 
& = 0,1,... по совокупности переменных 21,.... 2; О%ЗЕ<Т, — © <«:< 
< ©; А, А:, А,, А, — положительные постоянные. Оценки (3), (4) яв- 
ляются уточнением соответствующих оценок, полученных в работе (3) 
{ем, также (“), стр. 1431. Для системы: (1), параболической по И. Г. Пет- | 
ровскому (у=1, В = ро = р— порядок системы), оценки (3), (4) совпа- || 
дают с известными ранее оценками [см. (5), (®)]. 
Докажем оценки (3), (4). 
Воспользуемся тем, что разрешающая матрица 0 (5, #) системы (1) как ' 
функция переменного 5 = с -|- & удовлетворяет неравенствам 


[0 (5,0) |< 44 (4 + |5) 1 ол (5) |. 


[О (в, 1) < Ав (а + [а М ее", д,>0 (6) | 
[см. (“), стр. 78]. | 
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Повторяя прием, изложенный в работе (7) (стр. 259 264), и выделяя 
всюду зависимость от 1, можно показать, что для производных функции 
9 (5,#) на вещественной оси справедливы оценки: 


У аУ—у 
а (. ") > 


С44 ее ео, у, 


| (О (в, 1))® |< 


я) 
Фо Ро ‚= ой 
са Я то рем Ц, 
4:--4»=а (7) 
Здесь О<Е< Т, символом с обозначено произведение о. . от, Ё--... 
бы, & = 0,1..... 
Из равенства 


(— 2) ® (т, == \ [(2°)*О (<, #)] 9 е°=ас 
| —© 
в силу (7) получаем: 
ау 
Ма а Ри в]. 3 
|1 (2,9 [55 веет 8649 ) |750 
1 Г 


откуда вытекает оценка (3); 


ее К 19 
|6 (2,1) | < —орнйй Са ы > 1 ЧЕ < 
в 


Последнее неравенство справедливо, так как у<1, < р,, откуда следует, 


что >>. Из полученной оценки вытекает (4). 
о 


3. Рассмотрим систему 


ди (х, #) о 


1 д 
Допустим, что матрицу Р (5 = =) можно разбить на два слагаемых 
Р А — и Р,(х г яв так, что система с постоянными коэффициентами 
2 #05 0. 
ди (х, 1) ижо 
а = Р(таж) и) (3) 


имеет порядок р, приведенный порядок р,, род у и показатель парабо- 
личности й. Присоединим к системе (8) начальное условие 


и ($, &) =ф(2) (8) 


и будем считать, что функция $(5) и все ее производные до порядка [1 
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по совокупности переменных 1;,...,2„ непрерывны и ограничены при 
всех х. — ©«<т< оо. ) 
ТЕОРЕМА. Если порядок р, оператора Ру с >) удовлетворяет 
условиям: 
а У< 0, (10) 
в . 
<< —п (1—5) № У>0, (107) 


и коэффициенты этого оператора вместе с их производными до некоторого 
конечного порядка 15 непрерывны и ограничены при всех х, — © «т< оо, 
то решение и(х,{) задачи Коши (8) — (8’) в полосе П(—с< <т<о5, 
0<:—& < Т < сэ) существует, ограничено вместе со своими производными 
достаточно высокого порядка а по совокупности переменных т1,..., Я 
и является единственным. (Здесь число « может быть любым, числа (1; 
ц [, зависят от а, а также от чисел п и р.) 

Доказательство. Пусть С, (х, { — &) — функция Грина системы (9). 
Тогда достаточно гладкие решения задачи (8) — (8’) совпадают с доста- 
точно гладкими решениями интегро-дифференциальной системы 


| со 
® 


и (в) = ще, 9+4 | бе БЕ) Р, (& 5 р) и тв), (1) 
ь —© 
где функция 
и(т, 0) = | ев 1—4 
—© 
является решением задачи Коши (9) — (8'). 
Решение системы (11) будем искать. в виде 
и (2, 8) = У и (т, 8, (12) 
то 


где 


#40) (2, #) = и (2) 1), 
1 со 
Ито) = 144 | бе Ра щи <) = (43) 


ь 


Пользуясь этими соотношениями, оценим члены ряда (12) и их производные 
до порядка х в полосе П. Для этого нам понадобятся оценки интегралов 
по всему пространству 1:,..., т, от функции Грина С, (5, #1) и ее произ- 
водных. ' Из (3) и (4) получаем: ° 


со 
АБ 
\ |699 (2, 8) |2 За» 50, (14) 
—© р 


р 
где 
© АЕ 


—ео 
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и 
со 
А 
бе, две < к, У>0 (4) 
—> = 
где 
со ро 
р беду 
—со 


Пусть число [ таково, что решение иь (х, #) задачи Коши (9) — (8°) 
имеет непрерывные и ограниченные в полосе П производные до порядка х 
по совокупности переменных 2;,..., 2», и пусть в полосе П справедливо 


неравенство 
1457 (2,2) | ЗЕ, (15) 


где Г, = со0зё, 0<г<.о. Такое число [; существует в силу выполнения 
условия А И. Г. Петровского для системы (9) [см. (!)]. 


Пусть, далее, К — постоянная, ограничивающая при всех д, — © < 
< 1 < <, коэффициенты оператора Р, (=, 2.) и их производные до 
порядка [5. Тогда, в силу (15), в полосе П имеем: 

|, (2, -- 2) шо (а, 9 < Г-К-Л, (416) 


где Л — постоянная, зависящая от /М и наибольшего числа слагаемых 
в элементах матриц Р, (2, - ыы 5). Используя (16) и (13) при т = 0 и учи- 
тывая (14) и (14°), олавь следующие оценки в полосе П: 


: * 
[и (х, Э1<ЕКААр | пы «БКААр\ Е ый 


п (1 у)+у 
ь (1 =4) в ® (<) В 


— ГКЛАРМВ (1, >) = в)" у<0, 


где е=й—1—п(1 — у) —[{# —т—п(1— )}], еели А —1—п (1 —)— 
нецелое число, е = 1, если й —1—п (1 — у) — целое [см. (10)] и М — по- 
стоянная, зависящая только от Т, 


1 1 


|; (2,0) | ЗЁКАА „р \ ть =) Е КАА Рим, | = 
оо ет) 
Е 8 
АЛ... В (1, >>) в 
где 
Йу 
вит м) [#-т—" (1), 

если й—1—п 1— ^^) — неделое число, $ = 1, елий —1—п (1 — я 


0 
целое [см. (10’)], и М, — постоянная, зависящая только от а 
Эти оценки справедливы также для всех производных функции ил) (5, #) 
. порядка г < о. Последнее утверждение очевидно при три, в силу (10) 
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и (10°) и определения чисел е и 65. Если же р, <«г«, то оно вытекает 
из следующего равенства: 


(е, = | и 


ь 
Применяя аналогичные рассуждения, нетрудно доказать по индукции 
следующие оценки: 


= 


1% (2,8 | < <екР [в +0—0*, =) е—ю», у<0, (47) 


1=1 


где О<л<о, К, = КЛАРМ, 
т5 


що 15 КТ В+ 0—1%, ею", >60, 47) 
1=1 


где Оз г<а, К, = КЛА.Ш.М!. Поскольку 


П8(4+4—9%, РГ ыы 


7 та < 1 
1=1 ; Г (1 я 7.) т 


и, аналогично, 


а 
П В (1 +@—9-., оке 


т5 
у-=Й СВ 
где Л, зависит от в, а Л. — от 8, то 
(7) Кз. 
| Чт) (2, |5 Ё-щ, У<0, (18) 
А 
где О<%лгх о, К, = К.А.Г (+) Т*®, и 
(г) К. й 
| Што (2, [53 Б-щ, У>0, (18’) 
В 
т 


5 

где Ола, К, К.ЛГ (+ ть 
Оценки (18) и (18') обеспечивают абсолютную и равномерную сходи- 
мость в полосе П ряда (12) и его формальных производных до порядка 4%. 


При этом во всей полосе П для решения и(х, #) системы (11) спра- 
ведливы оценки: 


[и (2, «1, 50, (19) 
где О< гхи, щ=ЕЁУ ал и Ее № 0 
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Тем самым существование достаточно гладкого решения системы (11) 
доказано. Остается доказать его единственность. 


Пусть 2(х, #) — вще одно решение системы (11), удовлетворяющее 
в полосе П оценке (19): 


(г) (х, И) < [.. 


Обозначим 
@ (х, 1 =5(1, И —и(т, 1) 
и 
т 
бт (2, 8) = У и (2, 1. 
= 
Тогда р 
бт) (2, 8) = щ (т, #) + 
1 с | Же 
=} & | бе 2) Р, (6 2) оо 6) 4. 
о —© 
Так как 
Рем = 
Ь е^ 
= \4 } фев :-эрР: & 12) р 5-2) фо © 1—1 % 
5 —© 


т. е. функции © —с() удовлетворяют рекуррентным соотношениям (13), 
и так как 
| (© (2, 2) — в (2, 1) | < 1, 


то 2 — (т) вместе со своими производными порядка г, О<г<о, удов- 
летворяет оценкам (18) или (18’) с другими постоянными в правых 
частях неравенств. Поэтому 


%(х, #) = Им (5(х, й — о) (2, 1)) =0 


в полосе П. 

Тем самым теорема полностью доказана. 

Замечание 1. Приведем примеры систем, удовлетворяющих усло- 
вию (10). 

Рассмотрим уравнение 


оу (+ Ен, 6 
где п=1, >> 0 — четное число, р>й. Уравнение 
(не, 


является параболическим по Г. Е. Шилову с показателем параболич- 
ности № и родом у= —р-+й-1 [см. (®)]. В этом случае условие (10) 
принимает вид 

р < 21 — р. 
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Последнему условию удовлетворяют, например, уравнения 


ди (=, 8) _ 93 92 
гы |-- 2+ 28 +4() [и (, 1, 


и : 6 4 
ов О [12+ +е@) и, 1). 


Замечание 2. Условию (10”) удовлетворяют параболические по 
И. Г. Петровскому системы вида 


О = РР) - Р (1, т) ве, й 


= 159 =: 
с постоянными коэффициентами в главной части Ро ( 2.) ‚ содержащей 


все члены наивысшего порядка р. В этом случае для параболической 
по Г. Е. Шилову системы 
—_ = р, (5 5%) и (2, (увы. р=дей 
[см. (“), стр. 132] условие (10’) принимает вид р: «р. Поэтому из до- 
казанной теоремы вытекают результаты первой части. работы (?). 
Отметим, что в случае одного пространственного переменного (п = 1) 
в работе (8) доказано, что род у параболической по Г. Е. Шилову 
системы (1) есть целое число. Таким образом, при п=1 случай > 0 
исчерпывается случаем у=1; при этом условие (10”) принимает вид р!< #—1. 
Автор пользуется случаем принести глубокую благодарность 
Г. Е. Шилову за руководство. ! 
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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ НА КЛАССАХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ЯДРАМИ, ЯВЛЯЮЩИМИСЯ 
ИНТЕГРАЛАМИ ОТ АБСОЛЮТНО МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ 


(П редставлено академиком ©. Л. Соболевым) 


В работе получена в метриках С и Г, точная верхняя грань наилуч- 
ших приближений тригонометрическими полиномами (п — 1)-го порядка 
(п=1,.2,...) на классах функций ] вида 

2" 
: 1 
д; — \ К®Ф@(—8 4, 
0 
‘где К (=) — суммируемая на [0, 2*] и абсолютно монотонная в (— <, 2п) 
фувкция или же периодический интеграл от такой функции. В частно- 
сти, при любом $ >> 0 найдена точная верхняя грань наилучших прибли- 
жений на классах {периодических функций, имеющих ограниченную 
(в С или в Г,) производную $-го порядка *. 


$ 1. Введение 


Обозначим через %м и % классы периодических существенно огра- 
ниченных измеримых „или, соответственно, суммируемых функций Ф(0, 
которые удовлетворяют соответетвенно условиям 


2" 


езз зар [ф (| <1 и 1$ (0142 < 1. (и 


0 


Тогда каждая суммируемая на [0, 2т] функция К (!) будет определять 
два класса функций ] (1) вида 
Сы 2п 

=) КЮг( 9% (1.2) 


0 


Эти классы мы будем обозначать через Кс, если фЕ%м, и через Кт, 
если фе %:. В том случае, когда функции $(1), кроме условия (1.1), 
удовлетворяют еще условиям 


2" 


\ #@) И Е (1.3) 


э1и АЕ 
0 


* Этим самым, между прочим, полностью решена задача, поставленная в 
1937 г. Ж. Фаваром [см. (15), п. 10, стр. 223—224]. 
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мы получим некоторые подклассы классов Кс и Кут, которые обозначим 
соответственно через Ксж и Кии, т. е. будем говорить, что 1) ЕКстъ 
(соответственно / (1) Е К»), если функция ] (1) представима в виде (1.2), 
где ф(1) Е%м (соответственно ф(1) Е %1) и, кроме того, удовлетворяет 
условиям (1.3). 

Наилучшее приближение каждой отдельной функции ] (1) при помощи 
тригонометрических полиномов Т„_,: (#) порядка не выше п— 1 в метри- 
ках С и Г будем обозначать соответственно через Е» (с и Е» (Г. 

Положим 


зир Е» (/)с = Е», [Кс], зар Е» (7). = Е, [Кы|, 
1ЕКс 1ЕКГ, 


зир В» (а = Е, [Кеш -.. (1.4) 
ТЕ ЕКСт 


и будем величины Е„[Кс], Е,[К1], Ел [Кст|] и Е» [Кут] называть 
наилучшими приближениями на классах Кс, Ку, (1. 

В период с 1936 по 1946 г. в ряде работ Ж. Фавара [см. (24) и (5)], 
Н. И. Ахиезера [см. (') и (?)], М. Г. Крейна [см. (1) и (15)], Б. Надя 
[см. (7)] и С. М. Никольского [см. (18)] был успешно решен целый ряд 
задач отыскания наилучших приближений на различных классах функ- 
ций / вида (1.2). В частности, Ж. Фаваром (5) и независимо от него 
В. И. Ахиезером и М. Г. Крейном (1) при всех натуральных $ были 
найдены наилучшие приближения на классах функций }({), определяе- 
мых ядрами К (1) = Ч, (1) вида 


8 
К=1 к 


(1.5) 


или, что то же самое, наилучшие приближения на классах Функции 7), 
имеющих ограниченную 5-ю производную ($ =1,2,...). 

Задача для случая дробного $, представляющая а труд- 
ности в связи с наличием при дробных $ в ряде Фурье для функции 
Ч, (1) как синусов, так и косинусов, была в 1937 г. Ж. Фаваром только 
поставлена (см. сноску на стр. 933). 

В 1938 г. Б. Надь опенил сверху величину Ё„[.с] для всех $5 > 0. 

В 1953 г. автором (1°) было найдено точное значение величин 


Е® [4 зс] = Еъ [Ч зг] 


для случая 0 <5$<1. Пользуясь этим результатом и упомянутыми выше 
результатами Б. Надя (1) и С. М. Никольского (18), С. Б. Стечкин 
в 1956 г. нашел значение 


7 [Ч”5с] — Еъ [к 1, 
где 
у с08 (— = 


< (= = 


К=1 


для случая, когда О<;5<1 из <За<2-— $ [ем. (21) |. 
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В 1958 г., развивая метод, примененный нами в работе (15°), Сунь 
Юн-шен нашел точное значение величин 


Еп ГР — Из Я 


при достаточно больших $ ($ >6) и произвольных & [см. (2?) и (23)]. 
В настоящей работе мы при помощи нового метода находим точное 
значение величин 
Е» [Кс] = Е» [Ку] 


для случая, когда К (1) — произвольная абсолютно монотонная на 
(— со, 2") и суммируемая на [0, 2*] функция (или же периодический 
интеграл от такой функции). 

В $2 мы доказываем несколько общих теорем, главная из которых 
показывает, что тригонометрический полином п-го порядка в'промежут- 
ке (0, 2=) не может интерполировать абсолютно монотонную на (— со, 2т) 
функцию больше, чем в 2п -{ 1 точках. 

В $3 находятся точные значения величин Ё„ [Кс], Е, [Кл] = Е» (К1), 
когда К (#) — абсолютно монотонная на (— со, т) и суммируемая на 
[О, 2*] функция. 

В $4 при всех $>0 находятся точные значения величин 


Ей [с] == Е» [Чт] == Еъ (г. 


В $5 результаты, полученные в $ 4, применяются для отыскания 
асимптотически наилучших в метрике Г, приближений для функций с 
особенностями. 


$ 2. Несколько теорем об абсолютно монотонных функциях 


Следуя С. Н. Бернштейну, назовем функцию К (1) абсолютно моно- 
тонной в некотором промежутке (а, 5), если она бесконечно дифферен- 
цируема в (а, 65) и если во всех точках (а, 6) функция К (1) и все ее 
производные имеют одинаковый знак (например, все они неотрицатель- 
ны). К этому же классу заменой { на 6 — приводятся и те функции, 
последовательные производные которых имеют противоположные знаки. 

Впервые на класс этих функций обратил внимание С. Н. Бернштейн 
в 1914 г. [см. (4)] в связи с изучением аналитических функций. Деталь- 
ное исследование свойств абсолютно монотонных функций проведено им 
в большом мемуаре (5) [см. также (‹), (?) и (°)]. В этом мемуаре, в част- 
ности, доказана следующая нужная нам в дальнейшем 

ТЕОРЕМА 2.1 (С. Н. Бернштейн). Любую Функцию К (1), абсолют- 
но монотонную на отрицательной полуоси, можно представить в виде 

со 
ко = “4$ ©), (2.1) 
0 
где ф (Е) — некоторая неубывающая функция. 


В этом параграфе мы докажем несколько теорем и лемм, которые 
помогут выяснить роль абсолютно монотонных функций в теории при- 


ближения функций. 
ТЕОРЕМА 2.2. Пусть К (1 — функция, абсолютно монотонная в 
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полуинтервале (— со, 0] (или в интервале (— со, 0)), и пусть какой- 
нибудь тригонометрический полином Т\(1) при некотором ах — 2 
интерполирует функцию К (1) * с учетом кратностей не меньше, чем 
в 2№ точках полуинтервала (а, а + 2*]. Тогда, каково бы ни было нату- 
ральное число т, найдется число р <а такое, что т-я производная 
Т® (+) от полинома Т (1) будет в полуинтервале (6, 6 | 2=] интерполи- 
ровать г-ю производную К” (1) от функции К (#) также по крайней 
мере в 2М№ точках. 

Доказательство. Будем считать, что г= 1, ибо для доказатель- 
ства теоремы, очевидно, достаточно рассмотреть только этот случай. 

Обозначим точки интерполяции функции К (1) полиномом Т (1) через 
ее, 2 неком): 

а<и<ьх... За 2 

и будем считать, что в промежутке (а, а + 2*] других точек интерполя- 


ции нет (в противном случае справедливость теоремы 2.2 немедленно 
следует из теоремы Ролля) и что 


м —= а —- 2 (2.2) 
(от этого предположения условия, содержащиеся в теореме 2.2, не на- 
рушаются). 
Согласно теореме Ролля, в сегменте [#, м] ** найдется по крайней 
мере 2№ —1 точек т; интерполяции функции К’() полиномом 7’ (В: 
ео .. ме ЗЬм —= а -- 2. 


Рассмотрим два возможных случая. 
1. Пусть & <а- 2т..В этом случае 


ое 


и, следовательно, 
ТГ’ (чм —2п) — К’ (эм — 2") > 0. (2.3) 
Так как 
Т (а) =Т(а-+ 2") = К (а-+ 2") > К (4) =Г(ы), 


то в интервале (а, &) имеются точки строгого убывания функции Т (1), 
т. е. имеется по крайней мере одна точка ЕЕ (а, #1) такая, ‘что Г’ (& < 0. 
В этой точке 

Т’&— К’ (< 0. (2.4) 
Из (2.3) и (2.4) следует, что найдется по крайней мере „одна точка 


бо @ (там — 2т, &) = (м1 — 27, Н) 
такая, что 


Т’ (то) = К” (чо). 


2. Пусть & =а- 2т (т. е. точка а -- 2^ является 2М-кратным корнем 
разности К (1) —Т (1)). В этом случае, в силу того обстоятельства, что 
на периоде [а, а-- 2=] всегда существует (в силу теоремы Ролля) точка 


* Т. е. совпадает с функцией К (1). 
** Случай кратных корней мы не исключаем. 
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Ба<Е<а--2т, для которой Т” (Е) =0, будем иметь: 
2. @ Ко =К а 2") —К’(а)-0, ГОК <0 
и, значит, опять найдется по крайней мере одна точка 
Зо @ (а, Е) © (том — 2т, #:) 
такая, что 
Т’ (то) = К’ (то). 

Следовательно, в обоих случаях. полуинтервал (тм—1 — 2м, тем—1] 
будет удовлетворять условиям теоремы 2.2 (для случая г = 1). Теоре- 
ма 2.2 доказана. 

Замечание 1. Из процесса доказательства теоремы 2.2 видно, что 
после первого дифференцирования (г=1) полуинтервал (6,6 2], 
о котором идет речь в теореме 2.2, можно выбрать так, чтобы 


В -- 2 = м 2Ьм. 1; 

после второго дифференцирования (7 = 2) его можно выбрать так, чтобы 
ВМ Мень 

после 2М№-го дифференцирования — так, чтобы 

2 > Ьи— 2п=а, 
т. е. мы видим, что после каждого дифференцирования полуинтервал 
(6, 6 | 2*], вообще говоря, смещается влево, но настолько медленно, что, 
каково бы ни было натуральное число г, после г дифференцирований 
полуинтервал (5, 6 - 2*], о котором идет речь в теореме 2.2, может 
быть выбран так, чтобы 


(Втр с (а 2 +, «+2*|. (2.5) 


Замечание 2. Впредь, не оговаривая этого 060бо, мы всегда будем 
считать, что полуинтервал (5,6 -| 2=] выбран таким образом, что точка 
6 2т является корнем для рассматриваемой разности А“? (1) — Т® (В. 

ТЕОРЕМА 2.3. Для каждой функции К (1), абсолютно монотонной 
в интервале (— со, 0), при любом $>0 найдется постоянная С > 0, 
С =С(К; 5), такая, что, каково бы ни было натуральное число М, во 


М 
всех точках ЕЕ [-= , 0) будет иметь место неравенство 


о О (2.6) 
Доказательство. Представим функцию К\(й) в виде [см. (2.1)] 


со 


К (0 | “а, 
о ‚ 
где ф(Е) — неубывающая функция. В силу этого представления, при 
любом Ё6(— оо, 0) 


К“ (р = (и аф(®, ОВК (2 |" (5. 1) 


Будем считать, что функция ф(Ё) в точке & = 0 является непрерывной 


9 Известия АН СССР, серия математическая, № 6 
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справа: 
ф(0- 0) =$(0). 
Если бы это было не‘так, то мы вместо К (Е) рассмотрели бы абсолютно 


монотонную функцию 
со 


к, ()=К()—(0+0—$(0)1 = | ва), 


0 


где ф, (Е) =Ф(&), если > 0, и $: (0) =$(0-- 0) =$. (0-0). Кроме того, 
будем предполагать, что К (1) Е с0пзё, ибо в этом случае теорема 2.3 
тривиальна. 
4 
Зафиксируем произвольное число м6 (0, 5) и, пользуясь непрерыв- 
ностью справа функции Ф(Ё) при Ё=0, возьмем какую-нибудь точку 
се (0, 5) такую, чтобы выполнялось неравенство 


$ (с) —$(0) < (5) —$ (с). (2.8) 
Тогда при любом натуральном Л получим: 


со со 


К (1) = \ ЕН $ (© > с\ ее Еф (©). (2.9) 
0 у с 
Так как при каждом фиксированном #Е|— — к 0] и произвольном 


Е 6 (0, 5) 
ЕЕ = Е (МЫ) > 0, 


М 
то функция е Е при каждом фиксированном #6 |-- 5 0] и ЕЕ[О, 5] мо- 
нотонно возрастает. Поэтому, принимая во внимание (2.8), получаем: 


@ 5 


ча ® < т) “46. (2.10) 


0 с 


Из (2.9) и (2.10) следует: 


а 5 
КА > ет) 54 (О-Е сп © ®> 


>еи—1) 64 = (1-9 К (9, 


т. 9: при всех №=1:2,.:. Ш 8 [-з,0) 


КМ (1 > (1—1) К“ (0. (2.14) 


Теорема 2.3 доказана. 
Отметим, что способ выбора постоянной С =с(1 —\) в неравен- 
‚стве (2.11) (а следовательно, и само это неравенство) нельзя считать 


5 
очень грубым, ибо если с— фиксированное число из интервала (, >) 


‘и в (0, в!), где в! = шш {;, с}, то тогда для абсолютно монотонной 
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функции К (1) = = е*! -| е! будет иметь место неравенство 

КМУ (< сК (№) (2) 
и в то же время число с будет удовлетворять условию (2.8), если только 
в нем функцию $(Ё) (ступенчатую) считать непрерывной слева. Таким 
образом, для данной функции постоянную с (1—1) в неравенстве (2.14) 
нельзя заменить на с. 

Приведем несколько простых утверждений, которые потребуются при 
доказательстве основной теоремы 2.4. 

ЛЕММА 2.1. Пусть К (1) — абсолютно монотонная в интервале 
(— со, 0) функция, и пусть — произвольная точка из этого интерва- 
ла. Тогда в точке к —2п (а следовательно, и при всех ё < и —2м) 
будем иметь: 

АЯ РЕ (2.12) 


где С; — постоянная, не зависящая от вида функции К (1) и от взятой 
точки 1. 
Доказательство. Из равенства [см. (3), $ 118 (1)] 


(27? А Ки — 2) = К — 2-20), 0<9<1, 
1 


следует: 
К® (к — 2=) < КЭ (к —2=+ 20) = 


С 7 1 С р) 
РЕ] 1 ее т ь 
= (>) х (—1)! (к(& 2+1 ) < СК), 
что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 2.2. Пусть 
Т» (2) = рь 03 (пё - от) + ри—1 с08 [(п — 1) Е + аи-1] + ».. 
... р с08 (Е - @1) Е р» > 0, 


— произвольный тригонометрический полином порядка п и = — любое 
положительное число. Тогда при достатсчно больших натуральных М- 


7% (в) = пр [сов (п + м -+ =") - 2-1 ®] $ 


где в„_1 (1) — тригонометрический полином (п— 1)-го порядка (зависящий 
от №), удовлетворяющий при всех 16 (— оо, со) условиям: 
| Еи—а (2) | <е, | в (1)|<в, а (Е) [< в. 


Эта лемма очевидна. 
ЛЕММА 2.3. Пусть ] (1) — выпуклая (т. е. вогнутая вверх), монотонная 


и положительная функция, заданная. в некотором промежутве (а, а -+- 2]. 
Тогда, каково бы ни было натуральное число п и каковы бы ни были 
числа А и оЕ(— со, со), Функция Асоз (п -- а) сможет интерполиро- 
вать функцию } (1) не больше, чем в 2п -- 1 точках. 

Действительно, график функции А соз (пё -- «) имеет С полуинтервале 
(а, а 2=] над осью абсцисс всегда п—1 полных ветвей и, кроме того, 
еще одну п-ю ветвь, которая при одних @ также будет цельной в 
(аа а-+ 2*], а при других « будет «разрезанной» на две части, одна из 

` = 
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которых будет прилегать к прямой { =а, а вторая — к прямой # =а - 2м. 
В первом случае каждая из п. ветвей, будучи вогнутой вниз, сможет 
пересекать график функции /({) не больше, чем в двух точках. Во вто- 
ром случае каждая из п—1 цельных ветвей также будет пересекать 
этот график не больше, чем в двух точках, в то время как две части 
разрезанной ветви смогут пересекать этот график и в трех точках, но 
не больше. Отсюда и следует справедливость леммы. 

ЛЕММА 2.4. Пусть К (1) — абсолютно монотонная на (— со, 0) функ- 
ция, и пусть < (1) = с0$ (пё - ви) е,— (#), где „, — произвольное фиксирован- 
ное число, а „_1 (1) — тригонометрический полином порядка <Зп—1, 
удовлетворяющий при всех 16 (— со, со) условию |е„_1 (#)| < 0,1. Тогда 
если № — какой-нибудь корень уравнения К (1) —*(1) =0, а ИУ — корень 
уравнения ду (и (1, в который последовательно после четырех 
дифференцирований сместится влево корень 1 *, то 


И а 
. р ра ; 
Доказательство. Из равенства 
, й п 
[с08 (ИЕ -Е 9) ] = пооз [п (1 +) | 


следует, что после каждого дифференцирования любая положительная 


п 
ветвь функции с03 (711 -- “„) сдвигается влево на 5-я В силу этого, та 


положительная ветвь функции *({), которая пересекает функцию К (1) 
в точке с абсциссой 1, после четырех дифференцирований сдвинется 
влево на расстояние 


2п 
м 


2 о 
ао 
п п 


10 
и, значит, расстояние между положительными ветвями функций т(#) и 
ГУ (1), содержащими, соответственно, корни и ИУ, будет 
ео Е 
Отсюда и следует справедливость леммы. 

ТЕОРЕМА 2.4 (основная). Если К (1) является функцией, абсолютно. 
монотонной в интервале (— со, 0) (или в полуинтервале (— со, 0]), то 
при любых п =1,2,... иа< —2м (соответственно а < -—_2п), всякий 
тригонометрический полином Т„(Р) порядка не выше п будет в полу- 
интервале (а, а -- 2"] интерполировать функцию К (№) не больше, чем 
в 2п -- 1 точках. 

Доказательство. Произведя замену переменной, сведем рассуж- 
дения к случаю, когда а = — 2п. 

Для данной функции К (1) обозначим через С константу 

б=С(к;-.), 
фигурирующую в теореме 2.3 (так, что если константу С подставить 
в неравенство (2.6), то это неравенство при любом натуральном М будет 


* Через {® мы обозначаем самый правый корень уравнения К@ (1) —«®(1) =0, 
удовлетворяющий условию #® < КГУ, [=1, 2, 3, 4, #® =. 
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выполняться в промежутке [—2тМ, 0)); через С. обозначим константу 
С: = шах {1, Су; Сота} 


(см. лемму 2.1, неравенство (2.12) при / = 32 и у = 32и + 1 
Положим, что полином Г» (Е) имеет вид 

Т» (1) = т со$ (пё - ви) + ри 0$ [(п — 1) а... 61 с0$ (Е 91) ро 

и возьмем натуральное число №, > 4 настолько большим, чтобы, в силу 

леммы = получить Тм (#),== в "о, `[с0$ (п а») - = (01, где 9 = 

= и = И =: (1) — тригонометрический полином порядка < п—1, 

удовлетворяющий при всех ЕЁ 6 (— со, со) условиям: 


1 р . 1 О 
1—1 (1) <=, 5 1 И 
[ви (0) | Сб в (|< {е=5; 555; 


" А 

8 < —. 
А 
Здесь постоянная С`>1 выбрана так, что 5 — т ‚ и, значит, в силу 
неравенства С. Н. Бернштейна, при любом натуральном Ё 


1 


4 
< ба 


1 м 1 1 
Са <ц, [п И (2.13) 


НО 
В силу замечания 1 к теореме 2.2, полуинтервал (6, 6 -- 2п], о кото- 
ром шла речь в этой теореме, будет при любом натуральном №, содер- 


жаться в полуинтервале (— 2—2 (5: -- 1) я 0] с [-—2^М;, 0] и во всех 


точках этого полуинтервала будем иметь: 


п 


(№1) (+) — 
К) — 76 д, пе м © |- сов (пё | &-).(2.14) 
"Ри ) 


Рассмотрим два случая. 
1. Пусть во всех точках полуинтервала (5, 6 -- 2п] < [—2*/, 0] 
(№!) В 1 
К (бп 255807 


Тогда, в силу теоремы 2.3, 


й 1 { 
о нра ЕО ) 


— й 1 | 
К (2) п №р м — ев (#) > т. = еи-1 (1) > 0, 


т.е. функция в” (#) п ры — в, (4) является положительной, монотонной 
и выпуклой. Поэтому, на основании леммы 2.3, разность К“^ (8) — 7 (1) 
имеет в полуинтервале (6, 6 -- 2] не больше, чем 2и -- 1 корень. Отсюда, 
в силу теоремы 2.2, и следует, что в первоначальном полуинтервале 
(а а 2] полином Т»„(!) может интерполировать функцию К (1) не боль- 
ше, чем в 2№М 1 точках, что и требовалось доказать. 

2. Пусть по крайней мере в одной точке БЕ (Ь, 6- 2*] 


1 
о ЕО 
К (#5) п р п < ©0201 
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Тогда, обозначая через #) самый правый в полуинтервале (5, Ь-- 2ж] 
корень уравнения К 9 (д— ТФ (6) = 0 и учитывая, что после каждого диф- 
ференцирования этот корень последовательно смещается влево, мы после 
дифференцирования разности (2.14) 32п раз, в силу леммы 2.4. получим; 


№) р ЕАМ: зат) > 4к. 


Поэтому, на основании леммы 2.1, во всех точках сегмента 


Имеет) о, има") 


имеем: 
пря (№327) 1 1 
К ГА = — 
( ) а < < Сб? г те. 
С Й й 
— М: —1 (М3, 1) } 32 п--1 
|1 —— — —. 
п ‘К (< сёзс; < са <ю 


Отсюда следует, что разность 


К(М№+82т) @— Та”) @= и 82т ри |1 К (№32) (2) по (Мат) Е 


Е пьем) (0) — с05 (= аи о =) ь 


у которой в фигурных скобках, в силу (2.13) и (2.15), слагаемое 


КМ: (2) а пы (2) 


4 
и его производная по модулю < =, имеет в полуинтервале 
1321 М! 
И (“ +32”) 2, К == 


не больше, чем 2№М--1 корень. Отсюда, как и в случае 1, применяя 
теорему 2.2, получаем утверждение теоремы 2.4. Теорема 2.4 полностью 
доказана. 

ТЕОРЕМА 2.4’. Если функция К*”(Р) имеет в интервале (— со, 0). 
(или в полуинтервале (— со, 0]) абсолютно монотонную производную 
К° (1), то при любых п =1,2,... иа< — 2 (соответственно а <—2п) 
всякий тригонометрический полином Т»(1) порядка не выше п будет в 
полуинтервале (а, а-- 2] интерполировать функцию К” (1) не больше, 
чем в 2п +1 точках. | 

Доказательство. Так как функция К”({Г) является монотонно 
возрастающей (ибо К. (>0) и имеет абсолютно монотонную произ- 
водную, то к этой функции применимы все рассуждения теоремы 2.2 
(а следовательно, и сама эта теорема). Поэтому после дифференцирова- 
ния мы возвращаемся к теореме 2.4. 

Для дальнейшего нам потребуется следующеэе 

Определение [см. (14), стр. 222] *. Пусть на каком-нибудь проме- 
жутке [а, а-- 2=] задана суммируемая функция К” (!). Назовем первым 


* Примечание при корректуре. Немного более удачное бопрэделение 
приведено нами в Докладах Ак. наук СССР, 129, № 1 (1959). 
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периодическим с периодом 2п интегралом от К* (1) функцию 
1 
К: (9 = (К° ®) + С14Е + С, 
а 


где постоянные С и С, взяты так, что 
а--2п" 
Ка + 21) = К: @и | КФ%-О. 
а 
При любом натуральном 5>> 1 5-й периодический с периодом 2п интег- 
рал К; (1) от К* (1) определим по индукции, полагая 
й 


кок ®%+С, 


а 


где К._,— ($—1)-й периодический интеграл от К” (1) и постоянная С, 
взята так, что 
а--2* 
} к®%=о. 
а 

Самое функцию К’ (1) будем называть нулевым интегралом от К* (1) 
и обозначать через К. (1). 

® ТЕОРЕМА 2.5 Пусть функция К, (1) (5— целое >0) является 5-м 
периодическим с периодом 2п интегралом от суммируемой и непрерывной 
в (—2", 0] функции К"(1), которую при каждом п=1,2,... любой 
тригонометрический полином порядка <Зпр—1 может в полуинтервале 
{—2т, 0] * интерполировать не больше, чем в 2п—1 точке. Тогда при 
каждом целом п>1 любой пригонометрический полином Т„—1 (1) порядка 
не выше п—1 может интерполировать функцию К" (1) не больше, чем 
в 2п точках из полуинтервала (—2т, 0]. 

Доказательство. Продолжим периодически функцию К; (1) с по- 
луинтервала (—2*, 0] на всю числовую ось. Полученная после продол- 
жения функция, в силу определения периодических интегралов, будет 
на всей оси периодической и непрерывной вместе со своими производ- 
ными до (5 —1)-го порядка включительно. Поэтому, если предположить, 
что некоторый тригонометрический полином Т»_— (1) порядка <п— 1 
интерполирует в полуинтервале (—2т, 0] функцию К, (4) в количестве 
точек, которое > 2п -- 1, то разность 


К! (1—1 90 = О 


в силу теоремы Ролля для периодических функций, будет иметь в полу- 
интервале (—2т, 0] также >2п--1 корень и, следовательно, разность 


К-т, =Е 0—1 20] 


будет иметь в промежутке (—2т, 0] количество корней > 2п. Мы пришли 
в противоречие с условием теоремы. Теорема 2.5 доказана. 


* Или в каком-нибудь другом полуинтервале длиной 2м. 
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$ 3. О наилучшем приближении на классах периодических функций, 
определяемых абсолютно монотонными ядрами 


1. ТЕОРЕМА 3.1. Пусть К (1) — суммируемая на [0, 2«] функция, имею- 
щая в интервале (— со, 2") абсолютно монотонную производную К’ (1, 
и пусть д (1) — пригонометрический полином порядка не выше п— 1, 
интерполирующий функцию К (1) в точках & = Е и 
Тогда среди всевозможных тригонометрических полиномов порядка < п 1 
полином Т',_ (®) является полиномом наилучшего приближения функции 
К (1) в метрике Г, и 


а \ ко г а“ \ К (д епт а. = (3.4) 


Доказательство. Так как в силу теоремы 2.4’ разность 
К (0 —Т,_, (@) меняет знак в точках, являющихся нулями функции эп и, 
и только в этих точках, то утверждение теоремы немедленно следует из, 
теоремы ДА. А. Маркова [см. (3), стр. 96]. 

ТЕОРЕМА 3.2. Пусть функция К: (0) (3— целое >1) является 5-м 
периодическим с периодом 2= интегралом от суммируемой непрерывной 
в (0, 2*] функции К" (1), которую при каждом п =1,2,... любой три- 
гонометрический полином порядка <п—1 может в полуинтервале 
(0, 2=] интерполировать не больше, чем в 2п —1 точках. Тогда 


п “ 
1) в полуинтервале (с, = найдется единственная точка & такая, 


- что 


К; @) — Ка)... К. (а Ав) =0; (3.2) 


2) тригонометрический полином Т,_1(й порядка не выше п—1, 
интерполирующий функцию К, (1) в точках а, &-— >,. „“-- ее 
является среди всевозможных полиномов порядка < НЫ И 
наилучшего приближения функции К; (1) в метрике Г, и 


2п 


ой =\ | К: (#) — Тиз (0) |4 = \ К; (1) вп вт и(1-—о) аё|; (3.3) 


6 0 
3) если 
К; (@) = 58 + х (ах с08 КЕ -- Бь чт №4) (3.4 
=1 
(при $ >1 %=0), то число х будет корнем уравнения 
7 [ао 608 (27 -Е 1) па -- Боли эт (27 - 1) па] = 0. (3.5} 


Доказательство. 1) Продолжим (как при доказательстве теоре- 
мы 2.5) периодически функцию К* (1) на всю числовую прямую и поло- 
жим, следуя М. Г. Крейну [см. (®)], 


Н®-К К: (+ 2)+...- КЕ»). (3.6) 
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Так как функция Н’($) непрерывна и Н (=) = —Н (0), то в полу- 


ия к < ОР 
интервале (0, = деиствительно наидется по краинеи мере одна точка 


© такая, что Н (х) =0. Единственность этой точки будет доказана ниже. 
2) При каждом действительном хо и при любых натуральных [ ип 
имеют место неравенства: 


и 


1-е " 
и (3.7) 
2пе'®т-Ы"а, если [= (27-1) п. | 


Из этих неравенств вытекает, что для всякого тригонометрического поли- 
нома Т„_, (1) порядка <и—1 справедливо соотношение 
21—11 


Л АЕ #п\ _ 
р ТВ ( ыы =) = 0. 


Ютсюда и из условия (3.2) следует, что если некоторый тригонометриче- 
> * * 
ский полином Т„_,(1) порядка <пр— 1 интерполирует функцию К, (1) 

2п —2 
п, то он будет ее интерполиро- 


п 
в 2п—1 точках и ,.. а 


21 —1 
к. В силу теоремы 2.5, кроме этих 2п точек, 


вать также в точке а 


никаких других точек интерполяции функции А. (1) полиномом а 
не будет, так что разность А; (1) — Г (1) будет менять знак в точках, 
являющихся нулями функции эзш (71 — па) (и только в этих точках). 
Поэтому, в силу теоремы А. А. Маркова, среди всевозможных полино- 
мов порядка <п—1 полином т ({) будет являться полиномом наи- 
лучшего приближения функции К, (1) в метрике Г и, очевидно, будет 
удовлетворять соотношению (3.3). 

3) Так как, в силу теоремы Джексона [см. (3), стр. 89], при задан- 
ном порядке п—1 полином Т ет (1) наилучшего приближения непре- 
рывной функции те (1) в метрике Г, является единственным, то дру- 
гих точек ве (0, = ‚ удовлетворяющих уравнению Н ($) =0, быть не 
может. 

4) Подставляя значения К; (4) из (3.4) в (3.6) и учитывая при этом ра- 
венства (3.7), мы найдем, что число х должно быть корнем уравнения 

2т—1 
Ук =) = 
= 
со 
— 21, [аут 605 (27 - 1) па -- олут 9 (27 - 1) па] == (). 
1=0 
Отсюда следует (3.5). Теорема 3.2 доказана. 

2. Теоремы 3.1 п 3.2 вместе с теоремами 2.4, 2.4’ и 2.5 дают воз- 
можность автоматически применять к приближению различных классов 
функций / (1) вида (1.2) ряд общих предложений, доказанных С. М. Ни- 
кольским [см. (18), стр. 225—243]. При этом получаются следующие 


теоремы 3.3—3.5. 


946 в. К. ДзяЯдыкК 


ТЕОРЕМА 3.3. Пусть функция К :(#) является 3-м (5 — целое > 0) 
периодическим интегралом от некоторой суммируемой на [0, 2*] функ- 
ции К*(1), имеющей в интервале (— со, 2") абсолютно монотонную про- 
изводную = К”. Тогда если функции } выражаютсл через ф при по- 


мощи (1.2), то при каждом т =1,2,...,п 


Е» [Кьст] = зар |/[с = Е» (Кз)ь = 
1ЕК Сп 
2" 2к 
= я \ К; (0 яв зи и(ё — а) а, 
0 0 
Е Ан — ан [7 = ДА (К) = 
1ЕК 


5Гт 
2к 


= БК: 4 = \ К: (©) зп в (пЕ-Ё а) 4 


0 0 


’ 


где полином Т»_1 (1) и число а определяются так же, как в теореме 3.2. 
Укажем линейный метод, дающий на классах функций уе. и ре 
приближение, равное наилучшему. 
Зададим, следуя Б. Надю [см. (17)], систему чисел 


(Мо, Мл: + --› Миа) У1, У, 1 (3.8) 


и построим для каждой функции / (ЕК зс (или соответственно 1 ЕК) 
тригонометрический полином (п — 1)-го порядка 


п--1 


Л ь 
У = оао -- > {их (ак с0з АЕ - бу зш АВ) 
К=1 
-- ук (ак зла АЁ — 6х соз А}, (3.9) 


определяемый системой чисел (3.8), где ах и 6» — коэффициенты Фурье 
функции ф, которой соответствует при помощи равенства (1.2) функция ]. 

Полином Т,_1(]; &; и, У) можно рассматривать как приближение функ- 
ции {. Он линейно зависит от ф и называется линейным методом (опре- 
деляемым системой чисел (3.8)) приближения функции ] вида (1.2). 

В качестве меры приближения функций } классов Кс и Ки при 
помощи этих полиномов, определяемых фиксированной системой чисел 
(3.8). можно рассматривать верхние грани 


8, [Кзс; , У] = р [7 — Ти (9; Вы, *) [с (3.10) 
16Кьс 
И 
в [Каз в, У = ар |7 — Ти (1; 8 в, У), (3.10”) 
ТЕКзт, з 


Метод приближения вида (3.9) называется наилучшим для класса К м 
(соответственно К;г), если он определяется такой системой чисел (3.8), 
для которой верхняя грань (3.10) (соответственно (3.10’)) будет наимень- 
шей среди возможных. 
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ТЕОРЕМА 3.4. Линейный метод (3.9) является наилучшим для 
класса Кс при к = и\=\ (&=0,1,2,...,п—1), где их и мер 
коэффициенты Фурье тригономет рического полинома 


Ты = у (№4 с08 АЕ + у в 0), 
К =1 
который среди всевозможных полиномов порядка <»тпр—1 является поли- 
номом наилучшего приближения функции К, ( (Е) в метрике Г, и, следова- 
тельно, И полиномом, интерполирукщим функцию К, (Е) в точ- 
ках а (Е =0, 1,2,...,2п—1). При этом 


2к 
+ * * 1 * 1 * * 
8. Кс; вру] = = Е. (Кв = = | К — Т (014. = (344) 
о 
Этот наилучший линейный метод для класса К:с является единст- 


венным. 
ТЕОРЕМА 3.5. Линейный метод (3.9) является наилучшим для клас- 


* * ® 
са Кв, при тех же ик и ук, что и в теореме 3.4. При этом 


2" 
* $7. * 1 * * 
бп [К з1; ШУ] = =. 7 (Кв), Е у К (и — Тя (2) | Е. (3.12) 
5 
$ 4. О наилучшем приближении на классе периодических функций, 


имеющих ограниченную 5-ю производную 
при произвольных $ > 0 


Будем говорить, что функция /({) периода 2п имеет производную 5-го 
порядка (5 > 0) в смысле Вейля, равную 18 (1) = ф(1), если Ф(Г) есть 
функция периода 2п, суммирусмая на периоде и удовлетворяющая условию 


Ф(Иаё = 0, 


о _—;% 


и если /(1) связана с ф(1) при помощи равенства 
2" 


до = \ 4, 94—04 


где [см. (1.5)] 


Известно [см. (15), $6, или (14), стр. 223], что при $6(0, 1) функция 
Ч, (Е) может быть представлена в виде. 
(9 = Го и + (ЕЕ 2"... (+ 20)" — (2=)'°" _, 
О<Е<2т. (4.1) 
При $ —1 мы можем считать, что 


Ч, =", О<Е<2. (4.2) 
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Наконец, легко проверить, что при $ =г-- 5’, где г — натуральное 
число и 0 <$5<1 (т. е. при $> 1), функция Ч’, (&) = Ч, (Е) является 
г-м периодическим интегралом от Ч’ (8). 

Из (4.1) и (4.2) соответственно следует: 

% 


со 


: а 1 
Ч, (& = — (1—9) г) > Е рано если О< $ < 1, (4.3) 
Е=0 


Ч. и=—-, если $ =1. - (4.4) 


Из соотношений (4.1) — (4.4) легко видеть, что при 0 < $<1 функ- 
ция \Ч.(Е) после замены ЕЁ на — ЕЁ будет суммируемой в промежутке 
[-—2*, 0] и может быть продолжена на всю отрицательную полуось * 
таким образом, что ее производная будет абсолютно монотонной в интер- 
вале (— со, 0). Отсюда, в силу теоремы 2.4’, следует, что при всех 
$6(0, 1] любой тригонометрический полином Т,„_,(&) порядка <и—1 
может интерполировать функцию Ч, (Е) не больше, чем в 2п —1 точках 
полуинтервала (0, 2*1. Поэтому в силу теорем 3.1 и 3.2 с последующим 
применением обобщенного равенства Парсеваля после некоторых выкладок 
получим, соответственно, два результата: 

ТЕОРЕМА 4.1. При любом $Е (0, 1] 


- 4 , 4 М; м 
Еъ Ч. с] - Ел Е — зар 17 — 5ар [7 =: Е Е п СР =—- Е о (4.5) 
74 3С ГЕ. п 
где 
: се > 1 
М: = я 5 > ит 


=0 


< 


ТЕОРЕМА 4.2. При всех $>1 
Ил [4,с] == Ел ГР — зар | ИТ — 5мр 7. ЕЕ 
С, ЕТ, 


1 * 
Е, (= 1. @— тв = 
0 
2п 
{ > М 
=- | | (Е) еп зщ (иЁ — &) а = Е ; (4.6) 
. пи. 
где . 
со т | Во >| 
РР. 7 
ЕЕ я я и (4.7) 


=0 
м * Са 
Ти (1) — тригонометрический полином порядка <3п— 1, интерполиру- 
о а -- К 
ющий функцию Ч,(1) в точках к И м 
число, удовлетворяющее условию 


(4.8) 


* Ибо предел выражения, находящегося в фигурных скобках (4.1), существует 
при всех & > 0. 
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Нетрудно было бы, подобно тому как это было сделано в нашей ра- 
боте (№) (стр. 152), указать наилучший линейный метод суммирования 
рядов Фурье для функций классов с и Ут. Мы не будем выписывать 
соответствующие формулы, которые имеют довольно сложный вид. 

Отметим, что теоремы 4.1 и 4.2 полностью решают задачу, поста- 
вленную в 1937 г. Ж. Фаваром [см. (5), п. 10, стр. 223—224]. 


$ 5. О наилучшем приближении в среднем функций с особенностями 

Так как при любом $>1 функция Ч, (#) является одной из простей- 
ших периодических функций, (5 — 1)-я производная которой имеет в точке 
1=0 разрыв первого рода: 41 (0-- 0) — 4—9 (0—0) = —1, то фор- 
мула (4.6) может быть использована для нахождения асимптотически 
наилучшего приближения в среднем для одного довольно широкого 
класса функций. 

Впервые задача подобного рода была поставлена для непериодических 
функций и была в 1947 г. решена в большой работе С. М. Никольского (13) 
[см. также (?°)]. В периодическом случае задачи подобного рода при 
натуральных значениях 5$ и при О<5$< 1 были решены позже автором 
в работах (11), (17), (19) и (13) *. 

Рассуждая, как и в предыдущих работах, получим следующий ре- 
зультат для случая, когда $ — произвольное число > 1. 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть функция }(1) с периодом 2п имеет абсолютно 
непрерывную производную (5$ — 1)-го порядка, которая, в свою очередь, 
является неопределенным интегралом от функции ф(1) = 7 (Е), облида- 
ющей следующими свойствами: 

1. Ф(1) имеет ограниченную вариацию на [0, 2*] и представляется в виде 
суммы $(] =Е(И-1(0, где 8 (1) — функция скачков, а № (1) — абсолютно 
непрерывная функция; 

2..ф(1) имеет хотя бы один разрыв в промежутке [0, 2]. 

Тогда 


4 Мих 

Ев (ры У 14+ |, (5.1) 
К=1 

где Ах = ф(ак + 0) —+(ак —0) (ак — точки из (0, 2=], в которых функ- 


ция $(!) имеет существенный разрыв) и М», — постоянная, определяемая 


по формуле (4.7). Поступило 
8. ХП. 1958 
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ФУНКЦИОНАЛ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ И УТОЧНЕНИЕ 
ТЕОРЕМЫ А. А. МАРКОВА 


(Представлено академиком С. Л. Соболевым) 


В статье дается приложение метода функционалов к доказательству 
неравенства А. А. Маркова для первой производной от алгебраического 
полинома. Этот же метод дает возможность уточнить неравенство 
в каждой внутренней точке основного интервала. 


В работе А. А. Маркова (*) дается следующая оценка производной 
от алгебраического полинома на конечном промежутке: если 
тах | Р„ (5) | =М, 
[а, 6] 
то 
2п2 
6 —а 


шах | Р» (2) |= М. (+) 


Оценка (*), превращаясь в равенство на границах, и только для Р, (5) = 

= Т, (1), является весьма грубой для внутренних точек интервала. Этот 

существенныи пробел был до некоторой степени восполнен С. Н. Берн- 

штейном [(?), стр. 27], который доказал неравенство (а = —1, 6 =-{ 1) 
к 


Ра (5) - п... @- Ем, (о 


В работе (!) изучаются также свойства полиномов, дающих максимум 
модуля производной в фиксированных внутренних точках х основного 
интервала; эти исследования не доведены до конца; отсутствуют и вопросы 
об аналитических свойствах этого максимума как функции от х. 

В настоящей статье автор, пользуясь методом функционалов *, дает 
точную мажоранту для первой производной полинома во всех внутренних 
точках основного интервала, за который принят промежуток [0,1]. 


ЧАСТЬ 1 
ФУНКЦИОНАЛ ПРОИЗВОДНОЙ И ЕГО ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ полиномы 


$ 1. Постановка задачи, предварительные замечания 


Для метода, которым мы будем пользоваться, переход к сегменту 
[0, 1] представляет большие вычислительные удобства. Формула (*) при 
Т» (5) = со п агс с0$ (25 — 1) 


* Мы не приводим здесь всех нужных для дальнейшего результатов теории 
функционалов. Их подробный сбзор имеется в работах, которые цитируются по мере 
изложения статьи. 
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примет в этом случае вид: 
тах | Рь (2) | < М, и Т» (1); (") 
Го, 1] 

в дальнейшем она получится из более детальных оценок. 

Будем рассматривать производную от Р, (5) в некоторой (любой) точке Ё 
как линейный функционал ЁР;, заданный конечной последовательностью 
(и: (мли отрезком-функционалом): 

(+) = 0, 4, 28, ЗЕ, ..., п". (1) 

Положим 

Ре (2) = КЕ" (Е=0,1,...,п); 
тогда 


Ез (Р») = Р» (Е) 


и М№М(Е) — норма отрезка (1) — явится точной мажорантой для всего мно- 
жества {Р,, ()}: 
пах | Рь (|< М. №4. 
[0,1]. 
Напомним, что экстремальным или обслуживающим полиномом от- 
резка-функционала называется полином О„(х), на котором Ё(0„) = +М, 
при условии 


шах! 0, (=) =1 


[0,1 

(приведенный полином). Экстремальный полином всегда существует 
[ем+ (°)]. 

Наша задача будет состоять в изучении нормы и экстремального 
полиномг отрезка (1). 

Начнем исследование с нескольких необходимых замечаний. м 

Замечание 1. Обозначив ш = и: о, составим таблицу разностей 
(ик. р) отрезка (1), где 

к, р = Мк, ря —— М-Н, рт} 

мы получим: 


(подо =, —1, —2(1—8),...,—п(а =" (2) 
Этот функционал имеет ту же норму [см. (3)], что и отрезок (1). Следо- 
вательно, 

УФ Л О =9. (3) 

Если экстремальный полином (1) есть О„(х), то экстремальный поли- 
ном (2) есть О» (1—2) [см. (3)]. 

Замечание 2. При Ё < 0 отрезок (1) имеет чередующиеся знаки и, 

следовательно, при нечетном и он обслуживается полиномом -- Г» (5), 

а при четном — полиномом — Т,(1). Таким образом, при любом Ё, не 


находящемся внутри [0, 11, экстремальный ‘полином есть ЕТ, (2): 
Замечание 3. Функционалы 


а о 


дают на (Р„) соответственно 


Р.Ф, ЕР, 
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$ 2. Обслуживание Ё; полиномами Чебышева + ТТ’, (*) 
Напомним необходимый и достаточный критерий для того, чтобы 
данный приведенный полином О„(х) обслуживал любой данный отрезок- 
функционал (и)0 = [см. (4), (5}]. 


- 
; $ 
Обозначим через (0:)1 распределение О, (<), т. е. набор всех его точек 
ех\теша на [0, 1], в которых 0О„(2) = 1, с отнесением каждой из них 


знака --, если О» (с) = --1, и знака —, если О, (с) = —1. 
Если система (п -- 1) уравнений с 5 неизвестными $; вида 
5 
о 0; 1,1) (И) 
=1 


удовлетворяет условиям: 

1) система совместна; 

2) система решается в таких знаках, что либо з9п 5; = О, (‹;), либо 
д; =0 (вообще говоря, не все), | 
то эти условия необходимы и достаточны для того, чтобы полином 
О„(х) был экстремальным, т.е. чтобы Е (0„) = + М. 

Очевидно, что для О„(2)=--Т,(х) условие 1) отпадает, так как 
р=п- 1. Заметим, что определитель системы (ИТ) есть определитель 
Вандермонда. 

Найдем условия, при которых функционал (1) обслуживается поли- 
номами - Г» (5). 

Обозначим через (<;)о точки ехётеша Т» и отметим полином, который 
назовем чебышевской резольвентой: 

т 
Виа (2) = | (2 — т). 


0 


Система (Г) в этом случае примет вид: 


р ВА (1=0,1,...,п). 


1=0 
Мы имеем: 
СЕТ, В © й 
РЕ (= | —) 
ак 


Это — полином (п— 1)-й степени относительно Ё. 

Пусть (9: суть точки ех(тета Вр, (Е); очевидно, что в этих точках бх 
имеют чередующиеся знаки. Следовательно, Рз, обслуживается одвим из 
полиномов +7, (2), а так так 6 О (А =0,1,...,п), то обслуживание 
распространяется на некоторый ивтертал [см. (3)]. Между тем в точках 
и“ Е., заведомо имеет другие экстремальные полиномы, так, как 
Т» (<к) =0. Эти точки мы можем сейчас не рассматривать, но они ука- 
_зывают на то, что область обслуживания чебышевскими полиномами обра- 
зует на [0,1] по меньшей мере п разобщенных сегментов (вазовем. их 
чебышевскими). Ввиду того, что для &=0 или Е=1 тавже д, = 0 при 
всех № то для двух крайних чебышевских промежутков [а, | сс) и 
(— со, В] имеем: «< 1 и В> 0. 
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ТЕОРЕМА 1. Положим Ви (® (Е— =) — В, © = А» (9. 

41°. Пусть В. (® > 0; тогда если Ао (Е) <0, то Ах (Е) < 0 (К 0); 
если А, (Е) >0, то А, (&>0 (Е п); если Аь(®=0, то А+ (&>0 
и Ацы (8 < 0 (1> 0, Е 0, п). 

2°. Пусть В, (В < 0; тогда если А, (&) >20, то Ак (> 0 (= 0}; 
если №» (Е) <0, то Ак (Е) < 0 (К-т); если Дь (Е) =0 при Е: 0, п, то 
Ак (Е) <Ои Ак (=) > 0. 

Действительно, при закрепленном Ё для А, (Е) =Ф(т^) имеем 


ф' (=) = — Аи (8), 
откуда немедленно следуют все утверждения теоремы 41. 

Заметим, что обслуживание отрезка-функционала (1) полиномами 
+7,(х) заканчивается (или начинается) тогда и только тогда, когда 
при выполнении условий 1) и 2) критерия экстремальности (стр. 953) хоть одна 

у из нагрузок 8; обращается в нуль [см. (3), (4)]. 

Следствие 1. Обозначим через а и В ле- 
вую и правую границы одного из чебышевских 
сегментов; тогда на границах сегмента [“, В] 
выбывает нагрузка одного крайнего узла, 
а именно: при Ё=о имеем &% =0, при Е =В 
имеем в» = 0. 

Следствие 2. о и В являются, соответ- 
ственно, корнями уравнений 


Ви (0) & — Вьча (а) = 0, (5) 
Вл (В) (В—1) — В, (В) = 0, (6) 


в первом из которых надо исключить двой- 
ной корень и =0, а во втором — двойной ко- 
рень В = 1. Таким образом, х и В удовлетво- 
ряют уравнениям (п — 1)-й степени; отсюда 
следует, что общее число чебышевских сегмен- 
тов на [0, 1], включая крайние, не превышает 
п, а значит, точно равно п. 

Ри Обозначим эти сегменты через 


[0, Ва], [“>, В], ео [“и—1, В» 1], [о 1] 
(можно положить и, =0; В, =1). Чередование обслуживания Ре поли- 


номами -- Т, (5х) и —Т»,(2) осуществляется следующим образом: экстре- 
мальный полином -- Г,(х) обслуживает Р; на сегментах 


[9 а [и э, Ви—2],..-; 


на остальных сегментах экстремальный полином есть — Г, (5х). 
Замечание. Характер расположения чебышевских сегментов на 


сегменте [0, 1] легко представить графически. Учитывая, что Аи, (тк) = 0, 
имеем: 


Ва (2) — Вьлы (®) = (#--1) Вы ©, 
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где т=0 или 1, х=а или В. Но, согласно уравнениям (5) и (6), здесь 
можно взять Ё = или В. Итак, касательные к кривой у = В, (2), про- 
веденные из точек 0 и 1, числом п —1 из каждой, дают точки касания, 
абсциссы которых суть соответственно (а)з и (Вт * (см. рис. 1, на ко- 
тором приведено построение для п=5; пунктиром изображена кривая 
Т. (5), сплошной линией — кривая В. (2)). 


$ 3. Обелуживание Е полиномами паспорта [7®, ®, 0] 


Полиномы паспорта [п, п, 0] были нами подробно изучены в работе (®). 
Напомним вкратце их основные свойства: это — приведенные полиномы 


п-й степени с распределением, содержащим п узлов ИЕ которым отне- 
сены чередующиеся знаки; все они образуют семейство, зависящее от 
одного переменного параметра; в качестве такого параметра можно взять 
старший коэффициент. В этом случае полиномы имеют вид 


92" 4 уь- 1 (8) 21+... Ри (9) =). 


Если 0<3< 2” ', то обозначим это семейство через О» (х, 9). При 
а Ра! будем иметь полиномы 


(—1)° 0, И—2, 9); 
при 9 = 0 имеем 
О» (х, 0) 5: Ты (5). 


(Заметим, что 2?” — старший коэффициент Т,„ (2), поэтому неравенство 
13| > 2" невозможно.) Все полиномы паспорта [п, п, 0] исчерпываются 
полиномами +0, (х, 9) и +0, (1 — т, 9). Назовем их общими полино- 
мами Золотарева. Эти полиномы разбиваются на два класба, резко отлич- 
ных по своему аналитическому (и геометрическому) виду, что было 
установлено еще самим Е. И. Золотаревым (6). Один класс представляет 
<обою трансформации ТГ» (2), весьма просто выражающиеся через коэф- 
фициент растяжения у, а именно, это будут +Т» (у) и ЕТ, (у-1 — 2), 


где 608? > < у<1, что обеспечивает сохранение п узлов на сегменте 


[0, 1]. Зависимость между параметрами деформации 3 и у, очевидно, такова: 


5 а пр и а 
221—1 2т п б ез 
608 5, обозначим чер 


7, (х, 3) — собственно полиномы Золотарева, выраженные им через эллип- 
тические функции [см. (5)]. Все множество этих специальных полиномов 


Другой класс, при условии 0<%< 


исчерпывается следующими: 
4 7, (<,9); -2(1—х,%.). 


Согласно теореме о непрерывной деформации [см. (3), (“)], при непре- 
рывном убывании $ от 2" до — 2" * полином О» (х, 9) деформируется 
непрерывным образом от + Т„ (2) до — Т» (2), пробегая оооовательно 
Т» (у), би (5, 9) через = Ти (2), затем 1)" И (1 — 1, 3), 

1)” "Г, (4.1 —2) и, наконец, в точке 9 = —2”" ' превращается в 
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—Т, (1). Отметим, что при этом процессе все переменные узлы с; (9 
смещаются на сегменте [0, 1] непрерывным образом вправо, кроме узлов. 
0 и 1, которые для собственно золотаревских полиномов остаются не- 


подвижными. 
Полиномы 7» (5, 9) связаны со своей резольвентой 


у 


В» (х, 9) = | (т —;) 
=1 
следующей основной зависимостью [см. (5)]: 
92, (х, 3) 
авы Ив (о (7} 


Этих сведений нам достаточно, чтобы иметь возможность перейти к ис- 
следованию Рё в тех точках [0,1], которые лежат вне чебышевских 


сегментов. 

ТЕОРЕМА 2. Всякий полином Г. (5х) паспорта [п, п, 0] обслуживает 
Ре в тех и только в тех точках Е, числом п —1, в которых В) ({&)=0, 
т. е. в точках емтета своей резольвенты 


А» (т) = У|г» х”. 
е о 
Пусть (1) — распределение Г. (5), и пусть для & 
В» (5) = 0. 


Убедимся, что [Г„»(5) обслуживает Ре. Действительно, решая систему т 
уравнений 


Уёя = ЕО. ЕО 


Г] 
1=1 
получаем: 
В 
8» = [ро ры т (Ео) ; 
Поз — в; | (Е — в)? 
1-Е 


таким образом, условие 2) критерия экстремальности — чередование зна- 
ков — выполнено при любых (с). 
Условие 1), требующее, чтобы и 


т. е. условие совместности всей системы (Г), дает равенство 


п п м 
Еь (В) = В, ® = У У и: = У! & А» (9), 
К=0 1=1 1 
т. е. А, (2) =0, что выполнено в точке &. 
Теорема 2 полностью доказана. 
Обозначим любой промежуток сегмента [0, 1], лежащий между двумя 
соседними чебышевскими интервалами, через (В, а); таких промежутков 
всего п—1. Мы получили, что каждый полином Г„(х) обслуживает Ре 
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ровно в п—1 точках — корнях В; (&) =0, расположенных по одной 
в каждом промежутке вида (в, о). 

Положим, для определенности, что в ближайшем чебышевском интер- 
вале, лежащем слева от (В, а), -- Т„ (5) обслуживает Ёе. 

Следствие. Гак как на границах Вих Г; теряет соответственно: 
нагрузку в узлах т, =1 их =0, то обслуживание передается при дви- 
жении Е внутрь (В, «) от В к а общим золота ревским полиномам в той 
последовательности, как указано выше, и, согласно теореме о непре- 
рывной деформации, без единого пропуска до превращения полинома в 
— Т» (5х) в точке а. 

Таким образом, ЕР; обслуживается в (В, ) только полиномами Золо- 
тарева, а ими исчерпываются, с точностью до знака, все полиномы пас- 
порта [п, п, 0]. Назовем эти промежутки золотаревскими. В золотаревских 
промежутках, соседних с (В, ®), обслуживающие полиномы отличаются 
только знаком. 

Отрезки-функционалы с переменными параметрами, которые в области 
своего изменения обслуживаются, помимо полиномов Чебышева, только. 
полиномами одного постоянного паспорта, назовем устойчивыми. 

Итак, функционал производной А является устойчивым функционалом. 
Другими важными примерами устойчивых функционалов являются три- 
гонометрические функционалы 


сов 5 (СОЗ) и Р.ше (ЗА 
[см. (7)], а также функционалы производных высших порядков на поли- 
номах. 
ЧАСТЬ П 
НОРМА ФУНКЦИОНАЛА ПРОИЗВОДНОЙ НА [0, 1] 


Обозначим через Ет множество точек чебышевских сегментов, а через 
Е’; — множество точек открытых золотаревских интервалов. Тогда, 'с0- 
гласно результатам части [, имеем: 
|7, (| =М (5) при Ёт, 


2. ®1<| | 
| 7112, ©, 39 |= М © при ЕЕ Е». 


Во втором случае 9& есть корень уравнения В» (6, 9) = 0. 
Функция М (© непрерывна [см. (5)], и, вследствие (3), достаточно рас- 
сматривать ее на половине интервала ГО. 


8 1. Норма М (Е) на чебышевских сегментах [%, В] 


ТЕОРЕМА 3. Корни (1)”_* полинома Ть (т) лежат по одному во 
внутренних чебышевских сегментах. | 
Пусть [а, В] — один из таких сегментов при % >>. Из зависимости 


127" Вида (2) = Т» (2) 2 (#—1) 


следует, что на [0, 1] Ви: (5) и Т» (2). будут разных знаков. 
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Далее, имеем: 
зп В+! (%) = зп Ал (8). 
Таким образом, 


п2"—1 В, (2) = Т» (2) 2 (2—1) + Т» (2) (22 —1). (8) 
„На основании (5) и (6), отсюда следует, что 


ТА, @)— то (*) а? (&— 1) т. (хх (2& — 1) (= 1+ Б), 
п2°"—1 Вил (В) = Т, (8) В (8 — 1)* + Т, (8) В—1) (28—1) (=А+). 


Если Аи, (®) > 0 и В», (8) > 0, то, так как ТТ. <0, имеем Г, > 0, т. е. 
Т» (&) < 0. 


„Далее, Г, > 0. Докажем, что 


п22" 1 Аи (В) > Т» (8) (28 —1) 8—1); 


но это равносильно утверждению, что В < 1. Итак, й >0 и, следова- 
тельно, Т„ (В) > 0. 

Если Ки (9) < 0 и В, , (8) <0, то доказательство проходит анало- 
ты: 

ТЕОРЕМА 4. Корни (%;)" полинома Т»„(х7) лежат по одному во всех’ 
чебъишевских сегментах. 

1 
1) Пусть [а, В] — один из таких внутренних сегментов при > --. 


Возьмем дифференциальное уравнение для Г(х) (с заменой х на 25—1): 
(1—2) Т, (2) — (2—5) Ть (@) + "т, (@®) =0. (9) 


Пусть, для определенности, Рё обслуживается в [«, В] полиномом + Г) (5), 
и пусть | — корень ув (х) в этом интервале. Так как здесь т. (5) >0, 
то, в силу (9), и Т„ (1) >> 0, атогда и подавно Г» (В) >> 0. Остается убедиться 
в том, что Т» (©) < 0. Мы имеем В„+1(о) < 0, аиз (8) следует, что Т» (а) > 0. 
"Таким образом, из (9) получаем: 


п?Т (&) = (&—5) Т,. (#) —« (4—9) Т, (а). 
Но из (8) вытекает, что 
— Т» (а) а (1 — а) + Т» (а) (2«—1) < 0, 


следовательно, Г (°) < 0. 

2) Для крайнего чебышевского сегмента [х, 1] имеем: Т’ (2) > 0, 
т. (2) > 0. Следовательно, и здесь справедливо неравенство т (х) >0, 
а из (8) и (9) вытекает, что Т„ (а) < 0. 

Теорема А доказана. 

Следствие теоремы 3. В каждом внутреннем чебышевском сег- 
менте норма достигает один раз своего максимума 


М (1%) = |» (19|. 


„В крайних чебышевских сегментах норма монотонно убывает от границ 
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внутрь, т. е. 
шах М (9 =Т, (1) = |7, (0) |. 


Замечание. ыы п нечетное, то существует чебышевский сегмент, 

2 4 
содержащий точку —-, вида [а, 1 —9]. В этом случае 1 = $ = и тео- 
ремы 3, 4 сохраняют силу. В каждом из остальных чебышевских сег- 


ментов (справа от 5) имеем 1 > 3, так как из (9) следует, что 
еп Г» (1) = зе Т‚ (4). 
Итак, на [®, В] 


И - а (10) 


тде 6 = агс с0$ (2 — 1). 
Отметим некоторые дальнейшие следствия. Соотношение 


М (< (ЕЕ [, В]) 


п 
4—5 
превращается в равенство только в точках |зш и@ | =1, т. е. для корней 
(9): (5: = 08? = полинома с03п8 = Т, (1). Таким образом, 
тах М (&) от одного чебышевского интервала к другому растет на сегменте 
(-., 1) как последовательность чисел 


2п 2п 
а 
и 

п 2п 


И 


‚ 21? (п-— нечетное). 
эт (п 


Это также следует и из неравенства (+’) при Ё =1, которое для приве- 
денного Р„ (1) на [0, 1] имеет вид: 


"(2 ие. 11 
Мажоранта С. Н. Бернштейна (11) касается точной мажоранты М (=) 
в точках (9:)”. 


$ 2. Норма М (Е) на золотаревских интервалах (В, &) 


Рассмотрим какой-либо золотаревский интервал. Согласно $ 3, ч. Т, 
внутри (8, “) существует одна и только одна точка Е, в которой РЕ 
обслуживается полиномом — Т„_. (2). Назовем (В, ") и (Е, а) соответ- 
ственно левой и правой частью интервала (8, ®). Точки Е определяются 
как корни А, (Е) =0, где В» (2) есть резольвента 7—1 (2): 


п—1 
(= П (#— *.), 
=0 
т 4) = 1 
ТЕОРЕМА 5. На интервале (в, «) норма М (5) изменяется монотонно 
в каждой точке ЕЁ, в которой вторая производная экстремального поли- 


’ нома не обращается в нуль. 
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Положим, для определенности, что М (В) = + Т» (В). Тогда (см. стр. 955) 
в некотором промежутке (В, 4), где В <Ё< А < Е, экстремальными поли- 


п 
номами являются Т, (5); они обслуживают Рё при 608? 5 <у<1. 


Мы имеем: 


М9=7.69» М®=- т. 69. 


Зависимость между параметрами у и ё находится так: величина Г, (у) у 
должна быть максимумом по у, т. е. 


Ти у ЕТ, 69 =0; 


отсюда следует, что уЁ = сопз (эта постоянная > 0 и различна на раз- 


личных интервалах). Таким образом, у = в (при у=1, Ё=8В). Мы по- 


ё 
лучаем: Т, (у) > 0, № (© <0и М (5 убывает. Так как для (8, а) имеет 


место у =В, то А = 


ых Для остальных чебышевских трансформаций 
с03? — 
2п 
монотонность нормы доказывается аналогично. 

Итак, точка ех\тешит М (&) находится в "той части (В, а), где Ёе 
обслуживается собственно золотаревскими полиномами (стр. 955). Остается 
доказать теорему 5 именно для них. 

* (2 

Положим А <Ё&, <&, и пусть для Её экстремальный полином есть 

7» (х, 9.) с резольвентой В» (5, 9*,). Тогда 


92, (Е, 3.) 8, (Е, 3.) 
а р а (—" в: А. (12) 


последнее равенство справедливо в силу теоремы 2). Мы имеем: 


9°7„ (5,3) 9?7, (5,9) аз 


"О-о там 
и, согласно (7) и (12), 
, 97 98, (2,3) аз " 
м6) = (9) +"). . = 265. 
58 =8, 


Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 6. В каждом интервале (8, «) имеется одна и только одна 
точка &, в которой №' (& =0, причем 


М Еь) = г № (9 < Т,-— (|; 


если в>-, то ВЗЬ<Ё, если >. О: 


Действительно, для полинома 0, (х, 3) и его резольвенты А)» (х, 3) 
справедливо равенство 


В, (=, 3) (#—^) 
2—9 \' (13) 


где Х =^ (3) — корень 7, (т, 9), лежащий вне [0, 1]. Если % убывает от 
к >> до нуля, то ^ возрастает от 1 до со. 


2, (, 3) = п 
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Пусть 2» (Е, %,) =0. Так как 2. (Е, 9,) > 0, то из (13) следует: 
В» (6, 9...) > 0. 
На основании (12) имеем: 


№ (©) = 2» (в, 9%) = "эВ, (в, 9%.) и И. 


Следовательно, & находится из условия 
2 
Х (2% —1) —& =0. 
Л т 
Итак, при д < > Такой точки Ё нет, и в левой части интервала (В, &) 


необходимый пи М (Е) = М (&) возможен только при В > а Этим, на 


Рис: 2 


основе симметрии М (&), доказана вторая часть теоремы. Остается найти 
& для 2» (т, 9) при В> >. Для этого удобнее заменить параметр 9 


на ^, рассматривая 7, (х, ^) при 1<^< - ©, где ^ ($) монотонно воз- 
растает вместе с Ё на (А, ). Пусть Х =ф(@). В точке & одновременно 


выполняются требования Х =ф(ё) и А; так как первая кривая 
монотонно возрастает на (А, Ё*) от 1 до со, а вторая (гипербола) на 
1 

(5,1) монотонно убывает от - со до 1, то существует единственная 


точка пересечения. 
Замечание. Для золотаревского интервала вида (В, 1 — В), т. е. 


при п четном, & =# = > и шшМ (& =2(п — 1). 


Сравним ход смежных кривых М (Е) при различных п, обозначив их 
для соответственных Е” и Е” " через №, (&). Заметим, что две кривые 
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№, (Е) и №,_, (© не могут иметь более одной общей точки в каждом 
золотаревском интервале Ё”, так как это противоречило бы теореме 
единственности экстремального полинома. В точке касания 


М (Е) = 17 (©) [= М, ©), к 
но 


пи №, (© <|Т,. (©)| при В <Ё<о. 
(В, а) 


На рис. 2 (см. стр. 961) сплошной линией изображены кривые у = №, (&) 
прип=2, 3, 4, 5 ипунктирной линией — мажоранта Бернштейна у = У 
бы —<® 
(для п=4). Она вообще дает плохое приближение в точках Ё, к №, (&). 

В заключение заметим, что теорема А. А. Маркова была обобщена 
В. А. Марковым (8), доказавшим неравенство 


шах |Р® (2) | < МТ® (1). 

[-, +0 
К этому неравенству также применимы замечания, сделанные во введе- 
нии настоящей статьи, а так как функционал К-й производной является 
устойчивым (см. стр. 957), то метод функционалов может быть применен 
без видоизменений и для случая производных любого порядка и при- 
том с получением аналогичных результатов. 

Заметим, наконец, что и А. А. Марков и В. А. Марков изучали 
вопрос об оценке производных во внутренних точках основного интер- 
вала, но из-за нежелания воспользоваться полиномами Е. И. Золотарева 
[см. (1), стр. 64 и (8), стр. 55] они не довели своих задач до конца. 


Ленинградский институт Поступило 
авиационного приборостроения 12. ХИ. 1958 
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